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Vorbemerkungen. 



Mit sehr ■wenigen Ausnahmen haben die deutschen Mathematiker 
Graasmann fast während seines ganzen Lebena die Anerkennung ver- 
sagt, die er verdiente; eigentlich erat in dem letzten Jahrzehnt seines 
Lebens wurden einige Stimmen laut, die darauf hinwiesen, dass der 
Stettiner Gymnasiallehrer doch etwas geleistet habe, ja dass er in 
manchen Beziehungen seinen Zeitgenossen vorausgeeilt sei. Nach Grass- 
manns Tode ist es nicht viel anders geworden. Es giebt zwar jetzt 
eine ganze Reihe von Mathematikern, die nahezu ausschliesslich mit 
Grassmannschen Methoden arbeiten; aber der grossen Mehrheit aller 
Mathematiker ist er bis auf den heutigen Tag ganz fremd geblieben: 
man begnögt sich im günstigsten Falle, seinen Namen mit einer ge- 
wissen Hochachtung zu nennen, aber an seinen Werken geht mau 
achselzuckend vorüber. 

Allerdings ist es wahr, dass Grassmann nicht gerade leicht 
lesbar ist; seine Neigung zur Abstraktion, seine philosophische Dar- 
stellungaweise wirken auf uns alle, die wir so ganz anders gewöhnt 
sind, zunächst absehreckend ein. Wahr ist es auch, dass viele unter 
den Ergebnissen Grassmanns, die, als er sie veröffentlichte, neu 
waren, mittlerweile, unabhängig von ihm, auf andern Wegen wieder- 
gefunden worden sind, und dass wir jetzt auf einem höheren Stand- 
punkte stehen, von dem aus wir den Zusammenhang der Dinge ganz 
anders übersehen können, als es Grassmann möglich war. Aber 
andrerseits findet man doch bei Grassmann noch gar Manches, was 
auch heute noch neu ist imd auf die Entwickelung der Wissen- 
schaft Einfluss zu üben vermag. Ausserdem ist es aber eine einfache 
Pflicht der Gerechtigkeit, auch die andern Leistungen Grassmanna 
anzuerkennen und überhaupt Grassmann die ihm gebührende Stellung 
unter den Mathematikern des neunzehnten Jahrhunderts nicht länger 
vorzuenthalten. 

Dieser Pflicht uns zu entziehen, liaben wir heute gar keinen Vor- 
wand mehr. Grassmanns Zeitgenossen nämlich wurde das Ver- 
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VI Vorbemerkungen. 

ständnisB seiner Werke niclib blos durch deren eigeiithiimliclie Dar- 
stelluHgs weise erschwert, sondern auch, und zwar in viel höherem Grade, 
durch die Fülle neuer, fremdartiger Begriffe, mit denen Grassmann 
sie förmlich überschüttete. Heutzutage dagegen sind wir in einer viel 
günstigeren Lage. Durch die Weiterentwickelung der Mathematik ist 
uns ein grosser Tbeil dieser Begriffe, die damals den Zeitgenossen 
Grasamanna so fremdartig erschienen, ganz geläufig, da sie eben 
seitdem von andern Mathematikern auf andern Wegen entwickelt worden 
sind, und deshalb ist es für uns viel leichter, Grasamann zu ver- 
stehen, und es bleibt eigentlich nur die Schwierigkeit übrig, die in 
seiner eigenthümlichen, halbphilosophischen Darstellungaweise liegt. 
Aber auch diese Schwierigkeit ist bei einiger Anspannung des DenlEens 
zu überwinden und davor darf sich niemand scheuen; erfordert doch 
überhaupt jede ernste wissenschaftliche Leistung eine solche Anspan- 
nung des Denkens, wenn sie verstanden und gewürdigt werden soll. 

Es sind eigentlich nur äussere Gründe, die es einigermassen ent- 
schuldigen können, dass Gtassmann heutzutage noch so vernach- 
lässigt wird. Seine Werte sind zum Theil nicht sehr leicht zugänglich. 
Eins seiner Hauptwerke, die Ausdehnungslehre von 1862, ist vergriffen 
und gar nicht mehr zu bezahlen. Seine Abhandlungen sind in Zeit- 
schriften zerstreut. Der Beijuemlichkeit der Mathematiker auch diesen 
letzten Vorwand zu entziehen, das ist der Zweck der Gesammtaus gäbe, 
von der jetzt der erste Theil des ersten Bandes vorliegt. 

Den ersten Anstoss zur Veranstaltung dieser Ausgabe hat Felix 
Klein gegeben. Ueberzeugt, dass ein solches Unternehmen zeitgemäss 
sei, hatte er sich mit der Grassmannschen Familie in Verbindung 
gesetzt, um deren Einverstandniss zu erlangen. Anfang Oktober 1892 
fragte er dann bei mir an, ob ich etwa geneigt wäre, die Herausgabe 
zu übernehmen. Ich bin nie ein einseitiger Parteigänger Grassmanns 
gewesen und werde das auch nie werden, aber gerade deshalb durfte 
ich wenigstens den Anspruch erheben, unbefangen zu sein. Ausserdem 
hatte ich schon seit längerer Zeit Interesse für Grassmann gehabt 
und hatte wenigstens die beiden Ausdebnungslebren zum Theil ge- 
lesen, ich war also nicht ganz unvorbereitet. Endlich aber, ich gestehe 
es offen, reizte mich auch der Gedanke, etwas dazu beitragen zu können, 
dass der so verkannte Mann zu seinem Rechte käme. Ich antwortete 
daher, dass ich nicht abgeneigt sei, die Herausgabe zu übernehmen, 
vorausgesetzt, dass sich die geeigneten Mitarbeiter fänden. 

Im weiteren Verlaufe des Oktobers 1892 hielt sich Klein einige 
Tage in Leipzig auf und wohnte am 17. Oktober einer Sitzung der 
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mathematisch- physiseheii Klasse der Kgi. Sächsischen Gesellschaft der 
Wissenschaften bei. Klein benutzte diese Gelegenheit, um der Klasse 
darzulegen, wie wünsehenawerth eine Gesammtausgabe der mathema- 
tischen und physikalischen Werke Grasamanns sei. Eine solche Aus- 
gabe dürfe nicht blos die gedruckten Werke Grassmanns enthalten, 
sondern müsse auch aus dessen Nachlass Alles bringen, was der Ver- 
öffentlichung werth sei. Vielleicht könne die Klasse dieses Unter- 
nehmen in irgend einer Weise stützen, sei es auch nur, indem sie 
durch eine zu wählende Kommission eine Art Aufsicht über die Heraus- 
gabe führe, was dann auf dem Titel der Ausgabe zum Ausdruck zu 
bringen sei. Zugleich erwähnte er, daas er glaube, in mir eine geeignete 
Persönlichkeit zur Uebernahme der Herausgabe empfehlen zu können. 
Endlich erklärte er: für den Fall, dass die Klasse auf diesen Vorschlag 
eingehe, erachte er seine eigne Thätigkeit für das Zustandekommen der 
Ausgabe im Wesentlichen als beendet. 

Diese von Klein gegebene Anregung fand Lei den anwesenden 
Mitgliedern der Klasse heifällige Aufnahme, insbesondere äusserten 
sich die Mathematiker zustimmend und 0. Ludwig, der damalige 
Sekretär der Klasse, sprach sich sogleich sehr wohlwollend über den 
Gedanken aus. 

Ich suchte mir nunmehr ein genaueres Bild von dem Umfange 
des ganzen Unternehmens zu machen und warb Mitarbeiter. In sehr 
dankenswerther Weise erklärte sich Lüroth bereit, die Grassmann- 
schen Arbeiten über Mechanik herauszugeben, und ebenso versprach 
mir Study seine Mitwirkung bei der Herausgabe der Ausdehnungs- 
lohre von 1844 sowie der geometrischen Analyse und anderer Abhand- 
lungen, Ausserdem waren aber noch die Verlagsrechte klarzustellen, 
was durch Vermittelung der Grasamannschen Familie geschab. Die 
Verleger der Zeitschriften, in denen die einzelnen Abhandlungen Grass- 
manns erschienen waren, erfcheilten ohne Weiteres ihre Zustimmung 
zu dem Wiederabdruck dieser Abhandlungen. Die Ausdehnungslehre 
von 1862 war bei Enslin überhaupt nur im Kommissionsverlage ge- 
wesen und überdies vollständig vergriffen, hier gab es also auch keine 
Schwierigkeit. Aehnlich verhielt es sich mit den beiden Lehrbüchern 
Grassmanns, mit der Arithmetik und der Trigonometrie. Die Fürstlich 
Jablonowskische Gesellschaft zu Leipzig ertheUte mit der grössien 
Bereitwilligkeit die Erlaubniss zum Wiederabdruck der „geometrischen 
Analyse". So blieb nur die Ausdehnungslehre von 1844 übrig, an der 
die Verlagsbuchhandlung von 0. Wigand in Leipzig das Verlagsrecht 
hesass und deren zweite Auflage noch nicht vergriffen war. Aber die 
Verlagsbuchhandlung von 0. Wigand wai' bereit, gegen eine massige 
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Abfindungssumme iiuch die Äuüiahme dieses Werkes in die Gesammt- 
ansgabe zu gestatten. 

Ueber alles dies erstattete ich der niatbematiscli-phyaischen Klasse 
der Kgl. Gesellschaft der Wiasenscbaften in der Decembersitzung vom 
Jahre 1892 Beriebt. Es wurde daraufhin eine Kommission gewählt, 
die aus dem Sekretär C. Ludwig ala Vorsitzenden und aua den Herren 
Scheibner, Lie, A. Mayer und Bruns bestand und die darüber be- 
rathen sollte, in welcher Form die Klasse das Unternehmen fördern könne. 
Auf Veranlassung der Kommission wurden zunächst mit der Ver- 
lagsbuchhandlung von B. G. Teubner Verbandlungen angeknüpft, die 
zu einem günstigen Ergebnisse führten. Die genannte Verlagsbuch- 
handlung erklärte sich bereit, den Verlag zu übernehmen. Ausserdem 
beschloss die Kommission, der Klasse vorzuschlagen, sie möge erstens 
die Kosten für den Erwerb der Verlagsrechte an der Ausdehnungslehre 
von 1844 auf sich nehmen und sie möge zweitens dem Herausgeber 
und seinen Mitarbeitern für die Theile der Ausgabe, die Ungedrucktes 
aus dem Nachlasse Grassmanns oder Anmerkungen enthalten würden, 
einen Zuschuss zum Honorare gewähren, jedoch nur soweit, als diese 
Theile zusammen den Umfang von zwanzig Bogen nicht überstiegen. 
Diese VorschBge der Kommission, zu denen die Anregung in erster 
Linie von Ludwig ausging, wurden dann in der Klassensitzung vom 
8. Januar 1894 genehmigt und es wurde zugleich beschlossen, dass 
der Titel der Ausgabe die gegenwärtige Fassung erhalten solle. 

Es ist daher zu einem sehr wesentlichen Theile der mathematisch- 
physischen Klasse der hiesigen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
danken, dass die gegenwärtige Ausgabe überhaupt zu Stande kommt, 
und es sei mir gestattet, hierdurch auch offentlieh der Klasse meinen 
Dank auszusprechen für die Freigebigkeit, mit der sie das Unternehmen 
unterstützt. Andrerseits aber hat auch die Verlagsbuchhandlung von 
B. G. Teubner begründeten Anspruch auf den Dank aller Mathe- 
matiker. Endlich darf auch nicht unerwähnt bleiben, was die Grass- 
mann sehe Familie selbst zu dem Zustandekommen der Ausgabe bei- 
getragen hat: sie hat nämlich auf jeden Antheil an dem Honorar 
verzichtet. 

Ich werde jetzt noch über den vorliegenden Theil des ersten Bandes 
kurz berichten und dann angeben, in welcher Weise das Unternehmen 
fortgesetzt werden soll. 

Ursprünglich wollte ich die beiden Ausdehnungslehren und die 
geometrische Analyse in einem Bande veröffentlichen. Um jedoch diesen 
Band nicht zu umfangreich werden zu lassen, habe ich ihn getheilt 
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und die Ausdelmungslehre von 1862 wird dalier den zweiten Theil 
bilden. Man könnte ja anch diese beiden Theile als ersten und zweiten 
Band bezeichnen, ich fchue das aber nicht, weil die darin enthaltenen 
Werke zusaiumengenommen ein abgeschlossenes Ganzes bilden. 

Die Ausdehnungslehre von 1844 und die geometrische Analyse 
sind vor dem Druck zuerst von Study und dann von mir einer sorg- 
fältigen Durchsicht unterzogen worden. Ich peraönlich richtete bei 
dieser Durchsicht mein Augenmerk hauptaäehlich darauf, wie ea bei 
dem Wiederabdruck mit der typographischen Anordnung des Ganzen 
gehalten werden solle. 

Grassmann hat die nicht sehr angenehme Eigenthümlichkeit, 
daes er im Texte seiner Arbeiten mit Absätzen äusserst spai'sam ist. 
Der Druck geht zuweilen seitenlang fort, ohne dass ein Absatz ge- 
macht wird, das Auge hat keine Ruhepunkte und die Gliederung der 
Gedankenentwiclielung ist vollständig verhüllt. Schon dieser äussere 
Umstand ist beim Lesen der Originalausgaben sehr unbequem, auch 
abgesehen von den Schwierigkeiten, die der Inhalt an sich bietet. Ich 
habe daher rücksichtslos überall da Absätze angebracht, wo es mir 
nöth^ schien, und das war fast auf jeder Seite mehrere Male. Auch 
Aenderungen der Interpunktion habe ich mir erlaubt, sobald die TJeber- 
sichtlichkeit dadurch erhöht wurde. 

Von dem so nützlichen Verfahren, einzelne Wörter und ganze 
Sätze durch besonderen Druck hervorzuheben, macht Grassmann 
ebenfalls ziemlich selten Gebrauch. In der Ausdehnungslehre von 1844 
waren nicht einmal die Formeln in cursiven Lettern gesetzt, nur ab 
und zu waren einzelne Wörter gesperrt gedruckt und die wichtigeren 
Sätze waren durch Einrücken der Zeilen ausgezeichnet. In der geo- 
metrischen Analyse wiederum waren die Sätze und einzelne Stichwörter 
cursiv gedruckt, dagegen nirgends gesperrter Druck angewendet. Ich 
habe nun in der Aus dehn un gelehre Alles, was gesperrt gedruckt war, 
wieder so drucken lassen, die Satze dagegen und einzelne Stichwörter, 
die auszuzeichnen mir nöthig schien, sind jetzt cursiv gedruckt. Dem- 
entsprechend ist in der geometrischen Analyse Alles, was schon vorher 
cursiv gedruckt war, wieder cursiv gedruckt, während dagegen bei 
solchen Wörtern, die ich auszeichnen lassen wollte, gesperrter Satz 
benutzt worden ist. 

Die Ausdehnungslehre insbesondere war zwar schon in Paragraphen 
eingetheilt, aber auch diese Eintheilung bot dem Ange keine rechten 
Ruhepunkte, da sich die Anfänge der Paragraphen au wenig abhoben. 
Ziim Glück hatte Grassmann selbst am Schlüsse ein sehr ausführ- 
liches Inhalts verzei eh ni SS beigegehen, das fast für joden Paragraphen 
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eine Ueberschrifb enthielt; ich brauchte also blos diese Ueberschriften 
in den Text zu nehmen und ich denke, daae auch dadurch das Aus- 
sehen des Ganzen sehr gewonnen hat. Die Kopfüberschriften auf der 
rechten Seite mussten natürlich zum Theil geändert werden, aber ich 
habe mich bestrebt sie noch eingebender zu machen, als sie im Ori- 
ginal waren. Auf den Köpfen der linken Seiten habe ich jedesmal ein 
A, hinzufügen lassen, damit man gleich weiss, dass man die Ans- 
dehnungslehre von 1844 vor sieh hat, und ausserdem die Kapitel- 
nummem, die im Original fehlten. Die Figuren, die sich im Original 
auf einer besonderen Tafel befanden, sind jetzt in den Test aufgenommen. 
Die Originalausgabe der geometriaeben, Anülyse war überhaupt 
gar nicht in Paragraphen eingetheilt und ebensowenig hatte sie Kopf- 
überschriften, die über den Inhalt der einzelnen Seiten Aufschlnss gaben. 
Beides ist jetzt hinzugefügt, die Kopfüberschriften in der Hauptsache 
von Study, die Paragrapheneintheilung von mir. Die Figuren stehen 
wie bei der Originalausgabe im Text; einige, die unverhältnisamäasig 
gross waren, sind hier auf die Hälfte oder auf zwei Drittel verkleinert. 
Unbedingt erforderlich scheint es mir, dass man bei einer solchen 
Ausgabe, wie der gegenwärtigen, die Seitenzahlen der Originalausgaben 
mit angiebt, wenn das auch bisher bei den Mathematikern noch nicht 
üblich ist — mir ist augenblicklich nur ein Fall erinnerlich, wo es 
geschehen ist, nämlich in den gesammelten wisBenscbaftlichen Abhand- 
lungen von Helmholtz. Deshalb sind bei der Auadehnungsiebre von 
1844 überall am Rande die Seitenzahlen der Ausgabe von 1878 an- 
gegeben und da, wo diese Seitenanfänge von der Originalausgabe von 
1844 merklich abweichen, auch die Seitenzahlen der Originalausgabe, . 
diese in cursivem Druck. In entsprechender Weise ist bei der geometri- 
schen Analyse verfahren worden. So kann es nicht vorkommen, daes 
man bei irgend einem Citate, das nach Seitenzahlen gemacht ist, von 
der gegenwärtigen Ausgabe im Stiche gelassen wird. 

Die vorliegende Ausgabe der Ausdehnui^slehre von 1844 ent- 
hält Alles, was in der Ausgabe von 1878 steht; für die Behandlung 
des Textes ist aber immer die Originalausgabe von 1844 zu Grunde 
gelegt worden; überall, wo die Ausgabe von 1878 davon abweicht, 
ohne dass ein triftiger Anlass vorliegt, ist der Test der Originalaus- 
gabe wieder hergestellt worden. Bei der geometrischen Analyse lag 
ja überhaupt nur eine Ausgabe vor. Zusätze, die ich im Texte gemacht 
habe, sind durch Einsehliessen in eckige Klammern gekennzeichnet. Die 
ursprünglichen Lesarten der Stellen, an denen Aenderungen im Texte 
nothwendig schienen, findet man auf S. 400- — 403 zusammengestellt. 
Bei solchen Aenderungen galt es immer, entweder ein Versehen Grass- 
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manna zu berichtigen oder, soweit das möglich war, Unklarlieiteii zu 
beseitigen. 

Während des Drucks habe ich. sowohl die Auadehnungslehre als 
die geomefcrische Analyse auf das Sorgfältigste geprüft und darf wohl 
sagen, dass kein Wort unerwogen geblieben ist. Study war durch 
einen längeren Aufenthalt im Auslande verbindert, die Korrektur der 
Ausdehmmgslehre mit zu lesen, dagegen bat er micli bei der Korrektur 
der geometrischen Analyse unterstützt. Bei der Ausdebnungslebre hat 
seine Prau die erste Korrektur für ihn mit gelesen, ebenso mein 
Freund Dr. P. Domaeh, jetzt Lehrer an den technischen Staatslehr- 
anstalten in Chemnitz i. S. Endlich hat mich F. Meyer in Klausthal 
bei dem ganzen jetzt vorliegenden TheÜe dadurch unterstützt, dass er 
die zweite Korrektur mit gelesen hat. Allen den G-enannten bin ich 
hierfiir zu besonderem Danke verpflichtet; ich wünsche jedoch nicht, 
dass man für die Korrektheit des Ganzen einen Anderen verantwortlich 
mache als mich. 

Einzelne geschichtliche Anmerkungen waren anbedingt erforder- 
lich, zum Beispiel über die Vorgeschichte der geometrischen Analyse. 
Ich habe aber auch Anmerkungen kritischen Inhalts beigefügt und 
ausserdem solche, in denen einzelne schwerer verständliche Stellen er- 
läutert werden. Mir scheint es wenigstens naturgemäss, dass der Heraus- 
geber da, wo er selbst Schwierigkeiten gefunden hat, andern die Mühe 
möglichst KU ersparen sucht. Ein Theil der Anmerkungen rührt von 
Study her; diese sind mit seinem Namen bezeichnet. 

Das Sachregister wird hoffentlich Manchem willkommen sein. Ich 
habe es für die Ausdehnungslehre von 1844 und für die geometrische 
Analyse zusammen bearbeitet und werde für die Ausdehnuogslehre von 
1862 ein eignes machen. Diese beiden Sachregister zu vereinigen ging 
nicht wohl an, da die beiden Ausdehnungslehren in den einzelnen Kunst- 
ausdrücken zu sehr von einander abweichen. 

Der zweite Theil des ersten Bandes wird womöglich zu Anfang 
des nächsten Jahres erscheinen und soU die Ausdehnungslehre von 
1862 enthalten. Er wird von einem Sohne Grassmanna — Her- 
mann Grassmann in Halle a. S. — und von mir herausgegeben 
werden. Der zweite Band soll die gedruckten Abhandlungen Grass- 
manns bringen und Einzelnes aus dem Nachlasse, was sich gut an 
die übrigen Abhandlungen anschliesst. Die Abhandlungen über Me- 
chanik, auch die aus dem Nachlasse, hat Lüroth bereits für den 
Druck bearbeitet und diese Bearbeitung ist schon seit über Jahresfrist 
in meinen Händen, Die Arbeiten über Geometrie hat mein Leipziger 
Kollege Seheffers übernommen; in die übrigen werden sich Study 
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und ich theileu. Der dritte Band wird die Prüfungsarbeit Grassmanna 
über Ebbe und Fluth enthalten, die aus dem Jahre 1840 stammt und 
deren Veröffentlichung schon von verschiedenen Seiten gewünscht 
worden ist, namentlich von J. W, Gibbs. Dazu kommt dann der Rest 
des Nachlasses, soweit er zur Veröffentlichung geeignet ist. Die Arbeit 
über Ebbe und Fluth wird ein anderer Sohn Grassmanns heraus- 
geben, Justus Grassmann in Brandenburg a. H. In dem dritten 
Bande denke ich überdies eine Lebensbeschreibung Grassmanns zu 
liefern und eine kurze zusammenhängende Darstellung und Würdigung 
seiner wissenschaftlichen Leistungen, Wann diese beiden Theile er- 
scheinen werden, darüber kann ich zur Zeit noch nichts Bestimnjtes 
sagen. Uebereüt werden soll die Sache jedenfalls nicht. 

Noch muss ich erwähnen, dass auch V. Schlegel und ß. Mehmke, 
die ja besonders tief in Grassmanns Methoden eingedrungen sind, 
mir ihre Unterstützung zugesagt haben; insbesondere wird es mir 
durch ihre Hülfe möglich sein, dem dritten Band ein Verzeichniss aller 
Arbeiten, in denen an Grassmann angeknüpft worden ist, beizugeben. 
Auch bei dem jetzt erseheinenden Theile haben mich beide Herren 
schon unterstützt, indem sie mir über verschiedene Fragen Auskunft er- 
theilt haben. Ebenso hat mir der schon oben erwähnte Sohn Grass- 
manna — H. Gvassmann — jederzeit mit Rath und That beigestanden. 
Zum Schlüsse möchte ich noch der Verlagsbuchhandlung von 
B. G. Teubner meinen besonderen Dank aussprechen für die Bereit- 
willigkeit, mit der sie allen meinen Wünschen entgegengekommen ist. 
Die Ausstattung des Ganzen ist dieselbe wie hei Riemanns ge- 
sammelten Werken. Auch hat die Verlagsbuchhandlung diesen ersten 
Theil mit einem Bilde Grassmanns geschmückt, das nach dem ür- 
theile der Grassmannschen Familie ganz vortrefflich ist. 

Fünfzig Jahre sind gerade vergangen, seit Grassraann seine erste 
Ausdehnungslehre in die Welt schickte. Möge sie jetzt, wo sie zum 
dritten Male, in neuem und schönerem Gewände erscheint, mehr Tbeil- 
nahme finden als damals und möge überhaupt die hiermit begonnene 
Ausgabe dazu wirken, dass die Leistungen Grassmanns endlich nach 
Verdienst gewürdigt werden. 

Leipzig, im Juli IS'M. 

Ppiedri«]! Kugel. 
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Vorrede ziu- ersten Auflage. 



Wenn ich das Werk, dessen ersten Theil ich hiermit dem PubUkiim ni 
übei'gebej als Bearbeitung einer neuen mathematischen DiscipKn he- 
zeichne, so kann die Rechtfertigung einer solchen Behauptung nu 
durch das Werk seihst gegeben werden. Indem ich mich daher jede 
anderweitigen Rechtfertigung entschlage, gehe ich sogleich dazu über, 
den Weg zu bezeichnen, auf welchem ich Schritt für Schritt zu den 
hier niedergelegten Resultaten gelangt bin, um damit zugleich den 
Umfang dieser neuen Disciplin, so weit es hier thunlich ist, zur An- 
schauung zu bringen. 

Den ersten Änstoss gab mir die Betrachtung des Negativen in 
der Geometrie; ich gewöhnte mich, die Strecken AB und BA als 
entgegengesetzte Grössen aufzufassen; woraus denn hervorging, dass, 
wenn A, B, C Punkte einer geraden Linie sind, dann auch allemal 
AB-\-BG=^AC aei, sowohl wenn AB und BG gleichbezeichnet 
sind, als auch wenn entgegengesetzt bezeichnet, das heisst wenn C 
zwischen A und B liegt. In dem letzteren Falle waren nun AB und 
BG nicht als blosse Längen aufgefasst, sondern an ihnen zugleich ihre 
Richtung festgehalten, vermöge deren sie eben einander entgegengesetzt 
waren. So drängte sich der Unterschied auf zwischen der Summe der 
Längen und zwischen der Summe solcher Strecken, in denen zugleich 
die Richtung mit festgehalten war. Hieraus ergab sich die Toideiun^, 
den letzten Begriff der Summe nicht bloss für den Fall, daaa die vi 
Strecken gleich- oder entgegengesetzt-gerichtet | waren, aondem mch iv 
för jeden andern Fall festzustellen. Dies konnte aufs Einfachste ge 
schehen, indem das Gesetz, da^s AB -{- BC = AG sei, ani^h dinn noch 
festgehalten wurde, wenn A, B, C nicht in einer geraden Linie lagen 
Hiermit war denn der erste Schritt zu einer Änily&e gethan, 
welche in der Folge zu dem neuen Zweige der Mathematik fiihite, der 
hier vorliegt. Aber keinesweges ahnte ich, auf welch' ein fruchtbares 
und reiches Gebiet ich hier gelangt war; vielmehr schien mir jenes 
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Ergebniss wenig beachtenswcrtb, bis sicii dasselbe JiiiL einiir ver- 
wandten Idee kombinirte. 

Indem ich nämlich den Begriff des Produktes in der Geometrie 
verfolgte, wie er von meinem Vater*) aufgefasst wurde, so ei^ab sicli 
mir, daas nicht nur das Rechteck, sondern auch das Parallelogi'amm 
überhaupt als Produkt zweier an einander stossender Seiten desselben 
zu betrachten sei, wenn mau nämlich wiederum nicht das Produkt der 
Längen, sondern der beiden Strecken mit Fesfchaltuug ihver Richtungen 
auffasste. Indem ich nun diesen Begriff des Produktes mit dem vorher 
aufgestellten der Summe in Kombination brachte, so ergab sich die 
auffallendste Harmonie; wenn ich nämlich, statt die in dem vorher 
angegebenen Sinne genommene Summe zweier Strecken mit einer dritten 
in derselben Ebene liegenden Strecke in dem eben aufgestellten Sinne 
zu multipliciren, die Stücke einzeln mit derselben Strecke multiplicirte, 
und die Produkte mit gehöriger Beobachtung ihrer positiven oder 
negativen Geltung addirte, so zeigte sich, dass in beiden Fällen jedes- 
mal dasselbe Resultat hervorging imd hervorgehen muaste. 

Riese Harmonie Hess mich nun allerdings ahnen, dass sich hier- 
mit ein ganz neues Gebiet der Analyse aufschliessen würde, was zu 
VII wichtigen Resultaten führen könnte. Doch blieb diese Idee, da | mich 
mein Beruf in andere Kreise der Beschäftigung hineinzog, wieder eine 
ganze Zeit lang ruhen; auch machte mich das merkwürdige Resultat 
anfangs betroffen, dass für diese neue Art des Produktes zwar die 
V übrigen Gesetze der gewöhnlichen [ Multiplikation und namentlich ihre 
Beziehung zur Addition bestehen blieb, dass man aber die Paktoren 
nur vertauschen konnte, wenn man zugleich die Vorzeichen umkehrte 
(-{- in — verwandelte und umgekehrt). 

Eine Arbeit über die Theorie der Ebbe und Fluth, welche ich 
späterhin vornahm, führte mich zu der Mecanique analytique des 
La Grange und dadurch wieder auf jene Ideen der Analyse zurück. 
Alle Entwickelnngen in jenem Werke gestalteten sich nun durch die 
Priucipien dieser neuen Analyse auf eine so einfache Weise um, dass 
oft die Rechnung mehr als zehnmal kürzer ausfiel, als sie in jenem 
Werke gefuhrt war. 

Dies ermuthigte mich, auch auf die schwierige Theorie der Ebbe 
und Pluth die neue Analyse anzuwenden; es waren dazu mannigfache 
neue Begriffe zu entwickeln, und in die Analyse zu kleiden; nament- 
lich führte mich der Begriff der Schwenkung zur geometrischen Ex- 



*) Vergleiche; J. G. GraBsmanns Raumlehre Theil 11, p, 104 und dessen 
Trigoaometrie p. 10, [Berlin bei G. Keimer, 1334 und 1836.] 
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poiientialgrösse, nu der Analyse der Winkel und der trigonometrisdien 
Funktionen und ao weiter*). Und ich hatte die Freude zu aehen, wie 
durch die so gestaltete und erweiterte Analyse nicht nur die oft sehr 
verwickelten und \raaymnietri sehen Formeln, welche dieser Theorie zu 
Grunde liegen**), sich in höchst einfache und symmetrische Formehi 
umsetzten, sondern auch die Art ihrer Entwickelui^ stets dem Begriffe 
zur Seite ging. 

In der That komite nicht nur jede Formel, welche im Gange der 
Entwickelung sich ergab, aufs leichteste in Worte gekleidet werden, 
und di'ückte dann jedesmal ein besonderes Gesetz aus; sondern auch 
jeder Fortsehritt yon einer Formel zur andern erschiau unmittelbar 
nur als der symbohsche Ausdruck einer paraUel gehenden | begrifflichen VIII 
Beweisführung. Bei der sonst Üblichen Methode zeigte sich durch die 
Einfühmng willkührlicher Koordinaten, die mit der Sache nichts zu 
schaffen haben, die Idee ganz verdunkelt, und die Rechnung bestand 
in einer mechanischen, dem Geiste nichts darbietenden und darum Geist 
tödtenden Formelentwickelung. Hingegen hier, wo die Idee, durch 
nichts fremdartiges getrübt, überall durch [ die Formeln m voller Klar- VI 
heit hindurchstrahlte, war auch bei jeder Formelentwiekelung der Geist 
in der Fortentwickelung der Idee begriffen. 

Durch diesen Erfolg nun hielt ich mich zu der Hoffnung berech- 
tigt, in dieser neuen Analyse die einzig naturgemässe Methode gefunden 
zu haben, nach welcher jede Anwendung der Mathematik auf die Natur 
fortschreiten müsse, und nach welcher gleichfalls die Geometrie zu 
behandeln sei, wenn sie zu allgemeinen und fruchtreichen Ergebnissen 
führen solle***). Es reifte daher in mir der Entschluss, aus der Dar- 
stellung, Erweiterung und Anwendung dieser Analyse eine Aufgabe 
meines Lebens zu machen. Indem ich nun meine freie Zeit diesem 
Gegenstande ungetheiit zuwandte, so füllten sieh allnwihg die Lücken 
aus, welche die frühere gelegentliche Bearbeitui^ gelassen hatte. Nament- 
lich ergab sich auf die Weise und mit den Modifikationen, wie ich in 
dem Werke selbst dargestellt habe, dass als Summe mehrerer Punkte 
ihr Schwerpunkt, als Produkt zweier Punkte ihre Verbindungsstrecke, 
als das dreier der zivisohen ihnen liegende Fläehenraum und als das 
Produkt von vier Punkten der zwischen ihnen liegende Köj-porraum 
(die Pyramide) aufgefasst werden konnte. 

*) Die näiere Nachweieiiug s. unten. 
*") Vgl. La Place, M^canique cöleste, Uyre IV. 

***} In der That zeigte sich bald, wie durch diese Analyse die Differenz 
zwiachen der analjtischen und synthetischen Behijndlung der Geometrie gänzlioli 

Tersohwand, 
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Die Auffassung des Schwerpunktes als Summe veranlasste mich, 
den barycentrisclien Kalkül von MÖbius zu vergleichen, ein Werk, das 
IX ich bis dahin nur dem Titel nach kannte; 1 und zu meiner nicht ge- 
ringen Freude fand ich bier denselben Begriff der Snmmation der 
Punkte vor, zu dem mich der Gang der Entwickelung geführt hatte, 
und war somit zu dem ersten, aber wie die Folge lehrte, auch zu dem 
einzigen Berührungspunkte gelangt, welchen die neue Analyse mit dem 
schon anderweitig Bekannten darbot. Da indessen der Begriff eines 
Produktes von Punliten in jenem Werke gar nicht vorkommt, mit 
diesem Begriffe aber, indem er mit dem der Summe in Kombination 
tritt, erst die Entfaltung der neuen Analyse beginnt, so konnte ich 
auch von dorther keine weitere Förderung meiner Aufgabe erwarten. 



VII Indem ich daher nun daran ging, | die so gefundenen Resultate 

zusammenhängend und von Anfang an zu bearbeiten, so dass ich mich 
auch auf keinen in irgend einem Zweige der Mathematik bewiesenen 
Satz zu. berufen gedachte, so ergab sich, isss die von mir aufgefundene 
Analyse nicht, wie mir Anfangs schien bloss auf dem Gebiete der 
Geometrie sich bewegte; sondern ich gewahrt« bali hss n,h hier auf 
das Gebiet einer neuen Wissenschaft gelangt uei vin 1er die Geometrie 
selbst nur eine specielle Anwendung spi 

Schon lange war es mir nimhch einleuchtend gewoiden, dass die 
Geometrie keinesweges in dem Sinne wie die Aiithmttik oder die 
Kombinationslehre als ein Zweig der Mathematik anzusehen sei, viel- 
mehr die Geometrie schon auf ein in der Natur gegebenes (nämlich 
den Raum) sich beziehe, und dass es daher einen Zweig der Mathe- 
matik geben müsse, der in rein abstralcter Weise ähnliche Gesetze aus 
sich erzeuge, wie sie in der Geometrie an den Raum gebunden er- 
scheinen. Durch die neue Analyse war die Möglichkeit, einen solchen 
rein abstrakten Zweig der Mathematik auszubilden, gegeben; ja diese 
Analyse, sobald sie, ohne irgend einen schon anderweitig erwiesenen 
Satz vorauszusetzen, entwickelt wurde, und sich rein in der Abstraktion 
bewegte, war diese Wissenschaft selbst. 

Der wesentliche Voriheil, welcher durch diese Aufi'assung erreicht 
wurde, war der Form nach der, dass nun alle Grundsätze, welche 
X Raumesansebauimgen | ausdrückten, gänzlich wegfielen, und somit der 
Anfang ein eben so unmittelbarer wurde, wie der der Arithmetik, dem 
Inhalte nach aber der, dass die Beschränkung auf drei Dimensionen 
wegfiel. Erst hierdm'ch traten die Gesetze in ihrer Unmittelbarkeit 
und Allgemeinheit ans Licht und stellten sich in ihrem wesentlichen 
Zusammenhange dar, und inanehe Gesetzmässigkeit, die bei drei Dimen- 
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sionen entweder noch, gar niclitj oder nur verdeckt vorhanden war, ent- 
faltete sich nun bei dieser Verallgemeinerung in ihrer ganzen Klarkeit. 
Uebrigens ergab sich im Verlauf, dass mit den gehörigen Bestim- 
mungen, wie sie im Werke selbst zu finden sind, der Durchs etnitts- 
punkt zweier Linien, die Dnrchschnittslinie zweier Ebenen und der 
Darchsehnitfcspunkt dreier Ebenen ala Produkte jener | Linien oder dieser VIU 
Ebenen aufgefasst werden konnten*), woraus sich dann zugleich eine 
höchst einfache und aUgemeine Kurventheorie ergab**). 

Darauf ging ich nun zur Ei-weiterung und Begründung dessen 
über, was ich für den zweiten Theil dieses Werkes bestimmt habe, 
wohin ich nämlich alles dasjenige verwiesen habe, was irgendwie den 
Begrift dei Schwenkung odei des Winkels voraussetzt. Da dieser 
zweite Theil, welcher dd^s Werk sthlies^en wird, erst spater im Druck 
erschemen soll so scheint es mir füi die üebersicht des Ganzen nÖthig, 
die hierher gehörigen Er^ehni se etwis genauer zu bezeichnen. Zu 
diesem Ende hibe i<:h zuerst die Keaultate anzugeben, welche sich 
schon voi dei zusammenlnngenden Beiibeitung ergeben hatten. 

Ich habe eben gezeigt, wie als Produkt zweier Strecken das 
Parallelogiamm aufgelasst ■weiden kann wenn nämlich, wie hier überall 
geschieht die L.n,htung dei fetreoken mit festgehalten wird; wie aber 
dies Piodukt diduich ausgezeichnet ist dass die Faktoren nur mit 
Zeicht-n Wechsel veitaisoht weiden können während zugleich das zweier 
gleichgerichtete! '^tieeken oüenbii | niU st. Diesem Begriffe stellte XI 
sich ein andeioi zir &e te dei sich ^leicMaUs aaf Strecken mit fest- 
gehaltener KichtuUj, lezieht 

l\amliuh wenn ich die eme Streckt, senkrecht auf die andere proji- 
cirte, HO stellte sitt dis aiithmetische Piodukt dieser Projektion in die 
Strecke, worauf projieirt war, gleichfalls als Produkt jener Strecken 
dar, sofern auch hierfür die multiplikative Beziehui^ zur Addition 
galt. Aber das Produkt war von ganz anderer Art, wie jenes erstere, 
m sofern die Faktoren desselben ohne Zeichen Wechsel vettausehbar 
waren, und das Produkt zweier gegen eiuander senkrechter Strecken 
als null erschien Ich nannte jenes erstere Produkt das äussere, dies 
letztere das mneie Produkt, sofern jenes nur hei auseinander tretenden 
ßichtnngen, dieses nur bei Annäherung derselben, das heiast bei theil- 
weisem Inemandexsein einen geltenden Werth hatte. DieBer Begriff 
des iraiPien Piodnktes, welcher sich mir schon bei der Durcharbeitung 



*) Vgl. Kap. 3 des »weiten Atisciiuitts. 
"") Vgl, dasselbe Kapitel. 
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IX der Mecauique | analytique als iiothwendig herausgestellt hattCj fülii'te 
zugleich zu dem Begriffe der ahsoluteH Länge*). 

Eben so hatte eich mir schon bei der Bearbeitung der Theorie der 
Ebbe und Fluth die geometrische Exponentialgrösse ergeben; nämlich 
wenn a eine Strecke (mit festgehaltener Richtung) und ß einen Winkel 
(mit festgehaltener Schwenkungsebene) darstelltj so ergab sich aus 
rein inneren Gründen, deren Aagabe mich jedoch zu weit führen wurde, 
dass a . e", wo e als die Grundzahl dea natürliehen Logaaithmensystems 
aufgefasst werden kann, die Strecke bedeutet, welche aus a durch eine 
Schwenkung herporgeht, die den "Winkel « erzeugt; das heisst ea be- 
deutet a . <f die Strecke a geschwenkt um den Winkel a. Wenn ferner 
CosK, wo « einen Winkel ausdrückt im geometrischen Sinne, dieselbe 
Zahl vorstellt wie cos« wo k den zu dem Winkel gehörigen, diirch 
den Halbmesser gemessenen Bogen bedeuten soll: so folgt aus jenem 
XII Begriffe der Exponentialgröase sogleich, dass 



sei**). Ebenso wenn Sin« die Grösse vorstellt, welche die Strecke, 
mit der sie multiplicirt ist, nach der Schwenkungsseite des Winkels a 
um 90" in ihrer Richtung ändert, imd zugleich ihre absohite Länge 
auf gleiche Weise ändert wie sin«, so ist 

Sin « = —=:/-, 

und es ergiebt sich daraus die Gleichung 

Cos K -j- Sin a = c", 
alles Gleichungen, welche die auffallendste Analogie init den taekamiteii 
imaginären Ausdrücken ven-athen. 
S Soweit hatten sich diese Begriffe schon früher ergeben, | Als ich 

nun auch diese Begriffe zu verallgemeinern trachtete, so erweiterte 
sich zueilt der Begriff des inneren Produktes auf entsprechende Weise, 




*) Aucli dieser Begrift', da er die Sciwen- 
ItUBg vorauBsetat, gehört dem zweiten Theile an. 

**) In derThat wenn .AB (Figurl) die ur- 
aprünglifihe Strecke ist, und dieeelbe um den 
Winkel a in die Lage AC, um dea Winkel —a 

in die Lage AD gescWenkt wird, und man 
das Parallelogramm AGDE vollendet, so ist 
AE die Summe der Strecken AG -\- AB , imd 
die Hälfte AI? dieser Summe der Coainus dos 
Winkels ß. 
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wie ich dies für das äussere Produkb ia Bezug auf das Durehsclmeiden 
der Linien und Ebenen oben angedeutet habe; sodann kam ich zu- 
nächst auf den Begriff des Quotienten verschieden gerichteter Strecken, 
und verstand unter j, wo «-und h yersehieden gerichtete Streclfen 
von gleicher Länge vorstellen, die Grösse, welche jede in derselben 
Ebene liegende Strecke um den Winkel ha (von b nach a gerechnet) 
ändert, ao dass in der That, wie es aein muss, -ri <= a ist; und hieraus 
ei^ab sich dann der Begriff für den Fall, dass a und & von ungleicher 
Länge sind, unmittelhar. Jener einfache Begriff wurde nun aber die 
Quelle für eine Reihe der interessantesten Beziehungen. 

Zuerst ergab sich ] hieraus sogleich eine neue Art der Multi- XIII 
plikation, welche dieser Division entsprach, und sich von allen früheren 
dadurch unterschied, dass das Produkt dieser neuen Art nur null werden 
konnte, wenn einer der Faktoren null wurde, während die Faktoren 
vertauschbar blieben, kurz eine Multiplikation, welche in allen ihren 
Gesetzen der gewöhnlichen arithmetischen analog blieb; und der Be- 
griff derselben ging leicht hervor, wenn ich eine Strecke fortschreitend 
mit verschiedenen solchen Quotienten multiplicirte, und dann den einen 
Quotienten auffasste, welcher statt dieser fortschreitenden Faktoren 
gesetzt werden konnte. Da nun nach der Definitionj wenn ah den 
Winkel beider Strecken, welche von gleicher Länge sind, bedeutet, 



ist, so hat man auch 

log - = ab. 

Ferner wenn der Winkel ah der «t-te Theil von ac ist so hat man 



a'-h 



weil nämhch, wenn eine Strecke JK-mal fortschreitend die Schwenkung SI 
— erleidet, sie dann im Ganzen die Schwenkung — vollendet. Also 
auch, wenn der Winkel ah halb so gross ist als nc, so ist 

Ist namentlich - der Schwenkung um einen Rechten, also — der um 
zwei Rechle gleich, so ist, da c = — a, also --=^list, - ^Y — 1, 
das heisst der Äusdrucli ")/-- 1 mit einer Strecke multipHcirt ändert ihre 
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EJehtung- um 90" nach irgend einer, dann aber allemal nach derselben 
Seite hin. 

Diese schone Bedeutung der imaginären Grösse vervollsiändigte 
aicli noch dadurch, dass sich ergab, dass 

e und efolV-^ 
denselben Werth bezeichnen, wenn a den Winkel, (k) aber den daau 
XIY gehörigen Bogen dividirt durch den Halbmesser bedeutet ; in | der 
That fand sich dann 

cos X == ^ 

wie gehörig, und ebenso 

y"— -1 sin 3: = T , 

Formeln, welche also eine rein geometrische Bedeutung haben, indem 
e^V— 1 die Schwenkung um einen Winkel bedeutet, dessen Bogon durch 
deu Halbmesser gemessen x giebt. 

Hiemach nun gewannen alle imagimiren Ausdrücke eine rein 
geometrische Bedeutung, imd Hessen sich durch geometrische Kon- 
struktionen darstellen. Zugleich war der Winkel als Logarithmus des 
Qnotieuten — bestimmt, daher auch die unendliche Menge seiner Werthe 
bei derselben SchenkeUage. Ebenso nun zeigte sich auch umgekehrt, wie 
Xir man vermittelst | der so gefundenen Bedeutung des Imaginären anch 
die Gesetze der Analyse innerhalb der Ebene ableiten kann, hingegen 
ist es nicht mehr möglieh, vermittelst des Imaginären auch die Ge- 
setze für den Raum abzuleiten. Auch stellen sieh überhaupt der Be- 
trachtung der Winkel im Räume Schwierigkeiten entgegen, zu deren 
allseitiger Losung mir noch nicht hinreichende Müsse geworden ist. 

Dies etwa sind die Gegenstände, welche ich mir für den zweiten 
und letzten Theil vorbehalten habe, wenigstens so weit sie bis jetzt 
von mi r bearbeitet sind, mit ihm wird das Werk geschlossen sein. 
Die Zeit, wann dieser aweite Theil erscheinen wird, kann ich noch 
nicht bestimmen, indem es mir bei den mannigfachen Arbeiten, in 
welche mich mein jetziges Amt verwicltelt, unmöglich wird, diejenige 
Ruhe zu finden, welche für die Bearbeitung desselben nothwendig ist. 
Doch büdet auch dieser erste Theil ein für sich bestehendes, in sich 
abgeschlossenes Ganze, und ich hielt es für zweckmässiger, diesen 
ersten Theil mit den zugehörigen Anwendungen zusammen erseheinen 
zu lassen, als beide Theilo zusammen und von den Anwendungen ge- 
sondert. 
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In der That ist es bei der Darstellung einer iieuen Wissenschaft, XV 
damit iiire Stellung und ihre Bedeutung recht erkannt werde, unum- 
gänglich nothwendig, sogleich, ihre Anwendung und ihre Beziehung zu 
verwandten Gegenständen zu zeigen. Hierzu soll auch zugleich die 
Einleitung dienen. Diese ist der Natur der Sache nach mehr philo- 
sophischer Natur, und, wenn ich dieselbe aus dem Zusammenhange 
des ganzen Werkes heraussonderte, so geschah dies, um die Mathe- 
matiker nicht sogleich durch die philosophische Form zurückzuschrecken. 
Es herrscht nämlich noch immer unter den Mathematikern und 
zum Theil nicht mit Unrecht eine gewisse Scheu vor philosophischen 
Erörterungen mathematischer und physikalischer Gegenstände; und in 
der That leiden die meisten Untersuchungen dieser Art, wie sie nament- 
lich von Hegel und seiner Schule geführt sind, an einer Unklarheit 
und Willkühr, welche alle Fmcht solcher Untersuchungen vernichtet. 
Dessen ungeachtet glaubte ich es der Sache schuldig zu sein, der neuen 
Wissenschaft | ihre Stelle im Gebiete des Wissens anweisen zu müssen, Xin 
und stellte daher, um beiden Forderungen zu genügen, eine Einleitung 
voran, welche ohne dem Verständniss des Ganzen wesentlich zu 
schaden, überschlagen werden kann. Auch bemerke ich, dass unter 
den Anwendungen gleichfalls die, welche sieh auf Gegenstände der 
Natur (Physik, Ery stall onomie) beziehen, überschlagen werden können, 
ohne dass dadurch der Gang der ganzen Entwickelung gestört wird. 

Durch diese Anwendungen auf die Physik glaubte ich besonders 
die Wichtigkeit, ja die ünentbehrhchkeit der neuen Wissenschaft und 
der in ihr gebotenen Analyse dargethan zu haben. Dass dieselbe in 
ihrer konkreten Gestalt, das heisst in ihrer Uebertragung auf die 
Geometrie, einen vortrefflichen Unten i cht sgugenstind liefern wuide, 
welcher einer durchaus elementaien Behandlung lihig i&t, hofte ich 
gelegentlich einmal nachweisen zu können, indem 711 emei solchen 
Nachweisung in dem Werke selbst semei Bestimmung gemäss, kein 
Platz gefunden werden konnte Namenthch it-t e-J bei emei ] elemen XVI 
taren Behandlung der Statik, wenn m derselben an^chiuliche und all- 
gemeine (auch durch Konstiuktion darstellbare) Resultate hervorgehen 
sollen, unumgänglich nothwendig, den Begiiff dei Summe und des 
Produktes von Strecken aufzunehmen, und die Hauptgesetze ditur zu 
entwickeln, und ich bin gewi«s, dass wei d,ia Aufnehmen diesei Be- 
griffe einmal versucht hat, es me wiedei lutgeben wiid 

Wenn ich so der neuen Wis'senschaft, deren Beaibeitung liier 
wenigstens theilweise vorhegt, ganz ihi Recht zueikannt habe, und 
ihr die Ansprüche, die sie im Gebiete des ^\i'-sen% michen kann, lut 
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keine Weise verkürzen will, so glaube ich dadurch mir nicht den Vor- 
wurf der Änmassung zuzuziehen; denn die Wahrheit yeriangt ihr 
Recht; sie ist nicht das Werk dessen, der sie zum Bewusatsein oder 
zur Anerkennung bringt; aiß hat ihr Wesen und Dasein in sich selbst; 
und ihr aus falscher Bescheidenheit ihr Recht verkürzen ist ein Ver- 
rath an der Wahrheit. Aber desto mehr Nachsicht muss ich in An- 
spruch nehmen für alles das, was mein Werk an der Wissenschaft 
XIV ist. Denn ich bin mir, ungeachtet aller auf die ] Form verwandten 
Mühe, dennoch der grossen Unvollkommenheit derselben bewuast. 

Zwar habe ich das Ganze mehrere Male durchgearbeitet in ver- 
schiedenen Formen, bald in Euklidischer l'orm von Erklärungen und 
Lehrsätzen in möglichster Strenge, bald in Form einer zusammen- 
hängenden Entwickelung mit möglichster Uebersichtliehkeit, bald beides 
mit einander verflechtend, indem ich die Uebersicht-gebende Darstellung 
vorangehen, und dann die Entwickelung nach Euklidischer Form folgen 
Hess. Zwar bin ich mir dessen wohl bewusat, dass bei abermaliger 
Umarbeitung manches in besserer, das heiast theils strengerer, theils 
übersichtlicherer Form hervortreten würde. Aber von der Ueberzeugung 
durchdrungen, dass ich doch keine volle Befriedigung hoffen könne, 
und der Einfachheit, der Wahrheit gegenüber, die Darstellnng doch 
immer nur dürftig bleiben müsse, entschloss ich mich, mit der Form 
hervorzutreten, welche mir zur Zeit als die beste erschien. 
XVII Einen besonderen Grund der | Nachsicht hoffe ich auch darin zu 

finden, daas mir die Zeit für die Bearbeitung vermöge meiner amt- 
lichen Thätigkeit nur äusserst kärglich und stückweise zugemessen 
war, auch mir mein Amt keine Gelegenheit darbot, durch Mittheilungen 
aus dem Gebiete dieser Wissenschaft, oder auch nur verwandter Gegen- 
stände, die lebendige Frische zu gewinnen, welche wie ein belebender 
Hauch das Ganze durchwehen muss, wenn es als ein lebendiges Glied 
an dem Organismus des Wissens ei^cheinen soll. Doch wenn auch 
eine Berufs thätigkeit, in welcher solche Mittheilmigeu aus dem Gebiete 
der Wissenschaft meine eigentliche Aufgabe sein würden, als das Ziel 
meiner Wünsche und Bestrebungen mir vor Augen steht, so glaubte 
ich doch die Bearbeitung dieser Wissenschaft nicht bis zur Erreiehmig 
dieses Zieles aufschieben zu dürfen, zumal da ich hoffen konnte, durch 
die Bearbeitni^ dieses TLeiles selbst mir den Weg zu jenem Ziele 
bahnen zu können. 

Stettin, den 28. Juni 1844. 
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Vorrede zur zweiten Auflage. 



Das Werk, dessen zweite Auflage ich hiermifc der Oeffentliebkeit XV 
fibei^ebe, bat in den ersten dreiundzwauaig Jahren nach seinem ersten 
Erscheinen nur eine geringe und meist nur gelegentliche Beachtung 
gefunden. 

Diesen Mangel an Erfolg konnte ich nicbt der behandelten Wissen- 
schaft als soleber zur Last legen; denn ich kannte deren fundamentale 
Wichtigkeit, ja deren Nothwendigkeit Yollkommen; sondern ich konnte 
die Ursache davon nur in der streng wissenschaftlichen, auf die ur- 
sprünglichen Begriffe zurückgehenden Behandlungsweise finden. Eine 
solche Bebandlungsweise erforderte aber ein nicbt bloss gelegentliches 
Auffassen dieser oder jener Hesuitate, sondern ein sich versenken in 
die zu Grunde liegenden Ideen und eine zusammenhängende Auffassung 
des ganzen auf dies Fundament aufgeführten Baues, dessen einzelne 
Theile erst durch das Ueberecbauen des Ganzen ihr volles Verständniss 
erhalten konnten. Bei dem gewaltigen Fortschritt der Mathematik in 
der neueren Zeit, bei dem Hervortreten immer neuer Gebiete mathe- 
matischer Forschung, deren Durchdringung die ai^estrei^teste Arbeit 
erforderte, bei dem Bingen nach neuen, dem Forschungsgeiste sich 
darbietenden und ihn anlockenden Resultaten, fanden die Mathematiker 
nicht die Ruhe und Müsse, sich in ein so in sich zusammenhängendes 
Gebäude hineinzuversetzen. 

Meine Hoffiiui^, einen akademischen Lehrstuhl zu gewinnen, und 
dadurch jüngere Kräfte in die Wissenschaft einzuführen und sie zum 
weiteren Ausbau derselben anzuregen, schlug fehl. Zwar konnte es 
nicht ausbleiben, dass | späterhin verschiedene Mathematiker auf andern XVI 
Wegen zu vereinzelten Resultaten gelangten, die schon in meiner Äus- 
dehnungslehre von 1844 bebandelt waren; aber fast nie geschah dabei 
meines Werkes Erwähnung; vielmehr zeigte sich, dass dasselbe ihnen 
fast allen gunz unbekannt geblieben war, da sonst die Resultate durch 
den inneren Zusammenhang, den sie dort fanden, sieb viel ein&,eber 
imd fruchtreicher hätten gestalten müssen. 
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Bei einer solchen Lage der Sache wird es Niemand einem Ver- 
leger verargen, wenn er in jener Zeit einen Theil der Exemplare meines 
Werkes matuliren liess, noch mir, wenn ich den verheJssenen zweiten 
Theil meines Werkes nicht auf derselten Grundlage weiter baute, son- 
dern im Jahre 1862 die ganze Ausdehnungslehre auf einer neuen Grund- 
lage, die, wie ich hoffte, den Mathematikern mehr zusagen würde, auf- 
baute und bis zu Ende durchführte*). Aber auch dies neue Werk 
fand zuerst eben so wenig Beachtung als das erste. Erst seit dem 
Jahre 1867 gestaltete sich die Sache ganz anders. 

Es war zuerst Hermatm Hankel, welcher in seiner „Theorie der 
eomplexen Zahlensysteme, Leipzig 1867" die fundamentale Bedeu- 
tung meiner Äusdehnungslehve betonte (S. 16, S. 112, S. 119^140, 
S. 140). Noch entschiedener geschah dies durch Clebsch, welcher kurz 
vor seinem Tode in seiner Abhandlung „zum Gedächtniss an Julius 
Plücker, Göttingen 1872" auf S. 8 und 28 in Anmerkungen, die er 
unter den Text setzte, die Bedeutsamkeit meiner Ausdehnungalehre von 
1844 in sehr rühmender Weise hervorhebt, und namentlich an der 
zweiten Stelle sagt: „In gewissem Sinne sind die Coordinaten der ge- 
raden Linie, wie überhaupt ein grosser Theil der Gnmdvorstellungen 
der neueren Algebra, bereits in Grassmanns „Ausdehnungslehi'e" (1844) 
enthalten; die genauere Darlegung dieser Verhältnisse würde indessen 
hier zu weit führen". Bei dem liebevollen \md stets so fruchtreichen 
Eingehen auf die Arbeiten Anderer, welches diesen hervorragendsten 
XVn der neueren Mathematiker | auszeichnete, würde Clebsch gewiss späterhin 
Raum gefunden haben, um diese Verhältnisse darzulegen, und nach 
seiner Weise auch die Ausdehnungslehre mit neuen, weitgreifenden 
Ideen zu befruchten, wenn er nicht mitten in seinem kräftigsten Wirken 
der Wissenschaft so plötzheh entrissen wäre. 

Aber schon drei Jahre vorher (1869) hatte Victor Schlegel ange- 
fangen, den von Clebsch angedeuteten Gedanken auszufiähren. In seinem 
„System der Raumlehre nach den Prinzipien der Grassmann'schen Ans- 
dehnungslehre und als Einleitung in dieselbe dargestellt von Victor 
Schlegel, Leipzig bei Teubner", dessen erster Theil 1872 und dessen 
zweiter Theil 1875 erschien, hat der Verfasser mit grosser Klarheit 
und zum grossen Theile in selbständiger, der Sache durchaus ange- 
messener Methode die Bedeutung der Ausdehnungslehre auch für die 
neueste Geometrie und Algebra dargelegt. Es ist besonders hervor- 
zuheben, dass dies Werk Schlegel's das erste ist, welches die wesent- 

") Die AuadelmungBlelire vollständig und in strenger Form bearbeitet. Bevliu 
1802 (Enaiin). 
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liehen Ideen der Ausdehnungslelire in ihrem inneren Zusammenliange 
aufgefasst und zur Darstellung gebracht hat. 

[Seit dieser Zeit ist nicht nur die Bedeutung der Auadehnungslelire 
wiederholt herrorgehohen worden, sondern man hat auch begonnen, auf 
verschiedenen Gebieten erfolgreich mit ihren Methoden zu arbeiten. — 
H, Noth in Preiberg legte in seiner Abhandlung „Die vier Species 
in den Elementen der Geometrie" {Schulprogramm 1874) den Grund 
zu einer vereiniachenden Darstellung der Geometrie der Lage. — 
R. Sturm in Darmstadt wandte in dem Aufsatz „SuUe forze in equi- 
librio" (Aimali di Matem.*) Yll p. 217 ff. 1876) die Methoden der Aus- 
dehnungslehro zur Löaui^ von Problemen der Mechanik an. — Endlieh 
hat W. Preyer in Jena in seinen „Elementen der reinen Empfiudun^- 
lehre" (Jena, bei Dufft. 1877) eine auf den Prinzipien der Ausdehnungs- 
lehre beruhende Darstellung dieser Wissensehaft gegeben, und dadurch der 
ersteren auch ein vom Begriff des Raumes unabhängiges Gebiet erobert.] 

Es versteht sich von selbst, dass in der Ausdehnungslehre, als 
einer noch jungen Wissenschaft, mannigfache Eeime verborgen liegen, 
welche einer weiteren Entwickelung fähig und bedürftig sind, und 
auch ich selbst habe mich seit 1872, | nach einer zehnjährigen Unter- XVIJi 
brechung wieder jenen Stadien zugewandt. Meine früher erschienenen 
Arbeiten auf diesem Gebiete sind in meiner Äusdehnungslehre von 
1862 aufgeführt, und ich habe daher hier nur die neueren Arbeiten zu 
verzeichnen. Es sind dies erstens zwei Aufsätze in den Göttinger Nach- 
richten von 1872 „Zur Theorie der Curven dritter Ordnung" (S. '505) 
und „lieber zusammengehörige Pole und ihre Darstellung durch Pro- 
dukte" (S. 567), ferner in den mathematischen Annalen „die neuere Al- 
gebra und die Ausdehnui^Iehre" Band VII S. 538, „die Mechanik nach 
den Principien der Ausdehnungslehre" Band XII S. 222, „der Ort 
der Hamilton' sehen Quatemionen in der Ausdehnungslehre" Band XII 
S. 375. Endlich habe ich eine für Borchardts Journal bestimmte Ab- 
handlung unter der Feder, in welcher ich die schönen Arbeiten Beye's 
über die Oberflächen durch weitere Ausführung der m meiner Äus- 
dehnungslehre von 1802 Nr. 392 dargestellten Idee, nach welcher 
Punktionen als extensive Grössen behandelt werden, auf eine neue und 
einfache Weise zu begründen suche'*'*). 

[So ist CS denn gekömcien, dass im Laufe der letzten Jahre das 
Interesse an der Ausdehnungslehre sich in immer weiteren Kreisen 



•) [2. Serie.] 
*') [Abgedruckt in Bd. 84, B. 273-28a.] 
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verbreitete. Und da in demselben Maaase die Nachfrage nacb der in- 
zwischen selten gewordenen ersten Ausgabe des Werkes zunabm, ao 
entschloas sich die Verlagshandlung mit dankenswerther Bereitwilligkeit 
zur Veranstaltung einer zweiten Auflage.] 

Ich habe in dieser zweiten Auflage den Test der ersten Auflage 
(natürlich abgesehen von einzelnen Druckfehlern) unverändert gelassen, 
da die Darstellimg in derselben die konsequente Durchfühi'ung einer 
einzigen Grundidee ist, und auch die Behandlnngsweise eine solche ist, 
deren Berechtigung ich durchaus anerkenne, und die gewiss den mehr 
philosophisch gebildeten Lesern mehr zusagen wird, als die den Mathe- 
matikern mehr anbequemte Darstellvmgsweise der Ausdehnungslebre 
von 1862. Dagegen habe ich unter den Text, je nachdem es mir 
zweckmässig schien, neue Anmerkungen hinzugefugt, die ich mit der 
Jahreszahl 1877 versehen habe. 
XIS Zwei I umfangreichere Anmerkungen habe ich, um die Uebereui- 

stimmung mit den Seitenzahlen der ersten Auflage möglichst zu er- 
halten, als Anhänge an den Schluss gestellt. Dort findet sich auch 
noch ein Abdruck der Uebersicht über das Wesen der Ausdehnungs- 
lehre, welche ich in Grunerts Archiv Bd. VI gegeben habe, da dieselbe, 
wie mir von verschiedenen Seiten mitgetheilt ist, das Verst'ändnias des 
Werkes sehr erleichtern soll. Endlich habe ich ein Verzeichniaa der 
in dem Werke vorkommenden Eunstauadrüeke hinzugefügt. 

Um die Vergleichung mit der Ausdehnungslehre Von 1862 zu er- 
leichtern, gebe ich hier zueret eine Uebersicht der in beiden der Haupt- 
sache nach übereinstimmenden Itesultate, bemerlte jedoch, dass nicht 
nur die Ableitung derselben eine wesentlich verschiedene ist, sondern 
auch in der einen Eesultate abgeleitet sind, die in der andern entweder 
übergangen oder mit andern Resultaten zusammengefasst sind, so dass 
es also unmöglich wird, jedes mit jedem zusammenzustellen. Ich be- 
zeiebiie hier die Ausdehnungalehre von 1844 mit A^, die von 1862 
mit A^: 

A^ § 13— 20. — A3 Nr. 1— 9, 14— 24, 

Aj § 24 . - A, Nr. 216—223, 

A, § 28- 36. — A3 Nr. 52- 61, 66- 68, 

Ai § 37— 40. - Ag Nr. 254, 262, 

A, § 45, 46. - Ag Nr. 134, 135, 

A, § 47— 55. — Äa Nr. 69— 85, 

Ai § 60- 73. - Ag Nr. 10- 13, vgl. 377, 

A, § 80- 90. — A2 Nr. 27— 36, 

A, § 93 . - Aa Nr. 136, 

Ä, § 94-119. ~ A, Nr. 224—286. 
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Die Gesetze der ElenieiitargtÖsseu sind in A.., mil. denen der Äus- 
delmvmgsgrössen aus ammengef aast und nur in der Anwendung auf 
die Geometrie von ihrien gesondert, 

A, § 126 . ~ A, Nr. 25, 26, 

Ä, § 128—142. — A^ Nr. 94—132. 
Die §§ lä7 imd 143 sind als unfruclitbar aufgegeben. 
A, § ]44 . — Ä, Nr. 287—305, 

A, § 145—148. — Aa Nr. 306—329, 
A, § 149-165. - Ag Nr. 401-409. 
Die Anmerkung Über offene Produkte am Schlüsse der Aj ist XX 
weiter ausgeführt A^ Nr. 353—363. 

Die neuen Gegenstände, welche iu der Ausdehnungslelire vou 1862 
bearbeitet werden sollten, sind in der Vorrede zur Ausdebnungslehre 
von 1844, S. X— XIV*) nur fcheilweise erwähnt. Ganz neu hinzugekommen 
ist der zweite Abschnitt (Nr. 348—527), welcher die Funkfcionenlehre, 
und die ihr zu Grunde liegende algebraische Multiplikation, nebst der 
Differenzialrechaung, den unendlichen Reihen und der Integralrechnung, 
behandelt und besonders tief in die verwandten Gebiete der gewohn- 
lichen Analysis, namentlich auch in die neuere Geometrie und Algebra 
eingreift, und in einzelnen Abschnitten, wie zum Beispiel in der Be- 
handlung des Quotienten (Nr. 377 — 391), in der Auffassung der 
Funktionen als extensiver Grössen (392 — 400), sowie in der Integration 
der Differenzialgleichungen (491—527) Keime zu Entwickelungen ent- 
hält, welche noch zukünftiger Bearbeitimg harren. 
Stettin, im Sommer 1877. 

Hiirmaiin Grassiuauii. 
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XIX 
■^^l A, Ableitung des Begriffs der reiaea MathemEitik. 

). Die oljerste Theilung aller Wissensisliaften ist die in reale und 
formale, von denen die ersteren das Sein, als das dem Denken selbst- 
ständig gegönübert retende, im Denken abbilden, und ihre Wahrheit 
haben in der Uebereinstimmong des Denkens mit jenem Sein; die 
letzteren hingegen das durch da,s Denken selbst gesetzte zum Gegen- 
stande Imben, und ihre Wahrheit haben in der Uebereinstimmi,mg der 
Denkpro cesse unter sieh. 

Denken ist nur in Bezug auf ein Sein, was ihm gegenlibertritt und 
durch das Denken abgebildet wird; aber dies Sein ist bei den realen 
Wissenschaften ein selbststäindiges , ausserhalb des Denkens für sieh be- 
i den formalen hingegen ein durch das Denken selbst ge- 
i wieder einem zweiten Denkakte als Sein sich gegen- 
überstellt. Wenn nun die Wahrheit überhaupt in der TTebereinstimmung 
des Denkens mit dem Sein beruht, so beruht sie insbesondere bei den 
foi-malen Wissenschaften in der Uebereinstimniung des zweiten Denk- 
aktes mit dem durch den ersten gesetzten Sein, also in der Ueberein- 
stimmung beider Denkakte. Der Beweis in den formalen Wissenschaften 
geht daher nicht über daä Denken selbst hinaus in eine andere Sphäre 
über, sondern verharrt rein in der Kombination der verschiedenen Denk- 
akte. Daher dürfen auch die formalen Wissenschaften nicbt von Grund- 
sätzen ausgehen, wie die realen; sondern ihre Grundlage bilden die De- 
finitionen*}. 

2. Die formalen Wisaenschaften betrachten entweder die allge- 
meinen Gtesetze des Denkens, oder sie betrachten das Besondere 



*) Wenn man m die formalen Wissens cliaften, wie siam Beispiel ia ilie Arith- 
metik, dennoch. Grundsätze eingeführt hat, so ist dies als ein Missbraucli anzu- 
sehen, der QM aus der entsprechenden Behandlung der Geometrie zu erklären 
ist. Ich werde hierauf später noch einmal auäführlioher Eurückkommen, Hier 
genüge es, das Fehlen der Grundsätze in den formalen Wiaaenschaften als noth- 
weudig dargethan zu haben. 
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A, Ableitung des Biigriffs der i'oincn Mathematilc. 23 

dmih das Denken ^^'^stztL, ersteres die Dialektik (Logik)*), letzteres 
*^ie lerne M'ithematik 

Dei rregeuaiLz zwi&then Allgemeinem \ind Besonderem bedingt also 
die Theilang dei tcmialen Wissenschaften in Dialektik und Mathematik. 
Die eisteie ii,t eine philosophische Wissenschaft, indem sie die Einheit 
m allein Denken aufsucht, die Mathematik hingegen hat die entgegen- 
gesetzte Eiuhtung, indem sie jedes Gedachte einzeln als ein Besonderes 
auffasst. 

3, Die reine Mathematik ist daher die Wissenschaft des beson- 
deren Seins als eines durch das Denken gewordenen. Das besondere 
Sein, in diesem Sinne anfgefasst, nennen wir eine Denkform oder 
schlechtweg eine Form. Daher ist reine Mathematik Formenlehre, 
Der Name Grössenlehre eignet nicht der gesammten Mathematik, in- 
dem derselbe anf einen wesentlichen Zweig derselben, auf die Kom- 
binationslehre, keine Anwendung findet, und auf die Arithmetik auch 
nur im uneigentliclien Sinne **). Dagegen scheint der Ausdruck Form 
wieder au weit zu sein, und der Name Denkforin angemessener; allein die 
Form in ihrer reinen Bedeutung, abstrakirt von allem realen Inhalte, ist 
eben nichts anderes, als die Denkform, und somit der Ausdruck entsprechend. 
Ehe wir zur Theihmg der Formenlehre abergehen, haben wir 
einen Zweig auszusondern, den man bisher mit Unrecht ihr augerechnet 
hat, nämlich die Geometrie. Schon aus dem oben aufgestellten Begriffe 
leuchtet ein, dass die Geometrie, eben so wie die Mechanik, auf ein 
reales | Sein zurückgeht; nämlich dies ist für die Geometrie der Raum; XXIII 
und es ist klar, wie der Begi-iff des Eaumes keinesweges durch das 
Denken erzeugt werden kann, sondern demselben | stets als ein gegebenes XXI 
gegenübertritt. Wer das Gegentheil behaupten wollte, mässte sich der 
Aufgabe unterzieheo, die Notb wendigkeit der drei Dimensionen des Raumes 
aus den reinen Denkgesetzen abzuleiten, eine Aufgabe, deren Lösung 
sich sogleich als unmöglich darstellt. 

Wollte nun jemand, obgleich er dies zugeben müsste, dennoch der 
Geometrie zu Liebe den Namen der Mathematik auch auf sie ausdehnen; 
so könnten wir uns dies zwar gefallen lassen, wenn er uns auch auf 
der andern Seite unser n Namen der Formenlehre oder irgend einen 
gleich geltenden will stehen lassen; doch aber müssten wir ihn im Voraus 

*) Die Logik bietet eine rein mathematische Seite dai-, die man als formale 
Logik bezeichnen kann, und die ihrem Inhalte nach von meinem Bmder Robert 
und mir gemeinschaftlich bearbeitet und YOn dem ersteren in seinem zweiten 
Buche der Tormenlehre , Stettin 1373 , in eigenthümlicher Form dargestellt 
ist. (1877.) [Neue Auflage in 2 Bd.: Logik u. Formenlehre, Stettin 1800 u. 91.] 

**) Der Begriff der Gröese wird in der Arithmetik durch den der Anzahl 
vertreten; die Sprache unterscheidet daher sehr wohl vermehren und vermindern, 
was der Zahl angehört, "von vergrüssern und verkleinern, was der Grösse. 
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14 A|, Einleitung. Ur. 3—6. 

dacauf hinweisen, dass dann jener Name, weil er i 
sick sokliesat, auch notliwendig mit der Zeit als überflüssig werde ver- 
worfen werdeil. 

Die Stellung der Geometrie zur Formenlehre hängt YOn dem Ver- 
bältniss ab, in welchem die Anschauung des Raumes zum reinen Denken 
steht. Wenngleich wir nun sagten, es trete jeue Anschauung A%m Donken 
als selbstständig gegebenes gegenüber, so ist damit doch nicht behauptet, 
dass die Anschauung des Raumes uns erst aus der Betrachtung der räum- 
lichen Dinge würde; sondern sie ist eine Gniudaascbaunng, die mit dem 
Geöffnetsein unseres Sinnes für die sinnliche Welt uns mitgegeben ist, 
und die uns eben so ursprünglicli anhaftet, wie der Leib der Seele. Auf 
gleiche Weise verhält es sich mit der Zeit und mit der auf die Anschauungen 
der Zeit und des Raumes gegründeten Bewegung, weshalb man auch die 
reine Bewegungslehre (Phorometiie) mit gleichem Rechte wie die Geo- 
metrie den mathematischen Wissenschaften beigezählt bat. Aus der An- 
schauung der Bewegung fliesst vermittelst des Gegensatzes von Ursache und 
Wirkung der Begriff der bewegenden Kraft, so dass also Geometrie, Phoro- 
metrie und Mechanik als Anwendungen der Formenlehre a.uf die Gniud- 
1 der sinnliehen Welt erscheinen. 



XXII ,. 



B. Ableitung des Begriffs der Auadelmungslehre. 

i. Jedes durch das Denken gewordene (vgl. Nr. 3) kann auf 
zwiefacbe Weise geworden sein, entweder durch einen einfaehen Akt 
^^'■^ des Erzeugens, oder durch einen zwiefachen Akt | des Setzens | und 
Verknüpfens. Das auf die erste Weise gewordene ist die stetige 
Form oder die Grösse im engeren Sinn, das auf die letztere Weise 
gewordene die diskrete oder Verknüpfungs-Form, 

Der schlechthm einlache Begiifl: de^ Weidens giebt die stetige Foim 
Das bei dei diokieten Form voi dei VeiknupfuEg gesetzte ist zwai <iu(b 
duicb das Denken gesetzt, eischemt abei tdi den Akt des Veiknüpfens 
al>« begebenes, und die Art, wie aus dem Ge|_,ebenen die diskrete icim 
wild, ist ein blosses Zusammendenken Dei BegnÜ des stetigen Weidens 
iftt am leichtesten ■iuf7ufassen, wenn mau ihn ^ueist nach dei Analogie 
dei geliutigeren, diskieten Entstehungs weise betrachtet Nämlich da bei 
dei stetigen Eizeugung das jedesmal gewordene festgehalten, und d\-i 
neu entstehende sogleich in dem Mimente seines Entötebens mit jenem 
zusammen gedacht wnd so kann man dei Analogie wegen auch füi die 
stetige Form dem Eegiiite nai,b einen zwiefachen Akt les Setzens und 
Veiknüffens untersubeiden, abei beiles biei zu Einem Akte veieinigt, 
und somit m eme unzeitiennliche Einheit /u \mmengehend, namljt,b von 
den beiden Miedern dei Veiknüpfung (wenn wir dieien Ausdrnd dei 
Analogie wegen fUi einen Augenblick festhalten) ist das eme das schon 
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li. Ablratung dea Begviffw floi' A\is(l<.'lninng«lohrc. 25 

gewuidene, dai. indeie liin^tgen das m dem Momente des ^ iikmiiiftn 
t-elbst aeu entstehende, also muht em voi Jem Veilmüpten schon feitige'! 
Beide Akte also, nainlich des Setzens und VeilimlpfenB , gehen gani m 
eimndei auf, --o dass nicht ehei veikaupft weiden kEtnn, als gesetzt 
ist, und nicht ehei gesetzt i^eiden diii, als verknüpft i-'t, odei witdei 
m dci dem Stetigen /ukommendeti Aubdiuclcs weise geapiochen das was 
neu entsteht, entsteht eben nm an dem schon gewoidenen, ist al'io ein 
Moment de-i Weidena selbst was hiei in seinem weiteien Veilauf als 
^^a,ehseH eisthemt 

Det Gegensate des Diskieten und (Stetigen ist (wie alle wiliieii begen 
sltie) ein fliesaendei, indem das Diskiete auch kinn als stetig betitthtet 
weiden, und umgekehit das Stetige als diekiet Das Diskiete wird als 
■^teiiges betiaehtöt, wenn das Veikuüpfte selbst wiedei als Gewoidenes 
und dci Akt de? Veiknüpfent, als em Moment des Weidens aufgefas-*!. 
niid Und das Stetige wud ab diskiet hetrai^htet, wenn emzelne Mo 
mente des Werdens als blosse |j Vei knüpf ung'iakte aufgetasst, und das so „„^- 
verknöpfte fui die Verknüpfung als Gpgebeneb betiaohtet wiid 

5. Tedes Besoinleie (Ni 5) -wiid em solclies dmch dt-n Be^iiH 
des Verfichiedenen, woduiuh es einem anderen Beaoudeieu neben 
geordnet, und durch den des Gleichen, -wodureh ea mit anderem Be- 
sonderen demselben AUgemeiuen untergeordnet wird. Das aus dem 
Gleichen gewordene können wir die algebraische Form, das aus dem 
Verschiedenen gewordene die kombinatorische Form nennen. 

Der Gegensatz des Gleichen und Verschiedenen ist gleichfalls eia 
fliessender. Das Gleiche ist yerscbieden, schon sofern das eine und das 
andere ihm Gleiche irgend wie gesondert ist (und ohne diese Sonderung 
wäie es nur Eins, also nicht Gleiches), das Verschiedene ist gleich, schon 
sofern beides durch die auf beides sich beziehende Tbätigkeit verknUpft 
ist, also beides ein Verknüpftes ist. Darum verschwimmen aber nun beide 
Glieder keineswegs in einander, so dass man einen Massstab anzulegen 
hätte, durch den bestimmt wärde, wie viel Gleiches gesetzt sei zwischen 
beiden VorsteUnngen und wie viel Verschiedenes; sondei-n wenn auch 
dem Gleichen immer schon irgend wie das Verschiedene anhaftet and 
umgekehrt, so bildet doch nur jedesmal das Eine das Moment der Be- 
trachtung, während das andere nur als die vorauszusetzende Grundlage 
des erster eu erscheint. 

Unter der algebraischen Form ist hier nicht bloss die Zahl sondern 
auch das der Zahl im Gebiete des Stetigen entsprechende, und unter der 
kombinatorischen Form nicht nur die Kombination sondern auch das ihr 
im Stetigen entsprechende verstanden. 

6, Aus der Durchkreuzimg dieser beiden Gegensätze, von denen 
der erste auf die Art der Erzeugung, der letztere auf die Elemente 
der Erzeugung sich bezieht, geben die vier Gattungen der Formen 
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tmd die ilmen entsprechenden Zweige der Formenlehre hervor. UucI 
XXIV zwar sondert sich zuerst die diskrete Form danach in | Zahl und Kom- 
bination (Gehinde). Zahl ist die algebraisch diskrete Form, das heisst 
sie ist die Zusammenfassung des als gleich gesetzten; die Kombina- 
tion ist die kombinatorisch diskrete Form, das heisst sie ist die Zu- 
XXVI aammenfassung | des als verschieden gesetzten. Die Wissenschaften des 
Diskreten sini il d Z hlenl^hn' und Komhimtionslehrp (V'-r 
bindungelehr } 

Dass He d li d B ^ Ö d Z hl 11 1 d li i tt 1 

nmgränzt it db i d Kmbt bdfwhlkum 

eines weite Nhvf ülddCg fc ahwltl 

Definitionen h ^ dda fhte JmBgffd 

mathematis bFmmttll tgb d thdh 

die obige Abi t g hl h 1 1 h 1 tf t t ) I h b m k 

noch, wie! b- t blllm f b 

\\ e se d 1 d d ff t B h g b El t g d kt t 

nlem las Z bl \ lÜ i 1 d m II Z h (l) 

1 e^e cl net w d d Kit k 1 1 lo t b d m 

Ueb gen Uk h 1 b 7 b (d B 1 t 1 1 — "W" 

b ernacb jed M D (B 1 b t ) 1 Z bl t w 

al9 Komb nt fgtt dk j h. \ hd B 

t a btun w Idfwllkm Ejb 

Ele 1 t h 1 t t F d d CT \ h 

in die algebraisch -stetige Form oder die intensive Grösse, und in 
die kombinatorisch- stetige Form oder die extensive Grösse. Die 
intensive Grösse ist also das durch Erzev^ung des Gleichen gewordene, 
die extensive Grösse oder die Ausdehnung ist das durch Erzeugung 
des Verschiedenen gewordene, Jene bildet als veränderliche Grösse 
XXydie Grundl^e der Funktionenlehre, der | Differenzial- und Integral- 
Rechnung, diese die Grimdlage der Ausdehnungslehre. 

Da von diesen beiden Zweigen der erstere der Zablenlebre als höberer 

Zweig untergeordnet zu werden pflegt, der letztere aber noch als ein 

bisher unbekannter Zweig erscheint, so ist es nothwendig, diese ohnehin 

XXVll durch den Begriff des stetigen Fliessens | schwierige Betrachtung näher 

zu erläutern. 

Wie in der Zahl die Einigung hervortritt, in der Kombination die 
Sonderung des Zusanim enge dachten, so auch in der intensiven Grösse die 

*) Der Begriff der Zahl und der Kombination ist schon vor siebBehn Jahren 
in einer voa meinem Vater verfaaaten Abhandlung, über den EegrifE der reinen 
Zahlenlehre, ■welche in dem Prograanne des Stettiner Gymnasiums von 1837 ab- 
gediaekt ist, auf ganz ähnliche Weise entwickelt wurden, ohne aber Kur Kenntniss 
eines grösseren Publikum gelangt ku sein. 



y Google 



B. Ablöitimg des Begriffs der Ausdchnuugslelirc. 27 

; dei Elemente, i\ eiche ihiem BegriÜ nach zwai noch geaondeit 
sml, abei nui in ihiem wesentlichen sich gleich sem die mten'^ive Gina=!e 
bilden, hingegen in der extensiven Gusse die Sondeiang de: Elemente 
welche zwai, tiofern sie Eine Grösse bilden, veiemigt sind, abei welche 
eben nui m ihm Tienniing von einander die bissse honstituiren E^ 
ist also die intensive GiÖsse gleu:h=am die flüssig gewoi lene Zahl, die 
extensive GrJSSe die fllssy gewöidene Kombinition Dei Jetzteien ibt 
wesentlich em Aubemandeitieten dei Elemente und om Festhilten dei 
selben als a»s eminlei '•eiendei, dis eiieugende Element eischemt bei 
ihr als em ■'ich änderndes, das heisst duich eme Veisohiedenheit dei 
/ustande hmdui<.h„ehende , und die Gesammtheit dieser veischiedeuen 
Zustande bildet eben das bebiet dei Aiisdehnnnj,sgrcisbe Bei der inten 
siven Glosse hingegen liefeit die Eizeugung derselben eine stetige Reihe 
sich selbst gleichei Zustinde, deien Quantittit eben die intensive tiosse 
ist Als Btispiel tili die extensive Grosse können wir am bfSien die be 
glänzte Lmie (bttetke) wfe^hlen, deien Elemente wesentlich ans einandei 
tieten luid dadmch eben lie Lin e als Ausdehnung Lonstitunen, hingegen 
als Beispiel dei intensiven Giosse etwa einen mit bestimmtei Kiaft be 
j,abten Pvrnltt indem hiei die Elemente nicht sich entius'ieiii, s ndem 
nui in dei bteigemng sich darstellen, also eme bestimmte Stufe dei 
Steigerung bilden 

Auch hiei ieigt sich die aufgestellte Diffeien/ aul eine achoue ^\ eise 
m der Bezeichnung nimlich 1 ei dei intensiven C risse, wekle den Gegen 
stand dei Fmiktionenlehre ausmacht, untei scheidet man nicht die Elemente 
duich besondere Zeichen, sondern wn | besondere Zeichen heivoitieten \\T/ 
da ist daduieh die ginze" veiandeihche Gicsse bezeichnet Hmgef,en bei 
dei Ausdehnungsgro6[>e, odei deien konlcretei D^istellung, dei Lmie, 
weiden die veisihiedenen Elemente luch mit verschiedenen Zeichen (den 
Buihstabenj bezeichnet giade wie m dei Ivombmationslehie 'iuch ist 
klai, wiö jede leile Grjsse aut zwiefache Weise kann angeschaut weiden 
T,la intensive und extensive, ntimlich auch die Linie wiid als intensive 
Gio&ae angeschaut, wenn man von dei Ait, wie ihie | Elemente aus em 5X¥in 
andei sind absieht unl bloss die Quantitit dei Elemente auftasst, und 
eben so kann dei rait emei iuitt begabte Punkt ^Is extensive Glosse 
gedacht weiden, mdem man sich die kiitt m Puim emei Lmie voisteUt 
Historisch hat sich untei den viEi Zweiten dei Mathematik das Dis 
kiete ehei entwickelt alt. dis '^tetigp fdi jenes dem ^ei gliedernden 
Yeibtande nahei lie^'t als dieses) das Algebiii che ehei als das Kom 
bmatoiibche (da das Gleiche leichtei zusammen gotis-it wiid ils das Ver 
aohiedene) Dabei ist die Ziblenlehie d e h iheste Komlmationslehie 
und Difi^erenziahechnung imd ^leichzeibg entstanden, und vtn ihnen allen 
musate die Aus lehnungslehi e m ihiei abstrakten Pcim die spiteste bem, 
wthiend aut dei andern Seite ihi konkietes (obwohl leschi ml tes) Ah 
bild, die Baumlehie, schon der fiHhesten Zeit angehurt 
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S:XVn c. Darlegung des Begriffs der Ausdehnungslehre. 

ft. Das stetige Werden, in aeiuü Momeiitu zerlegt, -erscheint als 
ein stetiges Entstehen mit Feathaltung des schon gewordenen. Bei der 
Ausdehnungsform ist das jedesmal neu entstehende als ein verschie- 
denes gesetzt; halten wir hierbei nun das jedesmal gewordene nicht 
fest, so gelangen wir an dem Begriffe der stetigen Aenderung. Was 
diese Aendeining erfährt, nennen wir das erzeugende Element, mid das 
SXIX erzeugende Element in irgend einem der Zustände, den es | bei seiner 
Aenderimg annimmt, ein Element der stetigen Form. Hiemach ist 
also die Ausdehnungsform die Gesammtheit aller Elemente, in die das 
erzeugende Element bei stetiger Aenderung übergeht. 

Der Begriff der stetigen Aenderung des Elements kann nur bei der 
AnsdehnuugsgrBsse hervortreten; bei der intensiven Grösse würde bei 
Anfgebung des jedesmal gewordenen nur der stetige Ansatz Bum Werden 
als ein vollkommen leeres znrlickhleiben. 

la der Kaumlehre erscheint als das Element der Ponkt, als seine stetige 
Aenderung die Ortsänderung oder Bewegung, als seine verschiedenen Zu- 
stände die verschiedenen Lagen des Punktes im Eaume. 

10. Das Verschiedene mnss nach einem Gesetze sich entwickeln, 
wenn das Brzeugniss ein bestimmtes sein soll. Dies Gesetz muss bei 
der einfachen Form dasselbe sein für alle Momente des Werdens. Die 
einfache Ausdehnungsform ist also die Form, welche durch eine nach 
demselben Gesetze erfolgende Aenderung des erzeugenden Elements 
entsteht; die Gesammtheit aller nach demselben Gesetz erzeugbaren 
Elemente nennen wir ein System oder ein Gebiet. 

Die Verschiedenheit würde, da das von einem Gegebenen verschiedene 
unendlich mannigfach sein kann, sich gänzlich ins Unbestimmte verlaufe», 
wenn sie nicht einem festen Gesetze unterworfen wäre. Dies Gesetz ist 
nun aber in der reinen Formenlehre nicht durch irgend welchen Inhalt 
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C. Darlegung des Begriffs der Ausdehnimgslehre. 29 

bestimmt; sondern durch die rein | abstrakte Idee des Gesetz massigen XXVIII 
ist der Begrifi' der Ausdehnung und durck die desselben Gesetzes fUr 
alle Momente der Aenderung der Begriff der einfachen Ausdehnung 
bestimmt. Hiernach hat nun die einfache Auadehntmg die Beschaffen- 
heit, dass, wenn aus einem Elemente derselben a durch einen Akt der 
Aeuderung ein anderes Element b derselben Ausdehnung herrorgeht, 
dann aus & durch denselben Akt der Aenderang ein drittes Element 
c derselben hervorgeht. 

In der Eaumlehre ist die Gleichheit der Eichtung das die einzelnen 
Aenderungen umfassende Gesetz, die Strecke in der Eaumlehre entspricht 
also der einfachen Ausdehnung, die unendliche gerade Linie dem ganzen 

11. Wendet man zwei versehiedenene Gesetze der AenderuBg an, SXS 
so bildet die G-esammtlieit der vermöge beider Gesetze erzeugbaren 
Elemente ein System zweiter Stufe. Die Gesetze der Aendcrung, durel. 
welche die Elemente dieses Systems aus einander hervorgehen tonnen, 
sind von jenen beiden ersten ablüingig; nimmt man noch ein drittes 
unabhängiges Gesetz hinzu, so gelangt man zu einem Systeme dritter 
Stufe und so fort. 

Als Beispiel möge hier wieder die Eaumlehre dienen. In derselben 
werden bei zwei verschiedenen Richtungen aus einem Elemente die 
Bämmtlichen Elemente einer Bbone erzeugt, indem nämlich das erzeugende 
Element beliebig viel nach beiden Eiehtungen nach einander fortschreitet, 
und die Gesammtheit der so erzeugbaren Punkte (Elemente) in eins zu- 
sammengefasst wird. Die Ebene ist also das System zweiter Stufe; in 
ihr ist eine unendliche Menge von Richtungen enthalten, welche von 
jenen beiden ersten abhängen. Kimmt man eine dritte unabhängige Rich- 
tung hinzu., so wird vermittelst ihrer der ganze unendliche Baum (als 
System dritter Stufe) erzeugt; und weiter als bis zu drei unabhängigen 
Eichtungen (Aenderungsgesetaen) kann man hier nicht kommen, während 
sich in der reinen Ausdehnung slehre die Anzahl derselben bis ins Un- 
endliche steigern kann. 

12. Die Verschiedenheit der Gesetze erfordert wieder zu ihrer 
genaueren Bestimmung eine Erzeugungsweise, vermöge deren das eine 
System in das andere übergeht. Dieser Uehergang der verschiedenen XXIX 
Systeme in einander bildet daher eine zweite natürliche Stufe in dem 
Gebiete der Äusdehnungslehre, und mit ihr ist dann das Gebiet der 
elementaren Darstellung dieser Wissenschaft beschlossen. 

Es entspricht dieser Uebergang der Systeme in einander der Sehwen- 
i der Eaumlehre, und mit dieser hängt zusammen die 
, die absolute Lunge, der senkrechte Stand und so weiter; 
was alles seine Erledigung erst in dem zweiten Theile der Ausdehnungs- 
lehre finden wird. 
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13. Das Eigenthiimliclie der philosophischen Methode ist, dass 
sie in Gegensätzen fortschreitet, und so vom Allgemeinen zum Beson- 
deren gelaugt; die mathematische Methode hingegen achreitet von den 
einfachsten Begriffen zu den zusammengesetzteren fort, und gewinnt 
so durch Verknüpfung des Besonderen neue und allgemeinere Begriffe. 
Währertd also dort die Uebersicht über das Ganze vorwaltet, und die 
Entwickeluug eben in der allmäiigen Verzweigung und Gliedercmg des 
Ganzen besteht, so lierrscht hier die Aneinanderkettung des Besonderen 
vor, und jede in sich gesuhlosSBue Entwickelungsreihe bildet zusammen 
wieder nur ein Glied für die folgende Verkettung, und diese Diiferena 
der Methode liegt in dem Begriffe; denn in der Philosophie iät eben die 
Einheit der Idee das ursprüngliche, die Besonderheit das abgeleitete, in 
der Mathematik hingegen die Besonderheit das ursprüngliche, hingegen 
die Idee das letzte, angestrebte; wodurch die entgegengesetzte Fortschrei- 
tung bedingt ist, 

14. Da sowohl die Mathematik als die Philosophie Wissensi^haften 
im strengsten Sinne sind, so muss die Methole m beiden etwi-i ^e 
meinsehaf fliehe s haben, was sie eben zur wie euathafthchen macht 
Nun legen wir einer Behandlunga weise Wissen^chafthehkeit hei wenn 
der Leser durch sie einestheils mit Nothwendi^keit zur Aneikennung 
XXX jeder einzelnen Wahrheit geführt wird, andieise t ii | len Stand ge 
setzt wird, auf jedem Punkte der Entwickeli p, lie liii,htuTe It^ >\e 
teren Fortschreitens zu übersehen. 

Die ünerlässlichkeit der ersten Forderun, niml uh lei wissenschalt 
liehen Strenge, wird jeder zugeben. Was das zwe te betiifft so i t dies 
noch immer ein Punkt, der von den meisten Mathen akke n noüh n cht 
gehörig beachtet wird. Es kommen oft Beweise \or bei denen man 
zuerst, wenn nicht der Satz obenan stände gar nicht wissen konnte 
wohin sie führen soUen, und durch die mai lam nachdem n an o ne 
ganze Zeitlang blind und aufs Gerathewohl hin jeden Schutt nachge 
XXXII macht hat, endlich, ehe man es | sich vei eht plut^l uh fer zu ei 
weisenden Wahrheit gelang't. Ein solcher Beweis kann \ielleit.bt an 
Strenge nichts zu wünschen übrig lassen abei wi&senschattlich ist ei 
nicht; es fehlt ihm das zweite Erfoidemiss die Uebersichthchkeit Wei 
daher einem solchen Beweise nachgeht, gelangt n cht zu e nei fieien Ei 
kenntniss der Wahrheit, sondern bleibt, wenn ei b ch n cht nachher jenen 
Ueberblick selbst schafft, in gänzlicher Abhang gke t von lei besunleien 
Weise, in der die Wahrheit gefunden war und des Cef hl dei TJnfiei 
heit, was in solchem Falle wenigstens während des Eecipuens entsteht 
ist für den, der gewohnt ist, frei und selbststinlig zu denken und alle^ 
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was er aufnimmt, selbstthätig und lebendig sich anzueignen, ein höchst 
drdckendes. Ist hingegen der Leser in jedem Punkt der Entwickelnng 
in den Stand gesetzt, zu sehen, wohin er geht, so bleibt er Herrscher 
über den Stoff, er ist an die besondere Form der Darstellung nicht mehr 
gebunden, und die Aneignung wird eine wahre Reproduktion. 

15. Auf dem jedesmaligen Punkte der Entwickelnng ist die Art 
der Weiter eutwickelung wesentlich durch eine leitende Idee bestimmt, 
welche entweder nichts anderes ist, als eine vermuthete Analogie mit 
verwandten und schon bekannten Zweigen des Wissens, oder welche, 
und dies ist der beste Fall, eine direkte Ahnung der zunächst zu 
suchenden Wahrheit ist. 

Die Analogie ist, da sie in verwandte Gebiete hineinspielt, nur ein 
Nothhehelf; wenn es nicht eben darauf ankommt, die Beziehang 1 zu XXXI 
einem verwandten Zweige durchweg hervorzuheben, und so eine fort- 
laufende Analogie mit diesem Zweige au ziehen *). Die Ähnung scheint 
dem Gebiet der reinen Wissenschaft fremd zu sein und am allermeisten 
dem mathematischen, Allein ohne sie ist es unmSgUch, irgend eine neue 
Wahrheit aufzufinden; durch blinde Kombination der gewonnenen Re- 
sultate gelangt man nicht dazu; sondern, was man zu kombiniren hat 
und auf welche Weise, muss durch die leitende Idee bestimmt sein, und 
diese Idee wiederum kann, | ehe sie sich durch die Wissenschaft selbst XSXÜ1 
verwirklicht hat, nur in der Form der Ahnung erscheinen. Es ist daher 
diese Ahnung auf dem wissensobaftlichen Gebiet etwas unentbehrliches. 
Sie ist nämlich, wenn sie von rechter Art ist, das in eins zusammen- 
schauen der ganzen Entwickelungsreihe, die zu der neuen Wahrheit führt, 
aber mit noch nicht aus einander gelegten Momenten der Entwickelnng 
und daher auch im Anfang nur erst als dunkles "Vorgefühl; die Ausein- 
auderlegung jener Momente enthält zugleich die Auffindur^ der Wahr- 
heit und die Kritik jenes Vorgefühls. 

16, Daher ist die wisssenachaftliche Darstellung ihrem Wesen 
nach ein Ineinandergreifen zweier Bntwiekelungsreihen, von denen die 
eine mit Konsequenz von einer Wahrheit zur andern führt, und den 
eigentlichen Inhalt bildet, die andere aher das Yerfahren selbst be- 
herrscht und die Form bestimmt. In der Mathematik treten diese 
beiden Entwickelungsreihen am schärfsten aus einander. 

Es ist in der Mathematik schon lange, und Euklid selbst hat darin 
das Vorbild gegeben, Sitte gewesen, nur die eine Entwickelungsreihe, 
welche den eigentlichen Inhalt bildet, hervorti'eten zu lassen, in Bezug 
anf die andere aber es dem Leser zu überlassen, sie zwischen den Zeilen 
herauszulesen. Allein wie vollendet auch die Anordnung und Darstel- 

*) Dieser Fall tritt bei der hier zu behandelnden Wissenschaft in Benug auf 
die Geometrie ein, weshalb ich den Weg der Analogie meist vorgezogen habe. 
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lung; jener Eatwiekelimg'äieihe sein mag so ist es doelt unmuglioh, da 
duicli demjeaigen, dei die WiasPusi^hatt eist kennen leinen soll, acton 
aut jedem Pnnkte dei Entwickelmig | die CTebeibitht gegen-« ^iitjg /u ei 
halten, und ihn in btand zu. setzen, sellstthätjg nnd fiei weitei toitzu 
schreiten Dizu ist Yiebnehi nothig, dass dei Lesei möglichst in den 
lemgea Zustand yeisetzt wird, m welchem dei Entdeekei dei Wahiheit 
im günstigsten Falle sich befinden musste In demjenigen abet, dei di( 
Wahrheit auffindet, findet ein stetes sah hesmnen übei den ban^ dei 
Entwickelimg ''tatt, es bildet sich m ihm eme eigt.ntliumliche iTedanken 
leihe über den Weg, den ei einzuschlagen hat, und libei die Idee, welche 
(tem Ganzen zu Giunde lie^t, tmd diese (Tedankenieihe bildet den eigent 
liehen Kein und Geist semei Th'itigkeit , w<ihieiid die konsequente Aus 
emanderlegiiiig der Wahiheiten nui die Veikuiiieiung jeuei Idee ist 

Dem Lesei nun zumuthen wollen, das* er, ohne zu solchen Gedanken 
leihen iingeleitet zu sein, dennoch aut | dem Wege der Entdeckung seibat 
standig foitschieiton aollte, heisst ihn ubei den Entdecket dei Wabiheit 
seihst stellen, uni somit das ^ eihultniss zwischen ihm nnd dem Ver 
fas=!er umkehren, wobei dann die ^fanze Abfassun^j des Werkes als übei 
flussig ei Seh eint Dabei haben denn auch neueie Mathematiker und 
namentlich die Franzosen angefangen, beide Entwickelung'^ieihea zu vei 
weben Das Anziehende was daduich ihre Werke bekommen haben, 
besteht eben dann, diss dei Lesei sich fiei fühlt und nicht einge- 
z\\ingt ist in I'oimen denen et, weil ei sie mchfc hehenseht, knechtisch 
folgen muss 

Dass nun m dei Mathematik diese Entwickelungsieihen am sclidifsten 
aus einander treten, liegt in dei Eir,enthtimbchkeit iliiei Methode (Ni lo), 
da sie üdnilieh vom Besondern aus durch Veikettung foitschreilet, so ist 
die Einheit dei Idee das let7te Dahei tiagt die zweite Fntwn kdungs 
leihe einen ganz entgegengesetzten Chaiaktei an sieh wie die eiste, und 
die Duichdim^Ting beider cibchemt schwieiigei, wie in iigend emei an 
dem Wisaenaehaft Um diesei Stbviieiigkeit willen daif man abei doch 
nicht, wie es von den deutschen Mathematikern häufig geschieht das 
ganze Verfahien auigeben und veiweifen 

In dem beiliegenden Weike habe ich dabei den angedeuteten Weg 
eingeschldiren, und es schien mu dies bei emei neuen Wi'-senschaft um 
so nuthweadigei , als eben zugleich die Idee deiselben zueist ans Licht 
treten soll. 
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g 1. Begriff der Gleichheit. 
Unter der allgememen l'ormenlelire verstehen wir diejenige Reihe i 
Yon Wahrheiten, welche sieh auf alle Zweige der Mathematik auf 
gleiche Weise beziehen, und daher nur die allgemeinen Begriffe der 
Gleichheit vmd Verschiedenheit, der Verknüpfung und Sonderung Tor- 
aussetzen. Es müsste daher die aUgemeine Formenlehre allen apeciellen 
Zweigen der Mathematik vorangehen *); da aber jener allgemeine Zweig 
noch nicht als solcher vorhanden ist, und wir ihn doch nicht, ohne 
uns in unnütze Weitläufigkeiten zu verwickeln, übergehen dürfen, so 
bleibt uns nichts übrig, als denselben hier so weit zu entwickeln, wie 
wir seiner für unsere Wissenschaft bedürfen. 

Es ist hier zuerst der BegrifP der Gleichheit und Verschiedenheit 
festzustellen. 

Da das Gleiche nothwendig, auch schon damit nur die Zweiheit 
heraustritt, als Verschiedenes, und das Verschiedene auch als Gleiches 
erscheinen musSj nur in verschiedener Hinsicht**), so seheint es bei 
oberflächlicher Betrachtung nöthig, verschiedene Beziehungen der Gleich- 
heit und Verschiedenheit aufzustellen; so würde zum Beispiel bei Ver- 
gleichung zweier begräi^ter Linien die Gleichheit der Richtung oder 
der Länge, oder der Richtung \md Länge, oder der Richtung und Lage 
und so weiter ausgesagt werden können, und bei andern zu verglei- 
chenden Dingen würden wieder andere Beziehungen der Gleichheit her- 
vortreten. Aber schon dass diese Beziehungen | andere werden je nach 2 
der BeschafFenheit der zn vergleichenden Dinge, liefert den Beweis 
dafür, dass diese Beziehungen nicht dem Begriif der Gleichheit seibat 
angehören, sondern den Gegenständen, auf welche derselbe Begriff der 3 
Gleichheit angewandt wird. In der That von zwei gleich langen Strecken 
zum Beispiel können wir nicht si^en, dass sie an sich gleich sind, 
sondern nur, dass ihre Länge gleich sei, und diese Länge steht dann 

*) S. Einl. Sr. 8. 
'*) Ebendas. Wr. 5. 
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eben aucli in der YoUkouiiaenen Beziuhung der Gleichheit. Somit haben 
wir dem Begriff der Gleiehiieit seine Einfachheit gerettet, und können 
denselben dahin beetimmeQ, dass gleich dasjenige sei, von dem man stets 
dasselbe aussagen Tcann oder allgemeiner, was in jedem Urtheile sich gegen- 
seMig substittiirt werden iann*). 

"Wie liierin zugleich ausgesagt liegt, dass, wenn zwei Formen einer 
dritten gleich sind, sie auch selbst einander gleich sind, und dass das 
aus dem Gleichen auf dieselbe Weise erzeugte wieder gleich ist, liegt 



§ 2. Begrifi' der Verknüpfung. 
Der zweite Gegensatz, den wir hier in Betracht zu ziehen haben, 
ist der der Verknüpfung und Sonderung. Wenn zwei Grössen oder 
Formen (welchen Namen wir als den allgemeineren YOrzieLen, s. Einl. 3) 
unter sich verknüpft sind, so heissen sie Glieder der Verbnüpfni^, 
die Form, welche durch die Verknüpfung beider dargestellt wird, das 
Ergebniss der Verknüpfung. Sollen beide Glieder unterschieden 
werden, so nennen wir das eine das Vorderglied, das andere das 
Hinterglied. 

Als das allgemeine Zeichen der Verknüpfung wählen wir das 
Zeichen "; sind nun a und b die Glieder derselben, und zwar a das 
Vorderglied, b das Hinterghed, so bezeichnen wir das Ergebniss der 
Verknüpfung mit («■^6); indem die Klammer hier ausdrücken soll, 
dass die Verknüpfung nicht mehr in der Trennui^ ihrer Glieder soll 
angeschaut werden, sondern als eine Einheit des Begriffs**). Das Er- 
:i gebniss der Verknüpfung kann wieder mit andern Formen | verknüpft 
3 werden, und so gelangt man zu einer j Verknüpfung mehrerer Glieder, 
welche aber zunächst immer nur als eine Verknüpfung je zweier er- 
seheint. Der Bequemlichkeit wegen bedienen wir uns der üblichen ab- 
gekürzten Klammerbezeichnung, indem wir nämlich die zusammenge- 
hörigen Zeichen einer Klammer weglassen, wenn deren Oeffnungs zeichen 
[(] entweder am Anfang des ganzen Ausdrucks steht, oder nach einem 

*) Es soll dies keine philoaophieche Begriffabeatimmung sein, EOndem um- 
eine Verständigung über das Wort, damit nicht etwa verschiedeEcs daiunter TOr- 
standen werde. Die philosophische Begriffsbestimmung würde Tielmehr den Gegen- 
satz des Gleichen und Verschiedenen in seinem Fliessen und in seiner starren 
Abgränzung zu ergreifen haben, wozu noch ein nicht unbeträchtlicher Apparat 
von Begriffsbestimmungen erforderlich sein würde, der hier nicht hergehört, 

**) Auf welche Weise nun diese Einheit bewirkt wird, und was dabei jedes- 
mal an der Vorstellung des einzelnen Verknüpften aufgegeben wird, hängt von 
der Natur der jedesmaligen Verknüpfong ab. 
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andern OeEFnungszeiehen folgen würde, zum Beiapiöl statt ((« 'Wi) " t) 
aelireiben wir a-^b i-^ c. 

§ 3. Vereinbarkeit der Glieder. 
Die besondere Art der Verknüpfung wird nun dadurch bestimmt, 
was bei derselben als Ergebniss festgehalten, das heisst unter welchen 
Umständen und in welcher Ausdehnung das Ergebniss als sich gleich 
bleibend gesetzt wird. 

Die einzigen Veränderungen, welche man, ohne die einzelnen ver- 
Itnüpften Formen selbst zu ändern, vornehmen kann, ist Aenderung 
der Klammern uM TJmordnung der Glieder. Nehmen wir zuerst die 
Verknüpfung so an, dass bei drei Gliedern das Setzen der Klammem 
keinen reaien Unterschied, das heisst keinen Unterschied des Ergeb- 
nisses begründet, also dass ffln(J)nc) = a'^6"c ist, so folgt zunächst, 
dass man auch in jeder mehrgliedrigen Verknüpfung dieser Art ohne 
ihr Ergebniss zu ändern, die Klammern weglassen kann. Denn jede 
Klammer scUiesst vermöge der darüber festgesetzten Bestimmung zu- 
nächst einen zweigliedrigen Ausdruck ein, und dieser Ausdruck muas 
wieder als Glied verbunden sein mit einer andern Form, kurz es tritt 
eine Verbindung von drei Formen hervor, für welche wir voraussetzten, 
dasb min die Klammer weglaa&en könne, ohne das Ergebniss ihrer 
Veiknupfung zu andern, also wiid auch, da man statt jeder Form die 
ihr gleiche setzen daif, dis Gesimmtergebniss durch das Weglassen 
jener Klammer mcht gctuideit Also 

Wenn eine Vi^lttttpfnng lon det Art ist, dass hei drei Gliedern die 
Klammem tveggelas-^en nerden ämfen, so gilt dies auch hei beliehig vielen; 

oder, dl mm m zwei Ausdrucken, welche sich nur durch das Setzen 
der Klammern unterscheiden, stets nach dem so eben | erwiesenen 4 
Satze die Klammern weglassen darf, so sind beide Ausdrücke, da sie 
demselben (klamme rlosen) Ausdrucke gleich sind, auch unter sieh gleich, 
und man hat den vorigen Satz in etwas allgemeinerer Form: 

Wenn eine Verlmü^fung von der Art ist, dass für drei Glieder die Art, 4 
wie die Klammem gesetst werden, keinen realen Unterschied begründet, so 
gilt dasselbe auch für hcliebig viele Gliedei: 

§ 4. VertauBohbarkeit der Glieder. Begriff der einfachen 
Verknüpfung. 

Wdie auf der andern Seite für eine Verknüpfung nur die Ver- 
tauBchbarkeit der beiden Gheder festgesetzt, so würde daraus keine 
andere Folgerung gezogen werden können. Kommt aber diese Bestim- 
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mung noch zu der im vorigen Paragraphen gemachten hinzu, so folgb, 
dass auch bei mehrgliedrigen Ausdrücken die Ordnung der Gheder für 
daa Geaaramtergebniss gleichgültig ist, indem man nämlich leicht zeigen 
kann, dssa sich je zwei auf einander folgende Glieder vertauschen lassen. 
In der That kann man nach dem zuletzt erwieseiien Satze (§ 3) 
zwei solche Glieder, deren Vertauschbarkeit man nachweisen will, in 
Klammern einachliessen ohne Aenderung des Gesammtergebuisaes, ferner 
diese Glieder unter sich vertauschen, ohne das Ergebniss der aus ihnen 
gebildeten Verknüpfung zu änderu (wie wir soeben voraussetzten), also 
auch ohne das Ergebniss der ganzen Verknüpfung zu ändern (da man 
statt jeder Form die ihr gleiche setzen kann), und endlich können nun 
die Klammem wieder so gesetzt werden, wie sie zu Anfang waren. 
Somit ist die Vertauschbarkeit zweier einander folgender Glieder er- 
wiesen. Da man nun aber durch Fortsetzung dieses Verfahrens jedes 
Glied auf jede beliebige Stelle bringen kann, so ist die Ordnung der 
Glieder überhaupt gleicl^ltig. Also dies Resultat zusammcngefasst 
mit dem des vorigen Paragraphen: 

W&M eine VerJmüpfung von der Art ist, dass man, ohne Aenäenmg 
des Ergebnisses, hei drei GUedem die Klammern ielieb^ setzen, bei ziueim 
die Ordnung verändern darf: so ist auch bei beliebig vielen Gliedern das 
Seteen der Klammem und die Ordnung der Glieder gleichgültig für das 



Wir werden der Kürze wegen eine solche Verknüpfung, für welche die 
angegebenen Beatimmungen gelten, eine einfache nennen. Eine noch 
5 weiter gehende Bestimmung ist nun für die Art der | Verknüpfung, 
wenn man nicht auf die Natur der verknüpfton Formen zurückgeht, 
nicht mehr möglich, und wir schreiten daher zur Auflösung der ge- 
wonnenen Verknüpfung, oder zum ajialytischen Verfahren. 

§ 5. Die synthetische und die analytische Verknüpfung. 
5 Daa analytische Verfehren besteht darin, dass man zu dem Er- 

gebniss der Verknüpfung und dem einen Gliede derselben das andere 
sucht. Es gehören daher zu einer Verknüpfung zwei analytische Ver- 
fehruügsarten, je nachdem nämlich deren Vordes^lied oder Hinterglied 
gesucht wird; und beide Verfahrungsarten liefern nur dann ein gleiches 
Ergebniss, wenn die beiden Glieder der ursprünglichen Verknüpfung 
vertauschbar sind. Da auch dies analytische Verfahren als Verknüpfung 
kann aufgefasst werden, so unterscheiden wir die ursprüngliche oder 
synthetische Verknüpfung und die auflösende oder analytische Ver- 
knüpfung. 
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Im Folgenden werden wir nun zunächst die synthetisclie Ver- 
knüpfung in dein Sinne des vorigen Paragraplien als eine einfache 
vomussetzea und als Zeichen derselben das Zeichen " beibehalten, für 
die entsprechende analytische Verknüpfung hii^egen, da hier die beiden 
Arten derselben zusammenMlen, das umgekehrte Zeichen ^ wählen, 
und zwar so, dasa wir das Ergebniss der synthetischen Verknüpfang, 
was hei der analytischen gegeben ist, hier zum Vordergliede machen. 

Sonach bezeichnet hier a^h diejenige Form, welche mit h synthetisch 
verlniflpft a giebt, so dass also allemal « w & " & ^ a ist. Hierin liegt 
sogleich eingeschlossen, dass a'jh^c diejenige Form bedeutet, welche 
mit c tmd dann mit ö synthetisch verknüpft a giebt, das heisst also 
auch nach § 4 diejenige Form, welche mit denselben Werihen in um- 
gekehrter Fo^e, oder auch mit h'-'C synthetisch verknüpft a gieht, 
das heisst 

und da dieselbe Sehlussfolge für beliebig viele Glieder gilt, so folgt, 
dass auch die Ordnung der Grlieder, welche analytische Vorzeichen 
haben, gleichgültig ist, und [daas] man diese Glieder in eine Ulammec 
schliessen darf, wenn man nur die in die Klammer rückenden Vor- 
zeichen umkehrt. Hieraus nun folgt weiter, dass 

sei. In der That hat man aus der Definition der analytischen Ver- o 
knüpf ung 

dieser Ausdruck ist wieder vermöge des soeben erwiesenen Gesetzes 6 

und dies letztere ist endlich vermöge der Definition der analytischen 
Verknüpfung 

= ff u 10 n c, 

also auch der erste Ausdruck dem letzten gleich. Drücken wir dies 
Resultat in Worten aus, und fassen wir es mit dem vorher gewonnenen 
Resultate zusammen, so erhalten wir den Satz: 

Wmn die syntlietische Verkniqiftmg eme einfache ist, so ist es für das 
Ergämiss gleichgültig, in weldi£r Ordnung man synthetisch oder analytisdi 
verlmii^ft ; cmch darf man nach einem syniheUsdiein Zeichen eine Klammer 
setsen oder weglassen, wenn dieselbe nur synthetische Glieder enthält, nach 
einem <mahflischen aber unter allen Umständen die Klammer setsen oder 
weglassen, sobald man rmr in diesem Fälle die Vorseichen innerhalb der 
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Klammst umlehif, das heisst das anatyüsüie Zeiclicn iit. etn '^ijuthtiiüits 
verwandelt und umgikeht 

Dies ist das allgemeinste Ribultat, zu dem wii bei den augeuom 
menen Voiaiia'iptzuiigen gelangen können Hmgegen geht aus den 
selben uiclit hervoi, da%& man einp Mammei, welche ein analytisches 
Zeichen emschlif&sfc und ein synthetisches voi sich hat, weglassen 
könne Vielmehi muss dazu eist eme neue Voiius&etznng gemacht weiden 

§ 6. Eindeutigkeit der Analyse; Addition nnd Subtraktion. 

Die nene Voraus setaimg, die wir hinzufügen, ist die, dass das Er- 
gebniss der analytischen Verknüpfung eindeutig sei, oder mit andern 
Worten, dass, wenn das eine Glied der synthetischen Verknüpfung 
unverändert bleibt, das andere aber sich ändeit, dann auch jedesmal 
das Ergebniss sich ändere. Hieraus ergiebt sich zunächst, dass 

a^h^h ^= a 

ist; denn ar.'bul) bedeutet die Form, die mit ö synthetisch verknüpft 

ffl 1 ö giebt. Nun ist a eine solche Form und vermöge der Eindeutig- 

7 keit des Resultats die einzige, also die Geltung der 1 obigen Gleichung 

erwiesen. Hieraus wiederum geht hervor, dass 

a " (6 u c) = « " 6 >j c 

7 ist. Um nämhch den zweiten Ausdruck auf den ersten zu bringen, 

kann man in ihm statt h setzen ((& ^ c) " c) und erhält 

dies ist nach § 4 

= «■'-'(& u c) " C '-' c , 

und dies wieder nach dem soeben erwiesenen Satze 

= ff '^ (fe ^ c) , 
also ist auch der erste Ausdruck dem letzten gleich; da man nun diese 
Schlüsse wiederholen kann, wenn mehrere Glieder in der Klammer 
vorkommen, so hat man den Satz: 

Wenn die synthetische Verlcniipfung eine dnfaclie, und die mtspreckende 
an(üytische eine eindeutige ist, so hann man nach einmi synthetischen 
Zeichen die Klammer beliebig setsm oder tveglassen. Wir nennen dann 
(wenn jene Mnäeutigkeit auf allgemeine Weise stattßndet) die synthetische 
Verknüpfung Addition, und die entsprechende analytische Suitrahtion. 
Was die Ordnung der GHeder betrifft, so folgt, dass a'^l}'jc = a^cr.'b 
ist; denn ai6uc = &"a^c = &"(aijc) = auc"&; so dass wir also 
auch die Vertauschbarkeit zweier Glieder, deren eins ein s- 
das andere ein analytisches Vorzeichen hat, nachgewiesen 1 
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bald die Eindeutigkeit des analytischen Ergebnisses vorausgesetzt ist. 
Und nur unter dieser Voraussetzung gelten die Sätze dieses Paragcaplieii, 
während die des vorigen auch dann noch gelten, wenn das Ergebniss 
der analytischen Verknüpfung vieldeutig ist*)**). 



§ 7. Die indifferente unä die analytische Form. 

Durch da.s analytische Verfahren gelangt man zur iudift'erenten g 
und zur analytischen Form. 

Die cratere erhält man durch die analytische Verknüpfung zweier 
gleicher Formen, also wj a stellt die indijferente Form dar, und zwar 
ist dieselbe unabhängig von dem Werthe a. In der That ist «^«^6^6; 
denn 6^6 stellt die Form dar, welche mit h synthetisch verknüpft h 
giebt, eine solche Form ist a-^-a, da t " (et ^ «) = 6" ct'-'ö; = ö ist. 
In dem Umfange nun, in welchem zugleich das Ergebnisa der analy- 
tischen Verknüpfung eindeutig ist, musa daher auch a^ a gleich ö ^/ 6 
gesetzt werden. Da somit die indifferente Form unter der gemachten 
Voraussetzung immer nur Eiuen Werth darstellt, so ergiebt sich daraus 
die Nothwendigkeit, sie durch ein eigenes Zeichen zu fixiren. Wir 
wählen dazu für den Äugenblick das Zeichen </>, und bezeichnen die 
Form (jiuß) mit {^d), und nennen (yd) die rein analytische Form, 
und zwar, wenn die synthetische Verknüpfung die Addition war, die 
negative Form. Dass (a n (/=) und (a ^ ^"^ gleich a, dass ferner " (^ ä) 
gleich <ja, und ^ (u «) gleich ^a ist, ergiebt sich direkt, indem man 



*) Beispiele einer solchen Vieldeutigkeit liefei't niclit bloss, wie sieh, epilter 
zeigen wird, die Ausdehnungelehve in reieiiiioliet Mei^e, sondern auch die Arith- 
metik hietet sie dar, und es ist daher die festgesetzte Unters oheidung auch für 
sie wichtig. Häjnlich als eicfaolie Verknüpfungen aeigen sich Addition und Multi- 
plikation; und während die Subtraktion irainer eindeutig ist, so ist es die Division 
nur, so lange die Null nicht als Divisor erscheint; deshalb gelten für die Division 
nur die Sätze des vorigen Paragraphen allgemein, während die Sätze dieses 
Paragraphen nur mit der Beschränkung gelten, dass die Null nicht als Divisor 
erscheint. Aus der Nichtbeachtung dieses ümstandes müssen die ärgsten Wider- 
sprüche und Verwirrungen hervorgehen, wie es auch zum Theil geschehen ist, 

**) Ein späterhin angestellter Versuch, die Gesetze fäi- die Verknüpfung 
mehrdeutiger Grössen aufzustellen, hat mich zu det Ueberzeugung geführt, dass 
man iibei-all die mehrdeutigen Grössen zuerst in eindeutige verwandeln muss, ehe 
man überhaupt auf sie irgend ein Verknüpfungsgesetz anwenden kann. Ich habe 
dieser Ueherzengung in meiner Avusdehnungslehre von 1862 in den Anmerkungen zu 
Nr, 348 und zu Nr, 477 Ausdruck verliehen, und zugleich an ersterer Stelle ge- 
zeigt, wie man die mehrdeutigen Grössen in eindeutige verwandeln kann. Auch 
meiner Arithmetik (Stettin 1860, Druck und Verlag von E, Grassmann) [seit 1861 
auch bei Eualm in Berlin] Hegt diese Uehei'zeugung zu Gi-unde. (1877.) 
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nur die soeben dargestellten vollständigen Ausdrücke diesen Formen 
zu substituiren bat, iim sogleich die Richtigkeit dieser Gleichungen 
zu übersehen*). Die analytische Form zur Addition nannten wir 
9 ins Besondere die negatiTe | Form, und die indifferente in Bezug auf 
die Addition und Subtraktion nennen wir Null. 



§ 8. Addition und Subtraktion gleichartiger Formen. 
Wir haben bisher den Begriff der Addition rein formell gefasst, 
3 indem wir ihn durch das Gelten gewisser Verlmüpfungsgesetze | be- 
stimmten. Dieser formelle BegrifP bleibt aueh immer der einzige all- 
gemeine. Doch ist dies nicht die Art, wie mr in den einzelnen Zweigen 
der Mathematik zu diesem Begriffe gelangen. Vielmehr ergiebt sich 
in ihnen aus der Erzeugung der Grössen selbst eine eigenthümliche 
Verknüpf ungs weise, welche sich dann dadurch, dass jene formellen Ge- 
setze auf sie anwendbar sind, als Addition in dem eben angegebenen 
allgemeinen Sinne darstellt. 

Betrachten wir nämlich zwei trrössen (Formen), welche durch 
Fortsetzung derselben Evzcugui^s weise hervorgehen, und welche wir 
„in gleichem Sinne erzeugt" nennen, so ist klar, wie man beide so 
an einander reihen kann, dasa beide Ein Granzes ausmachen, indem ihr 
beiderseitiger Inhalt, das beiast die Tbeüe, welche beide enthalten, in 
eins zusammengedacht werden, und dies Ganze dann mit jenen beiden 
Grössen gleichfalls in gleichem Sinne erzeugt gedacht wird. Nun iat 
leicht zu zeigen, dass diese Verknüpfung eine Addition ist, das heisst 
dass sie eine einfache, und ihre Analyse eine eindeutige ist. Zuerst 
kann ich beliebig zusammenfassen und beliebig vertauschen, weil die 
Theile, welche zusammengedacbt werden, dabei dieselben bleiben, und 
ihre Folge nichts ändern kann, da sie alle gleich sind (als durch gleiche 



*) Es ist ein vergebliclies Unternehmen, wenn maji zum Beispiel bei der 
Addition imd Subtraktion in der Aiitkmetik, nadidem man die hierher gehörenden 
Gesetze für positive Zahlen nachgewiesen hat, sie hinterher noch besonders für 
negative Zahlen beweisen will. Indem man nämlich die negative Zahl als solche 
definirt, die zu a addirt Null giebt, so meint man hier mit dem Addiren (indem 
der Begriff desselben stmächst nur für positive Zahlen aufgestellt ist) entweder 
dieselbe Verknöpfungs weise, für welche die Grundgesetze, die den allgemeinen 
Begriff der Addition beEtimüien, gelten, oder eine andeve. Im ersteren Falle ist 
der Nachweis unnöthig, da die weiteren Gesetae dann für die negativen Zahlen 
schon mit bewiesen aind; im letiiteren Falle ist er unmöglich, wenn der Begriff 
der Addition solcher Zahlen nicht etwa noch anderweitig beetimmt werden sollte. 
Eben so verhält es sich mit den Brüchen im Gegensätze gegen die ganzen 
Zahlen. 
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Erzeugungen entstanden); aber es ist auch ihre Analyse einde\itig; 
denn wäre dies niclit der Fall, so müssfce bei der synthetischen Ver- 
knüpfuug, während das eine Glied und das Ergebniss dieselbe bliebe, 
das andere Glied verschiedene Werthe annehmen können; Ton diesen 
Werthen müsste dann der eine grösser sein als der andere; also müssten 
dann zu dem letzteren noch Theile hinzukommen; aber dann würden 
auch zu dem Ergebnisse dieselben Theile hinzukommen, das Ergebniss 
also ciu anderes werden, wider die Voraussetzung. Also da auch die 
entsprechende analytische Verknüpfung eindeutig ist, [ so ist die syn- 10 
the tische Verknüpfung als Addition aufzufassen, die entsprechende 
analytische als Subtraktion, und es gelten demnach für diese Ver- 
knüpfungen alle in §§ 3—7 aufgestellten Gesetze. Es ergab sich dort, 
dass die Gesetze dieser Verknöpfungen auch dann unYerändert bestehen 
bleiben, wenn die Glieder negativ werden. Vergleichen wir die nega- 
tiven Grössen mit den positiven, so können wir sagen, sie seien im 
entgegengesetzten Sinne erzengt; und sowohl die in gleichem als 
die in entgegengesetztem j Sinne erzeugten Grössen können wir unter 10 
dem Namen gleichartiger Grössen zusammenfassen, und also ist auf 
diese Weise der reale BegrifP der Addition und Subtraktion für gleich- 
artige Grossen überhaupt bestimmt. 



§ 9. Verknüpfungen verschieäener Stufen, Multiplikation. 
Wir haben bisher nur Eine synthetische Verknüpfungsart für sich 
und in ihrem Verhältnisse zur entsprechenden analytischen betrachtet. 
Es kommt jetzt darauf an, die Beziehung zweier verschiedener syn- 
thetischer Verknüpfungsarten darzulegen. Zu dem Ende muss die 
eine durch die andere ihrem Begriffe nach bestimmt sein. Diese Be- 
griffsbestimmung hängt von der Art ab, wie ein Ausdruck, welcher 
beide Veiknüpfungsweisen enthält, ohne Aenderung des Gesammt- 
ergebnisses umgestaltet werden kann. 

Die einfachste Art, wie in einem Ausdrucke beide Verknüpfungen 
vorkommen können, ist die, dasa das Ergebniss der einen Verknüpfiuig 
der zweiten unterworfen wird; also wenn " und ä die Zeichen der 
beiden Verknüpfungen sind, so hängt das Verhältniss beider von den 
Umgestaltungen ab, welche mit dem Ausdruck (a -^ 6) ^ c vorgenommen 
werden dürfen. Wenn sich die zweite Verknüpfung auf beide Glieder 
der ersten gleicbmässig beziehen soll, so bietet sich als die einfachste 
Umgestaltung die dar, dass man jedes Glied der ersten Verknüpfung 
der zweiten unterwerfen, und dann diese einzelnen Ergebnisse als 
Glieder der ersten Verknüpfangsweise setzen könne. Wenn diese Um- 
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gestaltung ohne Aenderuag des Gesammtergebnisses vorgenomuieii 
werden kann, das heisst also 

(et n ö) ^ c =" (ö « c) (^ (6 ?; c) 
ist, so nennen wir die zweite Verknüpftir^ die jener ersten entsprechende 
Ver]müpfnng nächst höherer Stufe. 

Sind ins besondere bei dieser zweiten Verknüpfung beide Glieder 
auf gleiche Weise abhängig von der ersten, so dass also jene Bestim- 
mung sowohl für das Hinterglied der neuen Verbindung gilt, wie für 

11 deren Vorderglied, und ist ferner die eratere Verknüpfung eine ein- 
fache, und ihre entsprechende analytische eine eindeutige, so nennen 
wir die letztere Multiplikation, während wir für die evstere schon oben 
den Namen der Addition festgesetzt hatten. Es ist dies überhaupt die 
Art, wie von vorne herein, das heisst wenn noch keine Verknüpfun^art 
gegeben ist, eine solche nebst der sieh daran anschliessenden höheren 
bestimmt werden kann. Daher betrachten wir auch die Addition als 

I-i die Verknüpfung erster Stufe, | die Multiplikation also als die Ver- 
knüpfung zweiter Stufe*). 

Wir wählen von nun an statt der allgemeinen Verknüpfungszeiehen 
die bestimmten für diese Verknüpfungsarten üblichen, und zwar wählen 
wir für die Multiplikation das blosse Aneinander schreiben. 

§ ]0. Allgomeine Gesetze der Multiplikation. 
Die Beziehung der Multiplikation zxa: Addition haben wir dahin 
bestimmt, dass 

(a + l,)e-ac + ic 
c (a '\' b) = ca -\- cb 
ist; und dadurch war uns der Begriff der Multiplikation festgestellt. 
Durch wiederholte Anwendung dieses Grundgesetzes gelangt man so- 
gleich zu dem allgemeineren Satze, dass man, wenn beide Faktoren 
zerstückt sind, jedes Stück des einen mit jedem Stück des andern 
multipliciren und die Produkte addiren kann. Hieraus ergiebt sich 
fiir die Beziehung der Multiplikation zur Subtraktion ein entsprechen- 
des Gesetz, nämlich zunächst, dass 

(a — h) c = ac — hc 

") Ah dritte Stutf, iMiiJe ai(.b nach ilembLlbon Piiii^ip das Putt.UiirciL Jii 
stellen, was wir hier nbei dei Ktuze wegen iibeigehen Disi \il)iig«iis die Be 
gnttabeBtimmunff tui diese Yeikniiptungen hier uui eine foimelle Bs,m, und rr I 
la den einaelnea "Wiaaensuhaftpii dun h Eealdefinitiontju veiköipert weiden kaim 
iiegt in dei Natm dei Sache 
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ist Namlnjh setzt man, um den zweiten Ausdruclc auf den ersten 
zuiuckzufuhren, m demselben statt a das iJim Gleiclie (a — ■h)-\-li, 
so hat man 

ac ^hc ^ {iß — 1) -\-J}) c — 6c; 
der Ausdruck rechts ist hier nach dem soeben aufgestellten Gesetze 

= (a -^ &) c + öc — hc, 
und dieser Äusdi^ucli nach § 6 

_ (« ~ 6) c, 
also der erste Ausdruck dem letzten gleich. Auf gleiche Weise folgt, 12 
wenn der zweite Faktor eine Differenz ist, das ontspreeliende Gesetz. 
Durch wiederholte Anwendung dieser Gesetze gelangt man zu dem 
allgemeineren Satze: 

Wenn die FcJdorm eines J^roäulaies durdt Addition und Subtraktion 
gegliedert sind, so hxnn man ohne Aendcrung des Gesmnmtergebnisses 
jedes Glied des dnm mit jedem Gliede des <mdern muli>/pli<^en, und 
die so erhaltenen Produkte ] durch vorgesetzte ÄddiUons- und Stibtrdktions- la 
seichen verknüpfen, je nachdem die Vorseichen ihrer Faktoren gleich oder 
ungleich wa^-en. 

§ 11, Gesetze der Division. 
Für die Division gilt ganz allgemein, mag nun ih.r Resultat ein- 
deutig oder vieldeutig *) sein, das Gesetz der Zeistüclmng des Dividend, 
immlich 

wobei wir aber noch zu merken haben, dass, da für die Multiplikation 
im Allgemeinen nicht Verfcausehbarkeit der Falitoren angenommen 
wurde, auch im Allgemeinen zwei Arten der Division unterschieden 
werden müssen, je nachdem nämlich das Vorderglied oder das Hinter- 
glied der multiplikativen Verknüpfung gesucht wird. Da indessen 
beide Faktoren eine gleiche Beziehung zm Addition und Subtraktion 
haben, so wird dies auch von beiden Arten der Division gelten; und 
wenn das obige Gesetz für eine Art eiwiesen ist so wird es aus den- 
selben Gründen auch für die andere erwiesen sein 

Wir wollen annehmen, es sei das Vordeiglied gesucht; also wenn 
zum Beispiel 

— = X ist**), so sei A6 = ü 

*) Veiglciclie dio Aamevkungeu au S. 39 und die Ausdclinungslelii.e voa ISüS 
Kr, 377 Mb 391. (1877.) 

**) Wo der Punkt im Divisor die Stelle des gesucliteu Faktors bezeiclinet. 
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Es bedeuteb — — — liierJiach diejenige i'oi'm, die als Vorderglied mib 
c multiplieirt « + & giebt. Ich kann zuerst jede Form in zwei Stücke 
13 sondern, deren eins willktthrlicli angenommen werden kann. ] Es sei 
daher die gesuchte mit ~~ — gleichgesetzte Form = - + a;. Diese 
nun als Vorderglied mit c multiplicirt, giebt iiacli dem vorigen Para- 
graphen a + a;c ; sie soll aber bei dieser Multiplikation a -\- h geben, 
folglieh ist 

das hei SS t 

XC = 0, X = — 

also die getiuuhtc Form, da sie gleich - -j- x gesetzt war, gleich 



A.uf dieselbe Weise ergiebt sich das Gesetz i'ür die Differenz. 

§ 12. Kealer Begriff der Multiplikation. 
3 Die in den vorigen Paragraphen dargestellten Gesetze drücken die 

allgemeine Beziehung der Multiplikation und Division zur Addition 
und Subtraktion aus. Hingegen die Gesetze der ^ultiphkation an 
sich, wie sie die Arithmetik aufstellt, und welche die Vertauschbarkoit 
und Vereinbarkeit der Faktoren aussagen, gehen nicht aus dieser all- 
gemeinen Beziehung hervor, und sind daher auch nicht durch den 
allgemeinen Begriff der Multiplikation bestimmt. Vielmehr werden 
wir in unserer Wissenschaft Arten der Multiplikation kennen lernen, 
bei denen wenigstens die Vertauschbarkeit der Faktoren nicht statt-" 
findet, bei denen aber dennoch alle bisher aufgestellten Sätze ihre 
volle Anwendung haben. 

Auch den allgemeinen Begriff dieser Multiphkation haben wir so- 
mit formell bestimmt; diesem formellen Begriffe muss, wenn die Natur 
der zu verknüpfenden Grössen gegeben ist, ein realer Begriff ent- 
sprechen, welcher die Er zeugungs weise des Produlctes vermittelst der 
Faktoren aussagt. Die Beziehung zur realen Addition liefert uns eine 
allgemeine Bestimmung dieser Erzeugungsweise; wird nämlich einer 
der Faktoren als Summe seiner Theile (nach § 8) aufgefasst, so muss 
man nach dem allgemeinen Beziehungagesetz, statt die Summe der 
Pro diikt- bildenden Erzeugungsweise zu unterwerfen, die Theile der- 
selben unterwerfen können, und die so gebildeten Produkte addiren, 
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das lieisafc, da diese Produkte wieder als in gleichem Sinne erzeugt 
sich darstellen, sie als Theile zu einem Ganzen Terknüpfen können; 
das heisst die mnltiplikative Erzeugungs weise muss von der Art sein, 
dass die Theile der Faktoren auf gleiche Weise in sie eingehen, ao 
nämlich, dass wenn ein Theü | des einen mit einem TheU des andern 14 
multiplikativ verknüpft irgend eine Grösse erzeugt, dann bei der multi- 
phkativcn Verknüpfung der Ganzen, auch jeder Theil des ersten mit 
jedem Theil des andern eine solche Grösse und zwar dieselbe Grösse 
erzeugt, wenn diese Theile den zuerst angenommenen gleich sind. Und 
es leuchtet sogleich ein, dasa wenn die Erzeugungsweise die angegebene 
Beschaffenheit hat, auch die ihr entsprechende Verknüpfungsweise zur 
Addition des Gleichartigen die multiplikative Beziehung hat, und für 
sie somit alle Gesetze dieser Beziehung gelten. 

Wir nennen daher eine solche Verknüpf ungs weise auch schon 
dann, wenn nur erst ihre multiplikative Beziehung zur Addition des 
Gleichartigen | nachgewiesen, oder mit andern Worten, das gleiche Ein- H 
gehen aller Theile der Verknüpfungsglieder in die Verknüpfung in 
dem oben angegebenen Sinne festgestellt ist, eine Multiplikation. 

Die bisher dargestellten allgemeinen Verknüpfungsgesetze genügen 
im Wesentlichen für die Darstellung unserer Wissenschaft und wir 
gehen daher zu dieser Über, 
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Ei'ster Abschnitt. 

Die Aiisdeliiningsgrösse. 

Erstes Kapitel. 

Atlclition nnd Hutotraktiou der eiüfachea Ausdelmuiigcii erster 
Hülfe oder der Strecken. 

A. Theoretische Entwickelung, 

§ 13, 14. Das Ausdeliiniiigsgebilde , die Strecke und das System, 
erster Stufe. 

§ 13. 
^ Der rein wissenschaftliche Weg, die Ansdehnungslehre zu hehaii- 

i3eln, würde der aein, dass wir nach der Art, wie es in der Einleitung 
versvicht ist, von den Begriffen aus, welche dieser Wissenschaft au 
Grunde liegen, alles einzelne entwickelten. Allein um den Leser nicht 
durch fortgesetzte Abstraktionen zu ermüden, und um ihn zugleich 
dadurch, dass wir an Bekanntes anknüpfen, in den Stand zu setzen, 
sieh mit grosserer Freiheit und Selbständigkeit zu bewegen, knüpfe 
ich überall bei der Ableitung neuer Begriffe an die Geometrie an, 
deren Basis unsere Wissenschaft bildet. Indem ich aber bei der Ab- 
leitung der Wahrheiten, welche den Inhalt dieser Wissenschaft bilden, 
jedesmal den abstrakten Begriff zu Grunde lege, ohne mich dabei je 
auf irgend eine in der Geometrie bewiesene Wahrheit zu stutzen, so 
erhalte ich dennoch die Wissenschaft ihrem Inhalte nach ganzbch rein 
und unabhängig von der Geometrie *). 



') In dev Kinleitung (Nr. 16) habe ich gezeigt, wie bei der DarstneUuns piuev 
jeden Wissenschaft uad ins besondere der mathematiBolieii, awei Entwictelungsicüen 
in einander greifen, Toa denen die eine den Stoff liefert, das heisat die gaaize 
Reihe der Wahrheiten, welche den eigentlichen Inhalt- der Wi';sensthait bildet, 
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Um die Ausdelmungsgrösse zu gewinnen, || knüpfe ich daher an ^^ 
die Erzeugung der Linie an. Hier ist es ein erzeugender Punkt, welcher 
verschiedene Lagen in stetiger Folge amiimmt; und die Gesammtheit 
der Punkte, in welche der erzeugende Punkt bei dieser Veränderung 
übergeht, bildet die Linie. Die Punkte einer Linie erscheinen somit 
wesentlich als verschiedene, und werden auch als solche bezeichnet 
(mit verschiedenen Buchstaben); wie aber dem Verschiedenen immer 
zugleich das Gleiche (obwohl in einem untei^eorduefcen Sinne) anhaftet, 
so erscheinen auch hier die verschiedenen Punkte als verschiedene 
Lagen eines und desselben erzeugenden Ptmttes. Auf gleiche Weise 
nun gelangen wir in unserer Wissenschaft zu der Ausdehnung, wenn 
wir nur statt der dort eintretenden räumlichen Beziehungen hier die 
entsprechenden begrifflichen setzen. 

Zuerst statt des Punktes, das heisst des besonderen Ortes, setzen 
wir hier das Element, worunter wir das Besondere schlechthin, auf- 
gefasst als verschiedenes von anderem Besonderen verstehen; und zwar 
legen wir dem Elemente in der abstrakten Wissenschaft gar keinen 
andern Inhalt bei; es kann daher hier gar nicht davon die Rede sein, 
was für ein Besonderes dies denn eigentlich sei — denn es ist eben 
das Besondere schlechthin, ohne allen realen Inhalt — , oder in welcher 
Beziehui^ das eine von dem andern verschieden sei — denn es ist 
eben schlechtweg als Verschiedenes bestimmt, ohne dass irgend ein 
realer Inhalt, in Bezug auf welchen es verschieden sei, gesetzt wäre. 
Dieser Begriff des Elementes ist unserer Wissenschaft gemeinschaftlich 
mit der Kombinationslehre, und daher auch die Bezeichnung der Ele- 
mente (durch verschiedene Buci^taben) beiden gemeinschaftlich*). Die 
verschiedenen Elemente können nun zugleich als verschiedene Zustände 
desselben erzeugenden Elementes aufgefaest werden, und diese ab- 
strakte Verschiedenheit der Zustände ist es, welche der Ortsverschieden- 
beit entspricht 

Den üebergang des erzeugenden Elementes aus | einem Zustande ^'' 
in einen andern nennen wir eine Aenderung desselben; und diese ab- 
strakte Aendcrung des erzeugenden Elementes entspricht also der Orts- 
änderung oder Bewegung des Punktes in der Geometrie. Wie nun in" 

■während die andere dem Leser die Herrschaft über den Stoff geben soll. Jene 
erste Entwickeluagsreihe nnn ist ea, welche icb gänzlich unabliiingig von dev 
Geometrie erhalten habe, -während ich mir bei der letzten meinem Zwecke gemB,ES 
die grÖBste Preiheit gestattet habe. 

*) Die Differenz liegt nur in der Art, wie in beiden Wissenschaften aus dem 
Elemente die Formen gewonnen werden, in der Kombinationslehre nämlich durch 
blosses Verknüpfen, also diskret, hier aber durch stetiges ErKeugen. 
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der Geometrie durcli die Fortbewegung eines Punktes zunächst eine 
Linie entatelit, und erst, imlem man das gewonnene Gebilde aufs neue 
der Bewegung unterwirft, räamücbe Gebilde höherer Stufen entstehen 
können, so entsteht auch in unsrer Wissenschaft durch steige Äende- 
rung des erzeugenden Elementes zunächst das Ausdehnungsgebilde 
erster Stufe. Die Resultate der bisherigen Entwickelung zusammen- 
fassend, können wir die Definition aufstehen: 

Unter einem Atisäehnungsgebilde erster Stufe verstehen mr die Gesammt- 
heit der Elemente, in die ein erseagendes Element bei stetiger Aenderw^ 



und insbesondere nennen wir das erzeugende Element in seinem ersten 
Zustande das Änfangselemeut, in seinem letzten das Endelement. 

Aus diesem Begriffe ergiebt sich sogleich, daas zu jedem Äus- 
dehnungsgebilde ein entgegengesetetes gehört, welches dieselben Ele- 
mente entMlt, aber in umgekehrter Entstehungs weise, so dass also 
namentlich das Anfangselement des einen das Endelement des andern 
wird. Oder, bestimmter ausgedrückt, wenn durch eine Äenderung aus 
a h wird, so ist die entgegengesetzte die, durch welche aus h a wird, 
und das einem Ausdehnungsgebilde entgegengesetzte ist dasjenige, 
welches durch die entgegengesetzten Aenderungen in umgekehrter 
Folge hervorgeht, worin zugleich liegt, dass das Entgegengesetztsein 
ein wechselseitiges ist. 

§ 14. 
Das Ausdehntmgsgebilde wird nur daiin als ein einfaches er- 
scheinen, wenn die Aenderungen, die das erzeugende Element erleidet, 
stets einander gleich gesetzt werden; so dass also, wenn durch eine 
Äenderung aus einem Element a ein anderes b hervorgeht, welche 
beide jenem einfachen Äusdehnungsgebilde angehören, dann durch eine 
gleiche Äenderung aus b ein Element c desselben Ausdehnungsgebildes 
erzeugt wird, und zwar wird diese Gleichheit auch dann noch statt- 
finden müssen, wenn a und b als stetig aneinandergränzende Elemente 
aufgefasst werden, da diese Gleichheit durchweg bei der stetigen Er- 
18 zeugung stattfinden j soll. Wir können eine solche Äenderung, durch 
18 die aus einem Element | einer stetigen Form ein nächst angränzendes 
erzeugt wird, eine Grundänderung nennen, und werden dann sagen: 
„das einfache Äusdehnungsgebilde sei ein solches, das durch stetige 
Fortsetzung derselben Grundänderung hervorgeht." 

In demselben Sinne nun, in welchem die Aenderungen einander 
gleich gesetzt werden, werden wir auch die dadurch erzeugten Gebilde 
gleich setzen können, und in diesem Sinne, dass nämlich das durch 
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gleiche Aenderungen auf dieselbe Weise Erzeugte selbst gleich gesetzt 
werde, nennen wir das einfache Äusdelmui^sgebilde erster Stufe 
eine Äusdehnungsgrösse oder Auadehnung erster Stufe oder eine 
Strecke*). Es wird also das einfache Ausdehnungsgebilde zur Aus- 
dehnungsgröase, wenn wir von den Elementen, die das eratere enthält, 
absehen, und nur die Art der Erzeugung festhalten; und während zwei 
Ausdehnungsgebilde nur dann einander gleich gesetzt werden können, 
wenn sie dieselben Elemente enthalten, so zwei Ausdehnungsgrossen 
schon dann, wenn sie, auch ohne dieselben Elemente zu enthalten, auf 
gleiche Weise (das heiset durch dieselben Aenderungen) erzengt sind. 
Die Gesammtheit endlieh aller Elemente, welche durch Fortsetzung 
derselben und der en%egengesetaten Grundänderang erzeugbar smd, 
nennen wir ein System**) (oder ein Gebiet) erster Stufe. Die dem- 
selben System erster Stufe angehörigen Strecken werden also alle 
durch Portsetzung entweder derselben Grundänderung oder entgegen- 
gesetzter Grundänderungen erzeugt. 

Ehe wir zur Verknüpfung der Strecken übergehen, wollen wir die 
im vorigen Paragraphen aufgestellten Begriffe durch Anwendung auf 
die Geometrie yeranschaulichen. Die Gleichheit der Aenderungsweise 
wird hier durch Gleichheit der Eichtung vertreten; als System erster 
Stufe stellt sich daher hier die unendliche gerade Linie dar, als ein- 
fache Ausdehnung erster Stufe die begranzte gerade Linie. Was dort 
gleichartig genannt wurde, erscheint hier als parallel, und der Paral- 
lelismus bietet gleichfalls seine zwei Seiten dar, als ] Parallel! smns in li 
demselben und in entgegengesetztem Sinne***), Den Namen der n 
Strecke können wir in entsprechendem Sinne für die Geometrie fest- 
halten, und also unter gleichen Strecken hier solche begränzte Linien 
verstehen, welche gleiche Richtung und Länge haben. 

t; li Addition und Sibtiaktion gleichartiger Strecken. 
Me i lie tet ^e Eize ^ i-S, lei St e ke mitten m ihiem G'ii^ge 
unteiliOL-hen gelacht viid um dai liemaoh wieder foitT setzt 7u 

) De abstiakte Beteut % d e^e u i imgl ch konkieteu BenPimimg be 
larf V hl kener Kfl&htferüguii^ di d e Namen les Abatiaktpn lusi Qnghüli illc 
konk ete Bede ttng hal en 

**) I li ziehe etat den Anedi-uok Gebiet dem Ausdiuok Syete u welchpi 
vielfach m ander m 'iiime gel ~iu blich i^t vo (^1877 ) 

) Diese Untei Scheidung ist fni die Geometrie so wickt^ dia& <,a aicl t 
wemg au Veiemfachung 1er geometiiBohen '^■itae und Beweisp beit agei wmk 
wenn man lesen Unteis biei In h e nfa le Benennungen txirte w Da i i,h etwi 
d A ad u ke gle chlauflg d g genla fig to 3l.1 ligen n oiht 
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werden, ao erscheint die ganze Strecke als Yerknüpfung zweier Strecken, 
welche sich stet^ aneinanderschliessen, und von denen die eine als 
Fortsetzung der andern erscheint. Die heiden Strecken, welche die 
Glieder dieser Verlmiipfiing bilden, sind iti demselben Sinne erzeugt 
(§ 8), und das Ergebniss der Verknüpfting ist die Strecke vom Änfangs- 
elemente der ersten zum Endelemente der letzten, wenn beide stetig 
an einander gelegt, das heisst so dargestellt sind, dass das Endelement 
der ersten zugleich das Änfai^selement für die 
^'B- 5. zweite iat. Bezeichnen wir vorläufig die Strecke 

"(—— — ^ — —4 vom Änfangselement cc (vgl, Mg, 2) zum End- 
element ß mit [aß], und siud [aß] und [ßy] 
in demselben Sinne erzeugt, so ist also [ay] das Ergebuisa der oben 
angezeigten Verknüpfung, wenn [aß] und [ßy] die Glieder sind*)**). 
Wir haben schon oben (§ 8) nachgewiesen, dass diese Verknüpfung, 
da sie die Vereinigung der in gleichem Sinne erzeugten Grössen dar- 
20 stellt, als Addition, ihre entsprechende analytische als ] Subtraktion 
aufgefasst werden müsse, und daher alle Gesetze dieser Verknüpfungs- 
arten für sie gelten. Wir haben hier nur noch die eigenthümliche Bedeu- 
tung nachzuweisen, welche die negative Grösse auf unserm Gebiete gewinnt. 
Nämlich um zuerst die Bedeutung der Subtraktion uns anschau- 
licher zu machen, so können wir daraus, dass [aß] -j- [ßy] = [ay] ist, 
30 sobald [<xß] und [ßy] in gleichem Sinne erzeugt sind, | den Schluss 
ziehen, dass eben so allgemeiü [aß] = [ey] — \^ßy] ist (vgl. Fig. 2), 
das heisst also, wenn wir uns der in der Subtraktion üblichen Be- 
nennungen bedienen, „der Rest ist, wenn man Minuend und Subtrahend 
mit ihren Endelementen aufeinander legt, die Strecke vom Anfangs- 
element des Minuend zu dem des Subtrahend." 

Setzt man in der letzten Formel k und ß identisch, so erhält man 

[««] - [»ri - [«r) 

*) Diese Bezeielmung dev She kü v\ nu\ wne vciliufijfe, die « iliie le 
aeiehuuag dereelben durch ihre Gränzplemente kinn prst letatandeu wideu, wenn 
■wir die Verknüpfung der Elemente werdeu kennen gelernt liabe» (siehe den 
Eweiten Abaohnitt § 99). 

**) Die Bezeichnung [ap] ist in dei Au^dehnimgslplire v^n lSb2 füi das 
Produkt der beiden Elemante a und ^ gewählt ■welches, wenn a imd /? Punkte 
sind, den Innientheil zwischen a und ß ddistellt, ■ftOTon mr\i die Stiecke dadurch 
unterscheidet, dass in dieser nur Lange und Eiclituiig, m 3Pnem aber zugleich 
die La^e der unendliclien geraden Linie featgekalten wnd, wekhei der Linie» 
theil angehört. Es ist also hier um so mehr daran festEiihalten, dasa die Be- 
zeichnung der Strecke durch [a/J] nui ein voiliufiger Kothbehelf ist die saeh 
gemäase Bezeichnung ß ^ a konntt nicli dem Piinzi|. dei Tlaistpllun^ erat lu 
§ 99 gegeben werden, (1877.) 
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das Hfisst gleich Null Femer ist vermöge des Begriffs des Negativen*) 

(- [«ffl) - - [»ffl - [ßf] - [«ffl -Iß-], 
das heiaat die Strecke [(5ß], welche einer andern [aß] ihreni Begriff 
nach (§ 13) entgegeagesetzt ist, erseheoit auch in ihrer Beziehung zur 
Addition und Subtraktion als die entgegengesetzte Grösse zu jener. Da 
nun endlich a + (— J>) ^ a — h ist, so hat man, wenn ay und yß 
im entgegei^esetzten Sinne erzeugt siud 

l'r] + irß] - [«)■] + (- VrS) -= [«r] - Vrl - [«ffl, 

das heisst, auch wenn die beiden Strecken im entgegengesetzten Sinne 
erzeugt sind, ist ihre Summe die Strecke vom Anfalls element der 
ersten zum Endelement der zweiten an sie stetig angelegten. Und wir 
kömien also, dies ßesvdtat mit dem obigen zusammenfassend, sagen: 

TFertw man swei gleicharUge Streelcm stetig, das heisst so verknüpft, dass 
das Endelement der ersten Anfemgsetement der weiten wird, so ist die 
Sfy'ecke vom Änfamgselement der ersten emn Endelement der letiden die 
Summe beider; 

und indem sie so als Summe bezeichnet ist, so soll darin ausge- 
drückt liegen, dass alle Gesetze der Addition und Subtraktion für diese 
Verknüpfungs weise gelten. 

Noch will ich hieran eine Folgerung schliessen, die für die Weiter- 
entwickelung fruchtreich ist, nämlich dass, wenn die Gränzelemente 
einer Strecke in demselben System sich beide um | eine gleiche Strecke 21 
ändern, dann die zwischen den neuen Gränzelementen liegende Strecke 
der ersteren gleich ist. In der That, es sei 
*''«■ ^- [ß^] die ursprüngliche Strecke (vgl. Fig. 3) 

t— € X ^ und [««'] ^ [ßß"], so ist zu zeigen, dass, 

wenn alle genannten Elemente demselben 
System angehören, [aß'] ^^ [aß] sei. Es ist aber 

[»' /S') _[«■«] + [«ffl + [(i /SM, 

nach der Definition | der Summe, und da u 

[«'„]--[«<,•] --[/in 

ist, so heben sich [a cc} und [ßß'\ bei der Addition, und es ist wirklich 
[«'(!■] _ [«(!]. 

§ 16. Systeme höherer Stufen. 
"Nehme ich im um zu den Verknüpfungen versehiedenartiger 
Strecken zu ^elangtn zun ii.b'.t zwei Terschiedenartige Grundänderungen 
au und lasse ein Element die erste Gruni^nderang (oder deren ent- 

) \ti feli-i k hei ihn-ai 7 
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gegeHge setzte) beliebig fortsetzen und dann das so geänderte Element 
in der zweiten Aendernngs weise gleicMalls beliebig fortsclireiten, so 
werde ich dadurch aus einem Element eine imeudlielie Mei^e neuer 
Elemente erzeugen könÄen, und die Gesammfeheifc der so erzeugbaren 
Elemente nenne ich ein System zweiter Stufe, l^ehme icTi dann 
femer eine dritte Urundänderung an, welche von jenem Anfangselemente 
aus nicht wieder zu einem Elemente dieses Systems zweiter Stufe 
führt, und welche ich deshalb als von jenen beiden ersten unab- 
hängig bezeichne, und lasse ein beliebiges Element jenes Systems 
zweiter Stufe diese dritte Aenderung (oder deren entgegengesetzte) 
beliebig fortsetzen, so wird die Gesammtheit der so erzengbaren Ele- 
mente ein System dritter Stufe bilden; und da dieser Erzeugungs weise 
dem Begriffe nach keine Schranke gesetzt ist, so werde ich auf diese 
Weise zu Systemen beliebig hoher Stnfen fortschreiten können. 

Hierbei ist es wichtig festzuhalten, dass alle auf diese Weise er- 
zeugten Elemente nicht als anderweitig schon gegebene*) aufgefasst 
werden dürfen, sondern als ursprünglich erzeugt, und dass sie daher 
alle, sofern sie ursprünglich durch verechiedene Aenderungen erzeugt 
sind, auch ihrem Begriffe nach als verschiedene erscheinen. Dagegen 
ist wiederum klar, dass, nachdem die Elemente einmal erzeugt sind, 
sie von da ab als gegebene erscheinen, und [dass] über ihre Ver- 
schiedenheit oder Identität nicht anders entechieden werden kann, als 
wenn man auf die ursprüngHche Erzeugung zurückgeht. 

22 Ehe ich nun zu unserer Aufgabe, nämlich zur Verknüpfung der 
verschiedenen Aenderungsweisen, übergehe, will ich der Anschauung 
durch geometrische Betrachtungen zu Hülfe kommen. Es ist nämlich 
klar, dass das System zweiter Stufe der Ebene entspricht, und die 

23 Ebene dadurch erzeugt gedacht wird, dass aUe | Punkte einer geraden 
Linie nach einer neuen in ihr nicht enthaltenen Richtung (oder nach 
der entgegengesetzten) sich fortbewegen, wobei dann eben die Gesammt- 
heit der so erzeugbaren Punkte die unendliche Ebene bildet. Es er- 
scheint somit die Ebene als eine Gfesammtheit von Parallelen, welche 
alle eine gegebene Gerade durchschneiden; und es ist ersichtlich, dass, 
da diese Parallelen sich nicht schneiden, und auch die ursprüngliche 
Gerade nicht noch ein zweitesmal treffen, alle auf jene Weise erzeugten 
Punkte von einander verschieden sind und somit die Analogie eine 
vollständige ist. Ebenso gelangt man zu dem ganzen unendlichen 
Räume, als dem Systeme dritter Stufe, wenn man die Punkte der Ebene 

*) Wie etwa in der Kaumletre alle Piin-kte schon durch ilen Torausgesetati^ii 
Raum ui'Bpiüuglich gegeben sind. 
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nach einer neuen, nicht in der Ebene liegenden Richtung (oder der 
entgegengesetzten) fortbewegt; and weiter kann die Geometrie nicht 
fortschreiten, während die abstrakte Wissenschaft keine Gränze kennt. 



§ 17 — ID. Addition und Subtraktion ungleicliartiger Strecken. 

9 "■ 

Lasse ich nun, um zu unserer Aufgabe zurückzultehren, ein Ele- 
ment sich zuerst um eine Strecke u ändern, und dann das so geänderte 
Element um die Strecke b, so ist das Geaammtresultat beider Aende- 
lungen zugleich als Resultat Einer Äeuderung aufzufassen, welche die 
Verknüpfung jener beiden ersten ist, und welche, wenn beide Strecken 
gleichartig waren, als deren Summe erschien (§ 15). Hier können 
wir diese Ver knüpf ungs weise vorläufig mit dem allgemeinen Ver- 
knftpfungszeichen -^ bezeichnen. Aus diesem Begriffe geht sogleich, da 
der Act des Zusammenfassens den Zustand des Elementes nicht ändert, 
das Gesetz hervor, dass 

ist. Hingegen um auch zur Vertauschharkeit der Glieder zu gelangen, 
ist noch eine Lücke in der Begriffsbestimmung auszufüllen. 

Betrachten wir nämlich die Erzeugungs weise eines Systems höherer 
(m-ter) Stufe, wie wir solche im vorigen Paragraphen dargestellt haben, 
so war dort eine bestimmte Eeibenfolge der m Aenderungsweisen, 
durch die jenes System erzeugt wurde, angenommen, und die Elemente 
des Systems wurden erzeugt, wenn das Anfangs dement die ] verachie- 2 
denen Aenderungsweisen in der bestimmten Reihenfolge fortschreitend 
einging, so dass jedes Element, welches durch eine Reihe von Aen- 
derungen entstanden war, nur entweder seine letzte Aenderung fort- 
setzte, oder eine der folgenden Aenderungsweisen, | aber keine der a 
früheren annahm. Sind daher a und h zwei Strecken, von denen a 
einer früheren, b einer späteren von den Aenderungsweisen angehöi-t, 
so wird ein Element bei der Erzeugung des Systems zwar an die 
Aenderung a die Aendemng h anschliessen können, aber nicht umge- 
kehrt ; das heisat es wird dabei die Verknüpfung a^^b vorkommen, 
aber nicht die br^a. Aber obgleich die letztere Verknüpfung durch 
die Erzeugui^ des Systems nicht ihrem Begriffe nach bestimmt werden 
kann, so muss sie doch an sich möghch sein. Somit zeigt sich hier 
die besprochene Lücke. 

Um dieselbe näher zu übersehen sei [«(?]*) gl.eicha,[ßß'~\ = [aa'\=b, 

*) Zur Erläuterung kann Fig. 4 dienen [». die niichste Seite]. 



y Google 




54 -^1- Abachn. I, Kap. 1, Addition und SubtraMioii der Strecken. §17. 

SO ist die Aenderung [aß^] gleich a-^b; ea ist aber [aß'] auch gleich 
[aa] i^ {tt'ß'], (las heisst gleich i n [aß]. Sollten also die Glieder ver- 
tausehbar, das heisat a'^h = i'-a sein, so luüsate [«ß'\ = [k/5J sein. 
Hierüber l'äsat sich nun aus dem Bisherigen nichts entscheiden; denn 
alles, was wir über das System und dessen Elemente aussagen können, 
luuas, da das ganze System auf keine andere Weise, als nur durch 
seiae Erzeugung gegeben ist, aus dieser 
Erzeugui^s weise hervorgehen. Da nun 
aber in dieser nichts von einer aolchen 
Äenderang k'j5' vorkommt, so sind wir 
befugt und gedrungen, eine neue Begriffs- 
bestimmung über solche Aenderungen 
zu geben, und die Analogie mit dem 
Früheren führt uns nothwendig dazu, in 
dem Umfange, in welchem wir zu einer 
neuen Begriffsbestimmung befugt sind, (/ ß und a.ß gleich zu setzen. 
Diese Gleichsetzung vollziehen wir aber erst auf bestimmte Weise, wenn 
wir den Umfang jener Befugniss ausgemittelt haben. 

Zu dem Ende betrachten wir zwei gleiche Strecken: 

[»fl-[rfl-a, 

deren Gränzelemente einer der späteren Aenderungen b, aber alle der- 
selben unterworfen werden und dadurch in k', /?, y , S übergehen, 
so dass 

[««■] - »n = [rr] - [««■] - 1 

24 ist. Da nun [«'«] = \y'y\ = ( — &) ist, so hat man för die Aenderungen 
[«'(?'] und [y'Ä'] die Gleichungen: 

[«'^'] = [«■«] n [«^] r. [ßß-] = (_ 6) . „ . ?, 
[/ö'] = [/y] n \yS\ r. \8d-] = (- 6) - a - 6 ; 
Si also sind beide Aenderungen einander gleich. Also wenn zwei Ele- 
mentenpaare durch gleiche Aenderung auseinander erzeugbar sind, und 
man unterwirft alle vier Elemente einer neuen, aber alle derselben 
Aenderung, so werden auch die daraus hervorgehenden Elementenpaare 
durch gleiche Aenderungen auseinander erzeugbar sein. Da nun dies 
Gesetz auch noch bestehen bleibt, wenn [k^] eine Grundänderung dar- 
stellt, ao folgt hieraus nicht nur, dass eine Strecke, wenn sich ihre 
Elemente alle um gleich viel ändern, eine Strecke bleibt, sondern auch 
dass, wenn nur für die Grundänderung gezeigt ist, dass sie bei jener 
Fortachreitung der Strecke gleich bleibt, dasselbe dann auch für die 
ganae Strecke gilt. 

Damit ist der Umfang der oben angedeuteten Befugniss gegeben, 
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und wir setzen daher fest, dass, wenn in einem Systeme Hi-ter Stufe 
eine Strecke, welclie einer der früliereii von den m Äenderungsweisen, 
die das System bestimmen, angehört, einer der späteren Äenderungs- 
weisen unterworfen wird, imd zwar alle Elemente derselben Aenderungs- 
weise, dann die entsprechenden Grundändeningen in der ursprünglichen 
und der durch jene Aenderung entstandenen Strecke einander gleich 
genannt werden sollen, hingegen ungleich, wenn die Elemente yer- 
acMedenen Aenderungen unterworfen sind*). Daraus folgt dann, ver- 
möge des vorhergehenden Satzes, dass diese Gleichheit (und Ungleich- 
heit) unter denselben Umständen auch für die Strecken selbst fortbesteht; 
und wir gelangen also zu dem Satze: Wenn man eine Strecke, welche 
einer der m ursprünglichen Äenderungsweisen des Systems angehört, 
Aenderungen unterwirft, welche gleichfalls jenen Äenderungsweisen an- 
gehören, und zwar alle Elemente denselben Aenderungen, so ist die 
durch jene Aenderung entstandene Strecke der ursprünglichen | gleich. 25 

Däsa wir nümhch hier auch den Unterschied zwischen frßheren 
und späteren Äenderungsweisen fallen lassen können, ergiebt sich leicht 
aus der Gegenseitigkeit der Beziehung ; denn wenn vorausgesetzt wird, 
dass [aß] gleich oder ungleich [aß'] ist, je nachdem [atc] gleich [ßß'] 
ist oder nicht, so sind | auch umgekehrt die letzteren Ausdrücke gleich 55 
oder ungleich, je nachdem die ersteren es sind, wie sogleich durch, die 
Methode des indirekten Schlusses sieh ergiebt. Wenn also die durch 
eine frühere Aenderung erzeugte Strecke, einer späteren Aenderur^ 
unterworfen, sich gleich bleibt, so bleibt auch die durch eine spätere 
erzeugte, der früheren unterworfen, sieh gleich; und daraus folgt der 
Satz in der oben gegebenen Fassung. 

Nun hatten wir schon oben gezeigt, dass unter Voraussetzung 
dieses Satzes w^h ^h '■^ a sei; und wir haben somit für die m Äen- 
derungsweisen, die das System bestimmen, allgemein die Gesetze 
(a,'- li)'^ c •= rt n (ö n c) , 

V un h 
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Aenderungs weise beibehalte, aber die Aenderung früher abbreche oder 
weiter fortführe als vorher, so verändert sieh das zuletzt resultirende 
Element, welches zugleich das Endelement Rir das Ergebniss der Ver- 
knüpfung ist, also verändert sieh dies Ergebnisa; und hieraus folgt 
dann nach der bekannten Schlussweise (vgl. § 6) die Eindeutigkeit der 
analytischen Verknüpfung. Daraus ergiebt sich nach | 6, dass die ange- 
zeigten Verknüpfungen als Addition und Subtraktion zu bezeichnen sind, 
und [dass] aUe Gesetze der Addition und Subtraktion für sie gelten. 
Da nun endlich dieselben Verknüpfungsgesetze, welche für die m ur- 
sprünglichen Aenderunga arten gelten, auch nach den Gesetzen der Ad- 
dition und Subtraktion für deren Verknüpfungen bestehen bleiben, ao 
können wir die Resultate der bisherigen Entwickelnng in dem folgen- 
den höchst einfachen Satze zusammenfasaen ; 

Wenn {aß] und {^y] ieliebige Äend^^mgen darstellen, so ist 

[.,] - [«ffl + [ßri 

Indem wir nämheh dieae Verknüpfung als Addition bezeichnen, so 
!6 sagen wir damit die Geltung aller j Additions- und Subtraktionsgesetze, 
wie wir sie in % 3—7 dargestellt haben, aus*). 



j In der Entwickelung des letzten Paragiaphen hatten wii die durch 

Verknüpfung hervorgehenden Vendniungen nui lietid.Lhtt,t in Bezug 
auf ihr Anfangs- und End Element ohne die Streike zu betrachten, 
welche beide verbindet; Tielmehi tiateu dis ^tietken nui diejenigen 
hervor, welche den ursprünglichen Aenderungs arten dea Systems an- 
gehören. Um nun das Fehlende zu ergänzen, haben wir zu zeigen, 
iiuf welche Weise durch zwei Elemente m imem hoheien bjsteme die 
"sämmtlichen übrigen Elemente bestimmt sind welche mit diesen beiden 
in Einem Systeme erster Stufe hegen. 

Zu dem Ende haben wir nur auf den Begriff des Syatemes erster 
Stufe zurückzugehen, dass es nämlich durch Portaefczung einer sich 



■"j lüh !i.ann ps rmhi: '1i n^.nil gm", aiicnipfplilpn 
di-JB man die Entwickelung ubnrall, und namentlich die hiei 
geführte, welche au den schwieligsten in unseiei Wi'isen 
süiaft geholt, durch die entBpsei-liendpn freomctnechen Kon 
stauktionen sich veranichaahche Um den &^ng der Ent 
Wickelung nicht an unterbrechen , habe ich diese Uebei 
tiagung auf die Geometne hiei nitht vornehmen mögen 
übeidiee liegt eie überall auf dei H^nd {b Fig 5) 
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selbst gleich bleibenden Aenderung erzeugt sei Entsteht nmi daduich, 
das3 ein Element nach der Reihe und fortschreitend den Äenderungen 
a, b, c . . . unterworfen wird, welche den uispiimglichen Aenderungs- 
weisen angehören, aus eiaem Elemente k zuletzt em andeics ß'), so 
wird nach dem Begriffe des Systemes 
erster Stufe auch dasjenige Element 
demselben Systeme erster Stufe ange- 
hören müssen, welches aus ß durch die- 
selben Aenderungen a,h, c ... herYOr- 
geht und so fort; ja. auch rückwärts 
wird man von « aus durch die entgegen- 
gesetzten Aenderungen fortschreiten 
können und immer noch zu Elementen * y^ \ 

gelangen, die demselben System erster a~~ä^~' " " a " — ^~'ä 
Stufe angehören, aber nach der negar 

tiven Seite hin liegen, wenn die erstere als die positive 
wird. Es entstehen also die Elemente der positiven Seite aus dem 
Element « dadurch, dasa dies wiederholt und fortschreitend derselben. 
Reihe der Aenderungen a, b, c . . . unterworfen wird. Da wir nun, 
wie im vorigen Paragraphen bewiesen wurde, die fortschreitenden 
Aenderungen beliebig vertauschen und zusammenfassen können, so 
können wir auch hier die gleichen Aenderungen zusammenordnen und 
zusammenfassen, und gelangen so | zu einer neuen Konstruktion jener 27 
Elementenreihe, | die wir jetzt anschaulicher darlegen wollen. ^'' 

Wenn man nämlich das Element « einzeln den m Aenderungen 
n, b, c ... unterwirft, so entstehen m Elemente, die wir einander ent- 
sprechend setzen können; wenn man jedes von diesen wieder derselben 
Aenderung unterwirft, die es vorher erfuhr, so erhält man m neue 
einander entsprechende Elemente, und so fort. Betrachten wir nun die 
entsprechenden Elemente einer jeden solchen Gruppe von m Elementen 
als Endelemente von m Strecken, welche alle u zum Anfangselemente 
haben, ujjd welche wir gleichfalls einander entsprechend setzen, so er- 
halten wir dieselben Elemente, die wir vorher gewannen, wenn wir a 
um die entsprechenden Strecken einer jeden Gruppe fortschreitend 
ändern, und es entspricht auf diese Weise jeder solchen Gruppe von 
einander entsprechenden Elementen in dem neuen System erster Stufe 
ein Element, welches durch eine Aenderung hervorgeht, die die Summe 
ist aus den durch jene Strecken dargestellten Aenderungen. Sind nun 

") Vergleiche Fig. öa, wo es für zwei Aendciung'en o, b bildlicli darge- 
stellt ist. 
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5S A r n &u n 

1 e len aage^eb nen Konst ukt one I e Äe de uugeu l c 

Cnmlaal ruüg n welche also in tfcell to e nem El nent z u 
angianzenden ulertih eu so e halt m n ch ( m man das ell>e 
V fahren z gle h n li le negat ven Se te h n an sendet) d s g nze 
'^j tem e ster t fe vollatanl ^ 

Esstnnz ze nd muaflee We e lur h zw Ele 
n ente des 1 heren System allen al e n Sy t m erste &t fe 1 g n 
kann ah a ch jedesn In e n 

Es se eu nl /i 1 1 e den Elemente le Sjstema so t a ho 
1 e le E eug n w s le Sy tem „eze fet d ^ a s m n 
lu ch 1 e Aende u u we sph les bjstems nd zw he oegel en 
t olge nu f E ne Ä t e ze ^1 ar st e& se en ft c d e&e 

A n le imge so 1 omnit es z nächst d rauf an z ze gen das m n 
f r d e e '^t ecl n tets solche e nander eut p eehenle (rrund nie nge 
innehnien kann dass a b c e tsj e heule Stie ken ve len nl 

il o na li le soeben n» „eh nen Ko t ukt o fJ e Eleme t d s 
d 1 d ese entsp henden &r md rnder n n erzeugte Sy tems e te 
Stufe w d Bet achte ch zue fc z ve fctr ken nd Ii d n je 1 
1 reh Eo t et ui ^ d U u G nddu le m^ ent t n len t o können 
zu rat li le ö uni ude mge ch lern Begr ft des bt tige 1 eu 
s ch üxi te Grros e hat eu 1 el eh ge G n la den ngen n 1 e den 1 
ent i eehe le antr nommen we 1 L sst m nun hieni 1 e e e 
Uru lanlenn^ d le lal ch e zeu te St e ke deseihe 11 H 
d e andere G u lande ung w el sen o le al nehmen so wi d a hie 
dal ch erz u<4e nd 1er bt ecke a nt i hende St k fc vaehsen 
ode al nehmen u 1 z y wenn d e G uud n le ng tet ^ w chst o 1er 
ihn mmt so w 1 hl St ecke 6 tet g a 1 s n o le 1 nehmen 
w e 1 ea unm ttell r m B „ ifl des Stet j,en 1 egt om t vi d 1 
1 e G und nler ng fui l heb b g aiif,eaonimen werten kmn a h d e 
der St e ke e tsj h n le 6 je 1 e^ehe e C osse nuehmeu kon e 
nd dasselbe g It von 3 le andern Stre ke c d o ve te so da a 
also n d That a ch t de oben gegebene Strecken a b c 
•jolche Cruul nler g n an^ nomme we len koni n da je e t e k 
als entsprechen le ersehe n n m 1 al o da El me t /3 1 e u Elem ui 
des d irch l e e C r nda le ^^en e z u^ten fey tem ste t le la 
gesteBt t 

Da s nu au h 1 h nd ^ E n S3 tem e ster St te „e 

le^t V le k nn 1 gt hon d m oh Bewe se Em anderea 

Sy tem e ste St f könnt ml h nur entstehen wenn d e 1er Grund 
ande ning m entspre henden Gru d ude ungen ler ande n St ecken 
b c an lers angenommen wu len alle n dann wur len lucl 1 e de 
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Strecke a entsprechenden andern Strecken, wie wir Torhor zeigten, 
anders ausfallen, also würde andi nicht mehr von k aus das Element ß 
erzeugt werden. 

Nachdem wir nun gezeigt haben, wie in der That durch je zwei 
Elemente ein, aher auch nur Ein System erster Stufe gelegt werden 
kann, so ist nun der im Anfange dieses Paragraphen angedeutete 
Mai^el aufgehoben, indem jetzt für die Strecke, die ala Summe zweier 
Strecken erscheinen soll, nicht mehr bloss Anfangs- und Bndelement 
bestimmt ist, sondern die ganze Strecke in allen ihren Elementen. 
Der Begriff der Summe ist daher nicht nur für die Aenderungen, son- 
dern auch für die Strecken selbst bestimmt; sind nämlich [aß], [ßy], 
[ay] die nach dem soeben entwickelten Princip erzeugten Streelren, 
so hat man noch immer allgemein 

[«rt - [«(!] + [(5)-] 
dis hc o^t 

TT(«w »«n uei ol i mehete SireclceH stet j anc r jr iei amüle'n^f 
so ist die Strecke vom At fai gtelen ent det ersten *m Endelement ier 
leisten die iumme detbelben 

Wenden wir auf den Begriff der Äbhingigkeit wie wii ihn m a 
§ llj diistellten diesen Bcgiiff der Summe an do ergiebt ich daas 
emc Ä ndennjjSwei^ö ■von in lern abhängig sei wenn sich de dei 
ersteien auKehcn^en Stieeken -lIs Simmcn von Stre Iven lirstellen 
lassen welche den ictzteien ansehe len [da'i'i] hmgej,en wpi i dies luht 
mogheh lat <!ie von ihnen malhangig sei 

§ 19. 
Wir haben bisher den Begriff der Summe der Strecken abhängig 
gemacht von der besonderen Erzeugungsweise des ganzen Systems, in- 
dem, wenn Anfangs- und Endelement der Summe durch stetiges An- 
einanderschliessen der Strecken gegeben war, nun die zwischen beiden 
liegende Strecke, als Theil eines Systems erster Stufe, durch, die m 
ursprünglichen Aenderungsweisen des ganzen Systemes konstruirt wurde. 
Diese Abhängigkeit haben wir noch sehheaslich aufzuheben. 

Wir haben schon oben (§ 18) gezeigt, dass, wenn mehrere Strecken 
auf entsprechende Weise erzeugt sind, dann nicht nur jedem Element und 
jedem Theil der einen ein Element und ein Theil in jeder der andern 
entspricht, sondern auch die Summe auf dieselbe Weise entsprechend 
erzeugt ist, nämlich so, dass die Summe der entsprechenden Theile 
jedesmal diesen Theilen entspricht. Hat man nun zwei behehige Strecken 
des Systemes, niimlieh p^ und p^ , und es sind beide als Summen von 
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Strecken dargestellt, welche den ursprünglichen Äenderungsarten des 
ganzen Systemea ai^ehoren, nämlich 

},,-<.. + !,, + ■■■ 

i>ä = «2 + &ä + ■ ■ ■; 

),, + „,-(«,, + o,) + (6, + y + ..., 

und sind ferner Kj, k^, ß^, ß^, • ■ ■ entsprechende Theile der Strecken 
a,, «g, &j, bj ■ ■ ■, also auch (k, + Kj), {^j + ß^), ■ ■ ■ in demselben 
Sinne entsprechende Theile von (a, + Oj), (&j + fcg), ■ ■ ■, so wird nach 
dem vorigen Paragraphen jeder Theil der Summe (j)^ -j- p^) ^^ Summe 
der entsprechenden Theile gewonnen, das heisst also ein solcher ist 
jedesmal gleich 

(«1 + «>) + (!', + /',) + ■•■ 
das heisst 

- («■ + (!. + ■■■) + («% + /'> + -■), 
WO das erste Glied einen Theil von p^, das zweite den entsprechen- 
den von p^ darstellt. Also wird jedes Element der Summe {p^ + i'a) 
JO dadurch erzeugt, dass man das Anfangselement derselben um jeden be- 
liebigen Theil von p, und dann um den entsprechenden von p^ ändert. 
Somit können wir das aligemeiae Resultat aufstellen; „Wenn zwei 
Strecken gegeben sind, und man ändert ein behebiges Element um 
einen Theil der ersten, und dann (fortschreitend) um den entsprechen- 
den Theil der zweiten, so bildet die Gesammtheit der so erzeugbaren 
Elemente die Summe jener beiden Strecken." 

Nachdem wir nun den Begriff der Summe der Strecken in seiner 
Allgemeinheit und Unabhängigkeit aufgestellt haben, wollen wir noch 
einen Satz, den wir früher in speeieller Form erwiesen hatten, jetzt in 
allgemeinerer Form darstellen, nämlich 

Wenn alle Elemente einer Strecice sich um gleich viel ändern, so 
bleibt die so hervorgdiende S^ecTce der ersteren gleich. 

Dass dadurch wieder eine Strecke entsteht, ist schon in § 18 gezeigt, 
dasa sie der ersteren gleich sei, folgt durch dieselben Formeln wie in 
§ 15 am Schlüsse. Nämlich ist \aß\ die ursprüngliche Strecke, und 
[<■«') - [W], " ist 

l«/3'] - [«'«] + [»(?] + [/i|3'l - |«fl, 
da sich nämlich [«'«] und \ßß] als entgegengesetzte Grossen bei der 
Addition aufheben. 
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. Selbständigkeit der Strecken und der Sjefeme hSherer Stufen. 



§ 20. Selbständigkeit der Syateme höherer Stufen. 

Durch die im vorigen Pai-agrapbeu geführte Entwickelung ist die 
selbständige Daratellung der Systeme höherer Stufen vorbereitet. Näm- 
lich es waren diese bisher als abhängig von gewissen zu Grunde ge- 
legten Äenderungs weisen dargestellt, durch welche sie eben erzeugt 
wurden. Diese Abbängigteit können wir in so fern aufbeben, als wir 
zeigen können, dass dasselbe System m-ter Stufe durch je m iende- 
rungsweisen erzeugbar sei, welche demselben angehören, und welche 
von einander unabhängig sind (in dem Sinne von § 16), das heisst 
von keinem System niederer Stufe (als der )«-ten) umfasst werden. 

Ich will zuerst zeigen, dass, wenn das System durch irgend welche 
m Äenderungs weisen erzeugbar ist, ich dann statt jeder heliehigen der- 
selben eine neue von den {m — 1) übrigen unabhängige, demselben 
System m-ter Stufe angebörige Äenderungsweise {p) einführen, und 
durch diese in Verbindung mit den (m — 1) übrigen das gegebene 
System erzeugen kann. 

Da nach der Voraussetzung p dem gegebenen Systeme m-ter 
Stufe angehört, so | wird es sich (§ 18) dai'stellen lassen als Summe 3 
von Strecken, die den ursprünglichen Äenderungs weisen angehören, 
das heisst [es wird] 

p-.a + b + c + --- 

gesetzt werden können, wenn a, h, c ... den ursprünglichen Äende- 
rungsweisen angehören. Wenn nun o die Äenderungsweise darstellt, 
für welche p eingeführt werden soll, so muss p von den übrigen 
h,c ..., wie wir voraussetzten, unabMngig sein, das heisst a darf nicht 
gleich Null sein, während hingegen von den übrigen Stücken jedes null 
sein darf. Ich habe nun zu zeigen, dass jedes Element des durch 
p, i, c . . . erzeugten Systems auch dem durch a, h, c ... erzeugten 
angehöre und umgekehrt, sobald beide von demselben Anfangaelemente 
aus erzeugt sind. Das erste ist unmittelbar klar, da p dem durch 
a, b, c . . . erzeugten Systeme angehört, das zweite bedarf eines aus- 
führlicheren Beweises. 

Ein jedes Element des durch a, b, c . . . von irgend einem An- 
fangaelement aus erzeugten Systemes kann durch eine Aenderung 

g-a, + !>, + c, + •■■, 
WO öj, 6g, Cg . . . mit a, h, e . . . beziehlicb gleichartig sind, aus dem 
Anfangselemente erzeugt werden. Um nun hierin statt o, die Grösse 
P oder eine ihi- gleichartige einführen zu können, nehme man für den 
Augenblick die Grössen p, a, b, c . . . als entsprechende au, und in 



y Google 



62 A, , Abaclm, I. Kiip, 1. Arldition und Siibtraktiun der Strecken. § 30, 21. 

demselben Sinne mögen p^, a^, \, c^ ... einander entsprechen, so 
wird, da 

p^a + l-j- c-\ 

ist, auch nach § 18 dieselbe Gleichung für die eiitspre übenden Strecken 
gelten, also 

f.^ =«, + &, + Ci + ■■ - 
sein, somit auch 

ai ^ Pi ^ hl — c, — ■ ■ ■ . 
Wird dies statt a, substituirt, so hat man 

das heisst das fragliehe Element ist aus dem Anfangselement durch 
Äenderungen, die mit p,b, c . . . gleichartig sind, erzeugbar, das heisst 
[es] gebort dem dvirohp, b,c ... aus demselben Änfangselement erzeugten 
Systeme an. Es ist also die Identität beider Systeme bewiesen, und 
gezeigt, daSs man statt jeder beliebigen der m das System ursprüng- 
32 lieh erzeugenden Äenderuugs weisen jede beliebige | neue einführen 
kann, sobald sie nur dem gegebenen Systeme angehört und you den 
übrigen (beibehaltenen) unabhängig ist. Und da man dies Verfahren 
fortsetzen kann, so folgt, dasa man dasselbe System durch je m un- 
abhängige Aen der ungs weisen desselben erzeugen Icaim oder 

Jeäe Strecke eims Systems m-ter Stufe hann als Summe von m 
Strecken/ welche m gegebmen unabhängigen Äenderungsweisen des Systems 
angehören, dargestellt werden, aber auch jedesmal nur oMf eine Art. 

Es ist somit das System unabhängig gemacht von der Auswahl der 
m unabhängigen Äenderungsweisen, wir haben es noch vom Anfangs- 
elemente unabhängig zu machen. 

Es sei das m-sprünglich angenommene Anfangselement a, man 
mache statt dessen ein anderes Element ß des Systems zum Anfangs- 
element. Ist nun y irgend ein drittes Element, so hat man 

f/i7] = [C«l + [«)-]. 
Sind nun [|5ß] und [ay] dnrch die angenommenen Aend er miga weisen 
darstellbar, so wird es auch [ßy] als ihre Summe sein, das heisst jedes 
Element, was durch die angenommenen Äenderungsweisen aus a er- 
zeughaor ist, ist auch dureh dieselben aus jedem andern Elemente er- 
zeugbar; also: 

Jedes System m-ter Stufe Icann ermigt gedacht werden durch je m 
unabhängige Aendei'ungsweiseti desselben aus jedem beliebigen Element des- 
seihen, das hässt aus Einem solchen Elemente könnett alle übrigen durch 
jene Aendenmgsweisen ersefugt werden. 
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Hierdurch ist nun das System höherer Stufe als für sich hestehemies 
eigenthümliches Gebilde dargelegt. 



§ 21 — 23. Unlialtljarkeit der bisherigen Grundlage der Geometrie 
und Versuch einer neuen Grundlegung. 

8 21- 

Ich achreite nun zu den Anwendungen und zwar zumichst auf 
die Geometrie, will jedoch zuvor versuchen, einen rein wissenschaft- 
lichen Anfang für die Geometrie seihat und zwar unabhängig von 
unserer Wissenschaft wenigstena andeutungsweise zu entwerfen, um 
so die U eher einstimm ung und Abweichung in dem Gange beider Disci- 
plinen desto besser zu übersehen. Ich behaupte nämlich, dass die 
Geometrie noch immer eines wissenschaftliehen Anfangs enthehre, und 
daas die Grundlage für das ganze Gebäude der Geometrie biaher an 
einem Gebrechen leide, welches einen | gänzlichen Umbau desselben 33 
Dothwendig mache. Wenn ich eine solche Behauptung aufstelle, welche 
den durch Jahrtausende goheihgten Bau umzustürzen droht, so darf ich 
das nicht, ohne dieselbe durch die entscheidendsten Gründe zu belegen. 
Das Gebrechen, dessen Vorhandensein ich nachweisen will, ist am 
leichtesten am Begriffe der Ebene zu erkennen. Wie dieselbe in den 
mir bekannt gewordenen Bearbeitui^en der Geometrie deünirt wird, 
so liegt dabei die Voraussetzung zu Grunde, daas eine gerade Linie, 
welche zwei Punkte mit der Ebene gemeinschaftlich habe, ganz in die- 
selbe falle; sei es nun, dass man dies stillschweigend annehme (so Euklid), 
oder in die Definition der Ebene hineinlege, oder endlich als beson- 
deren Grundsatz aufstelle. Das erstere zeigt sieh sogleich als unwissen- 
schaftlich, das zweite kann aber, wie ich sogleich zeigen werde, eben so 
wenig auf Wissens chaffcliclikeit Anspruch machen. Denn es ist klar, 
dass die Ebene schon bestimmt ist, sei es als Gesammtheit der Par- 
allelen, welche von einer Geraden nach einer nicht in derselben ent- 
haltenen Richtung gezogen werden können, sei es als Gesammtheit der 
Geraden, welche von einem Punkt an eine Gerade gezogen werden können. 
Bleiben wir nun zum Beispiel bei der ersten Bestimmung stehen, 
so ist klar, wie nun erst erwiesen werden musa, dasa jede gerade Linie, 
welche zwei dieser Parallelen sehneidet, auch die sämmtliehen übrigen 
schneiden müsse, ein Satz, welcher nicht ohne eine Reihe von Hülfs- 
sätzen erwiesen werden kann. Definirt man nun die Ebene etwa als 
Pläche, welche alle geraden Linien, die zwei Punkte mit ihr gemein- 



y Google 



64 A^. Abschn, 1, Kap, 1. Addition und Subtraktion der Strecken. § 21, 33. 

schaftlich haben, voUstäadig eutbälfc, ao leuchtet ein, wie man dadurch 
den vorher ausgesprochenen Satz, unter dieser Definition versteckt, in 
das Crebiet der Geometrie einsdunuggelt- und eben so wenig, als es 
sich irgend ein Mathematiker gefallen lassen würde, wenn man den 
Beweis des Satzes, de^s in Parallelogrammen die gegenüberstehenden 
Seiten gleich lang sind, dadurch vermeiden wollte, dass man das 
Parallelogramm als Viereck, dessen gegenüberliegende Seiten gleich 
und parallel sind, definirte; eben so wenig darf man es sich gefallen 
lassen, wenn der ohen angeführte Satz durch eine solche Definition 
34 der Ebene unrechtmässiger Weise in die Geometrie | eingeführt wird. 
Es bliebe also, wenn man hei dem bisherigen Gange der Geometrie 
verharren wollte, nur übrig, jenen Satz zu einem Grundsatze umzu- 
stempeln. Allein wenn ein Grundsatz vermieden werden kann, ohne 
dass ein neuer eingeführt zu werden braucht, so muss dies geschehen, 
und wenn es eine gänzliche Umgestaltung der ganzen Wissenschaft 
herbeiführen sollte; weil durch ein solches Vermeiden die Wissenschaft 
nothwendig ihrem Wesen nach an Einfachheit gewinnt. 

Gehen wir nun von diesem Gebrechen aus, was wir nachgewiesen 
zu haben hoffen*), weiter zurück, um die Ursachen desselben aufzu- 
finden, so liegen diese in der mangelhaften Auffassung der geometri- 
schen Grundsätze. 

Zuerst muss es auffallen, wie nehen wirklichen Grundsätzen, welche 
geometrische Anschauungen aussagen, häufig unter demselben Namen 
ganz abstrakte Sätze aufgeführt werden, wie: „sind zwei Grössen einer 
dritten gleich, so sind sie selbst einander gleich", und welche, wenn 
man einmal unter Grundsätzen vorausgesetzte Wahrheiten versteht, 
gar nicht diesen Namen verdienen. In der That glaube ich oben (§ 1) 
nachgewiesen zu haben, dass der soeben angeführte abstrakte Satz 
nur den Begriff des Gleichen ausdrücke, und dasselbe gilt auch von 
den übrigen abstrakten Sätzen, welche im wesentlichen darauf hinaus- 
laufen, dass das aus dem Gleichen auf dieselhe Weise Erzeugte selbst 
gleich sei. Von diesem Vorwurfe der Vermischung von Grundsätzen 
mit vorausgesetzten Begriffen bleibt indessen Euklid selbst frei, welcher 
die erstem mit unter seine Forderungen (cc^r-^jiKra) aufnahm, während 
er die letzteren als allgemeine Begriffe (aotval ^vvotat) aussonderte, 
ein Verfahren, welches schon von seinen Kommentatoren nicht mehr 

*) Es Itöimte freilich sein, daes es eine Darstellung gebe, die den gerügten 
Maaigel vermieden hätte, ohne mir bekannt geworden zu sein. Da indessen mit 
einer solchen Darstellung zugleich die Parallelentheorie , dies Ki-enz der Mathe- 
matiker, müsste ins Reine gebracht eein, so konnte ich. mit ziemlicher Gewissheit 
annehmen, daas es eine solche Darstellung nöch nicht gehe. 
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verstanden wiirde, und auch bei neueren Mathematikern zum i 
der Wissenschaft wenig NachaJimung gefunden hat. In der Tba,t kennen 
die abstrakten Disciplinen der Mathematik gar keine Grundsätze; son- 
dern der erste Beweis geschieht in ihnen durch Äneiuanderketten von 
Erklärungen, indem von keinem andern | Fortschreitungsgesetze Ge- 35 
brauch gemacht wird, als von dem allgemein logischen, daes nämlich, 
was von einer Reihe von Dingen in dem Sinne ausgesagt ist, dass es 
von jedem einzelnen derselben gelten soll, auch wirklieh von jedem 
einzelnen, was jener Reihe angehört, ausgesagt werden kann. Und dies 
Forts chreitungsgesetz, was, wie man sieht, nur ein sich besinnen über 
das, was m^n mit dem allgemeinen Satze hat sagen wollen, enthält, 
als Grundsatz aufzustellen, wie es in der Logik missbrauchs weise ge- 
schieht, wenn es nicht gar erst in ihr bewiesen wird, kann keinem 
Mathematiker einfallen. 

§ 22. 
In der- Geometrie bleiben daher als Grundsütze nur übrig die- 
jenigen Wahrheiten, vrelcbe der Anschauung des Raumes entnommen 
sind. Diese Grundsätze werden daher richtig gefasst sein, wenn sie 
in ihrer Gesammtheit die vollständige Anschauung des Raumes gehen, 
und auch keiner aufgestellt wird, der nicht diese Anschauung voll- 
enden hülfe. 

Hier zeigt sich nun die wahre Ursache des mangelhaften Anfanges 
der Geometrie in ihrer bisherigen Bearbeitung; nämlich theils werden 
Grundsätze Übergangen, weiche ursprüngHche Raumesanschauuugen aus- 
drücken, und die dann nachher, wo ihre Anwendung erfordert wird, 
stillschweigend vorausgesetzt werden müssen, theils werden Grundsätze 
aufgestellt, die keine Grundansehauung des Raumes ausdi'ücken, und 
sich daher bei genauerer Betraehtur^ als überflüssig ergeben, und 
überall gewähren die Grundsätze in ihrer Gesammtheit den Eindruck 
eines Aggregats von möglichst klaren Sätzen, welche behufs möglichst 
bequemer Beweisführung zusammengestellt sind. — Die Grundsätze 
der Geometrie, wie wir sie voraussetzen müssen, sagen vielmehr die 
Grundeigenschaften des Raumes aus, wie sie unserer Vorstellung ur- 
sprünglich mitgegeben sind, nämlich dessen Einfachheit und relative 
Beschränktheit. 

Die Einfachheit des Raumes wird ausgesagt in dem Grundsatze: 
Der Batim ist an all(m Orten tmd nach allen BicMungen gleich he- 
srJmffen, das Misst an aüen Orten tmd naßh allen EicMungen Jwnnen 
gleiche KonsbrukHonen vollzogen werden. 

Dieser Grundsatz zerfallt schon seinem Ausdruck nach in zwei 
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, von denen der eine die Mögliehteit der Portbewegimg, der 
andere die Möglichkeit der Schwenkung setzt, nämlich: 
G T.) dass eine Gleichheit denkbar ist hei Verschiedenheit des Ortes. 

2) äass eine Gleichheit denMar ist bei VerschiedetiJieit der Michtimg, 
und namentlich auch hei entgegengesetzter Eichtung. 

Nennen wir Konstruktionen, welche an verschiedenen Orten ganz 
auf dieselbe Weise erfolgen, sich also nur dem Orte nach unterscheiden, 
gleich und gleichläufig*), die, welche sich nur dem Orte und der Eich- 
tung nach unterscheiden, absolut gleich, und insbesondere die, welche 
nach entgegengesetzter Richtung auf dieselbe Weise, wenn auch an 
verschiedenen Orten, erfolgen, gleich und gegenläufig oder kurzweg 
entgegengesetzt, und halten [wir] dieselben Benennungen auch für die 
Resultate der Konstruktion fest, so können wir jene beiden Grundsätze, 
wenn wir aus dem zweiten noch den partiellen Satz herausheben, be- 
stimmter so ausdrücken: 

1) Was durch gleiche und gleichläufige Konstruktionen erfolgt, ist 
wieder gleich und gleichlmßg. 

2) Was dur(^ entgegengesetste KonstruJctionen erfolgt, ist loieder ent- 



3) Was dv/rch absolut gleiche Koiisfmlihoncn (wenn auch an ver- 
schiedenen Orten und nach verschiedenen Anfangs} icMitngen) erfolgt, ist 
wieder absolut gleich. 

Die beiden ersten von diesen drei Criundsatzen bilden die positive 
Voraussetzung für den Theil der Geometrie, der dem ersten unserer 
Wissenschaft entspricht. Die relative Beschränktheit des Raumes wird 
dargestellt durch den Grundsatz: 

Ber Baum ist ein System dritter Stufe. 

Dem Verständnis s desselben müssen Erklärungen und Bestimmungen 
vorangehen, wie wir sie oben in der abstrakten Wissenschaft gegeben 
haben. 

§ 23. 
Die unmittelbare Evidenz dieuei Giundsatze und ihie TTnentbehi 
37 lichkeit bietet sieh wohl emem jeden sogleich dai ohne 1 den ersten 
37 ist keine gerade Linie, ohne den zweiten keine | Ebene l^s unten), ohne di'n 

*) Wir BcUiessen uns kiei mehi m die gpwuhnli(,iip Auffi&siuighwi'it.e an, 
indem wir nur dem Begrifie des Paialleleii die bestimmteren des Gleichläufigen 
und Gegen^ufigen (s. S. 49Aiim) substitunen, sonst wä,re es angemessene! gewesen, 
hierfür einen einfacheren Ausdruck, nie etwa „voUkommen gleich" eiuaufflhien 



y Google 



Kens Gnindlegnnjf der Geomötrie. 67 

dritten kein Winkel möglicli, während der letzte den Baum selbst in 
seiner dreifachen Ausdehnung darstellt, und obgleich dieselben in den 
gewöhnlichen Daratellungen meist übergangen werden, so hält es doch 
nicht schwer, die Stellen nachzuweisen, wo von denselben stillschwei- 
gend Gebrauch gemacht wird. Dass dieselben ausreichen für die Geo- 
metrie, kann nur vollständig aus einander gelegt werden durch Ent- 
faltung der Geometrie selbst aus diesem Keime heraus. Wir fahren 
jedoch hier fort in unserm mehr andeutenden als ausführenden Ver- 
fahren. 

Den Satz, dass zwischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie 
möglich ist, oder, wie ihn Euklid ausdrückt, dass zwei gerade Linien 
nicht einen Raum (j^toQiov) umschliessen können, hier als Grundsatz 
übergangen zu sehen, mag auffallen; doch Hegt derselbe in dem richtig 
aufgefassten ersten Grundsatze. Nämlich, sollten zwei gerade Linien, 
welche einen Punkt gemeinschaftlich haben, noch einen zweiten Punkt 
gemeinschaftlich haben, so würde der Eaum an diesem zweiten Punkt 
anders beschaffen sein, als an den andern, wenn die Linien nicht zu- 
gleich auch alle andern Punkte gemeinschaftlich hätten, also ganz in 
einander fielen. Sollte dieser Beweis, der sich übrigens bei einer wirk- 
lichen Ausführung der Wissenschaft viel strenger ausnehmen würde, 
zu sehr ein philosophisches Gepräge zu haben scheinen, so ma^ man 
den Satz für die mathematische Darstellung immerhin als partiellen 
Grundsatz aufstellen, wenn man sich nur seiner Znsammengehörigkeit 
mit jenem ersten Grundsatze bewusst bleibt*). 

Für die weitere Entwickelung bedienen wir uns hier, um zwei 
Grössen als gleich und gleichläufig zu bezeichnen, eines Zeichens (41=), 
welches aus dem des Gleichen (=) und des Parallelen ( {| ) kom- 
binirt ist. 

Wenn nun zwei Strecken AB und ^'^- ^' 

JSC entgegengesetzt sind mit zwei andern ; :? i 7 

DM und EF (vgl. Fig. 6), so dass also / /' 

AB^ED, BC#FE ; / // /' 

ist, so muas nach dem zweiten Grund- / .-'' / ,' _.' 3, 

satze auch AC entgegengesetzt mit DF, j / j l / 

das heisst J- ^ .!' 

(3A # BF 3 

sein. FUUt also C auf T), so muss auch CA auf T>F, also A auf F 
fallen, mid die vier Strecken bilden ein Viereck ABCE. Also „wenn 



*) Ueberhaupt ist die Zerspaltung in möglichet besondere Grundsätze der 
mathematischen Methode eigeiitlivimlich. und förderlich, vgl. auch Einleitung St. 1'6. 
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von den vier stetig naeh einander bescliriebenen Seiten eines Vierecks 
zwei einander entgegengesetzt sind, so sind es auch die beiden an- 
dern *)". Oder wenn ein beliebiges räumlicbes Gebilde, sich selbst 
parallel bleibend, so fortschreitet, dasa Ein Punkt eine gerade Linie 
beschreibt, so beschreiben auch alle übrigen Punkte gerade Linien, 
■welche mit der ersteren gleichläufig und gleich sind. 

Hieraus ergiebt sich leicht, dass, wenn zwei parallele Linien von 
einer dritten geschnitten werden, und man mit dieser dritten eine 
Parallele zieht, welche die eine jener parallelen Linien schneidet, sie 
auch die andere schneiden muss (und auf diese Weise ein Viereck 
bildet, in welchem die gegenüberstehenden Seiten gleich lang sind), 
oder allgemeiner: wenn man eine Ebene dadurch erzeugt, dass man 
von allen Punkten einer zu Grunde gelegten geraden Linie Parallele 
zieht, so wird jede gerade Linie, welche von einem Punkte der Ebene 
mit der zu Grunde gelegten Linie parallel gezogen wird, ganz in die 
Ebene fallen. Nennen wir die Richtung der zu Grunde gelegten Linie 
und die der von ihr aus gezogenen Parallelen die Grundrichtungen der 
Ebene, so können wir sagen, dasa jede gerade Linie, welche von einem 
Punkte der Ebene nach einer ihrer Grundrichtungen gezogen wird, 
ganz in dieselbe falle. 

Hieraus läast sich endlich folgern, dass jede gerade Linie, welche 
zwei Punkte der Ebene verbindet, ganz in dieselbe fällt. Der Beweis 
kann ganz analog der Darstellung in der abstrakten Wissenschaft, wie 
sie in § 18 gegeben ist, geführt werden. Wenn nämlich auch hier aus 
einem Punkt der Ebene « ein anderer ß derselben Ebene, durch die 
39 Portbewegungen a und b, welche den j Grundrichtungen augehören, 
erzeugt wird, so kann man durch Wiederholung dieser und der ent- 
39 gegengesetzten Fortbewegungen, ( ganz eben so wie es in § 18 gezeigt 
war, eine unendliche Reihe von Punkten erzeugen, welche alle in Einer 
geraden Linie liegen und der gegebenen Ebene angehören; indem man 
dann ß an a sieb stetig anscbliessen lässt, erhält man jene gerade 
Linie in ihrer Vollständigkeit, und indem man endlich den Begriff des 
Entsprechenden auf gleiche Weise wie dort anwendet, ao kann man 
eine gerade Linie erzeugen, welche zwei beliebige in der Ebene ge- 
gebene Punkte verbindet und ganz in der Ebene liegt. Da nun zwischen 
zwei Punkten nur Eine gerade Linie möglich ist, so muss auch jede 

*) Hierbei ist immer festauhalten, dasa nach dem Obigen unter entgegen- 
gesetzten Strecken immer gleiche, aber gegenläufige veratanden sind. Der SatK 
in der Form; „sind in einem Vierecke awei Selten parallel und gleieh, so sind es 
anoh die beiden andern," iat nicht mehr allgemein richtig, wenn man anch Vier- 
ecke mit sich schneidenden Seiten annimmt. 
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gerade Linie, welche zwei Punkte der Ebene ■veiViindet mit dei \ ilier 
zwischen denselben Punkten eizeugten zufiammenfallen, also aiith ginz 
in die Ebene fallen. Diese Andeutungen mögen genügen um einen 
vorläufigen Begriff zu geben von einem wi'äsenschpttlicben Antin^iL rlci 
Geometrie*). 

§ 24. Geometrische Aufgaben unä Sätze; Mitte zwischen 
mehreren Punkten. 

Wir schliessen hieran eine ßeihe von geometrischen Aufgaben, 
welche sich durch die in diesem Kapitel gegebene Methode losen lassen, 
und setzen dabei, ohne die Anwendung des Zirkels zu gestatten, nur 
voraus, dass man durch zwei Punkte, unter welchen auch ein unendlich 
entfernter sich befinden darf, eine gerade Linie, und durch drei Punkte, 
die nicht in gerader Linie liegen, eine Ebene zu legen vermöge. Indem 
wir sagen, dass im ersten Falle Tmter den beiden Punkten auch einer 
unendlich entfernt sein dürfe, so wollen wir damit die Forderung aus- 
drücken, mit einer gegebenen geraden Linie eine Parallele zu zieHou. 
Die genannten Forderungen sind überhaupt die einzigen, die wir für 
den Theil der Geometrie, welcher dem ersten Theile unserer Wissen- 
schaft entspricht, aufstellen**). 




Aufgabe 1. Eine Strecke ÄX zu zeichnen, welche emei tfegebenen 4' 
BC gleich und gleichläufig ist (vgl. Fig. 7 a und 7 b) 

Auflösung, Man ziehe AD parallel Bü und VE paialM BA, 
so ist der Durchschnittsptmkt dieser beiden Linien dei gesuchte 
Punkt X. Liegt ins besondere der Punkt Ä in dei geiaden Linie 
BC, so nehme man einen Punkt J) ausserhalb dijrselben, mache 
nachdem soeben angegebenen Verfahren 2)E#ß6'und AF:^ DE, 
so ist F der gesuchte Punkt X. 

*) Vgl; zu dieeem gfuiaen Äbsobnitt {§ 16 — 23) den Anhang I „Ueber das 
Terhältniss der iiichtoiiklidischyn Goometric Kur Ausdelinnngslelirc". (1877.) 

■"*) Man pflegt die I'orderung, mit einer gegebenen Linie eine Parallele xa 
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Aiifgal)e 2. Eine Strecke in beliebig viele gleiche Tbeile zu theilen. 

Die Auflösung kann vermittekt der in der vorigen 

'^ ■ Aufgabe gegebenen Konstruktion auf die gewohn- 

yl j liehe Auflösung zurückgeführt werden. 
y-"'^ / / Aufgabe 3, Den Punkt X zu fmden, welcher 
^'' / / der Gleichung 

^ ^ l [/IX] == [B(7\ + \DE] 

^ . r genügt*) (vgl. Fig. 8). 

Auflösung. Man macht ÄF 41- -ßO luid 
FG ^. DE, so ist Cr der geeuchte Punkt 
Aufgabe 4. Den Punkt X zu finden, welcher der Gleichung 

\AX\-{IW-\ -\I)E\ 



Pur die folgenden Sätze und Aufgaben will ich ein Paar neue Be- 
nennungen einführen, welche zur Erleichterung der Aus drucks weise 
wesenthch sind. Nämlich uater der Abweichung des Punktes A von 
eiaem andern B verstehe ich die Strecke BA mit Festhaltung ihrer 
Richtung und Länge, und unter der Gesammtabweichimg eines Punktes li 
von einer Punktreihe A, B, C, . . . verstehe ich die Summe der Ab- 
weichungen jenes Punktes von den einzelnen Punkten dieser Reihe, 
also die Summe 

[An] + \B«\ + \OR] + ---, 

wobei, wie sich von selbst versteht, der im Vorigen entwickelte Be- 
griff der Summe zu Grunde gelegt ist. Hieraus ist von selbst klar, 
daes die Gesammtab weichung einer Punktreihe A, B, C , , . von einem 
Punkte R durch die Summe 

{liA^ + [-R-B] + vim + - - ■ 

1 nihtmtintdiPtltedGmt f hm 11 lil 

dlb hlmillPUdFdruwPltdli 

in g d Lau bm 1 "W 11 m d F d mg m ht t 1 hin 

blhtlEeh St unlAfeb wllv hll flZh 

\ Lin b h nk gJ, zli h mfru Mb l m mau d mi bt 

mldP]kt abtt bwlbj Ibl tf-ntP mkte 

U dbhnik knn dmgkhrt 

)Ibbl mhbidmd btkteW haft g fühlt 

B h g d St k d m h t f4I 1 8t k t 1 t h Ite 

EhtgdL thwllbl Iflhlt 1 hwl 

d g wöiml h t 

) Vgl d A ( ) 
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dargestellt wirrl. Nun taiin ich ans einer Gleidinng 

(1) [JjS] + [Ci)] + |,BFJ + •■■-(), 

indem ich statt \_AB] nacli deni siUgemeinen Begriff der Summe (§ l'J) 41 
schreibe [AB] + {RS} oder lliB]-~[BA], und ebenso statt [CD] 
den Ausdruck [BI}'\ — \_BC\ einführe und ao weiter, und indem ich 
dann [B^i], [_BC], . . . mit umgekehrtem Zeichen auf die andere Seite 
bringe, die Gleiehur^ ableiten: 

(2) [Hi] + [iiCJ + (B£] + ...-[BB] + [IU)J + [EFl+ , 

WO beide Seiten gleich viel Glieder haben. Die^e so einlache Um- 
gestaltung führt direkt zu einer Reihe der schönsten und emfdehsten 
Sätze, wenn man nur noch bedenkt, dass mau aus der zweiti-n Glei- 
chung durch das rückgängige Verfahren wieder die erste gewinnen 
kann. Nämlich erstens: 

Wenn die QesammtahwdcJmng eines Funkten B von einer Bimkt- 
reihe, gleich der Gesammtabweichvmg desselhem Punktes von einer andern 
Bunkireike ist, welche aber ä>en so viel Funkte enthält, wie jene erste: so 
gilt dasselbe auch fiir jeden cmdem FhmM, der statt B gesellt werden 
mag, imä es ist femer die Summe der Strecken, welche von den Funkten 
der einen Beike nach den entsprechenden der andern gesogen werden, gleich 
Null, wie inan auch ™»jer jene beiden Funktreihen als entsprechend 
setzen möge. 
Ferner : 

Wenn die Summe inehrerer (m) Strecken null ist, so bleibt die Summe 
auch null, wenn man die Anfangspunkte, oder auch die JEn^mhte be- 
li^ng unter sich vertauscht (gum Beispiel statt AB und CD set^t AD 
und CB), und mgleich ist die Gesammt<ä>weichung der Endpunkte von 
jedem beliebigen Punkte B stets gleich der Qesamnüahimchang der An- 
fangspunkte von demselben Funkte B. 

Als besondere FäUe dieser allgemeinen Sätze erscheinen die, wo 
einige Punkte oder alle Punkte der einen oder der andern Reihe ku- 
sammenf allen. Fallen alle m Punkte der einen Reihe in einen Punkt S 
zusammen, so haben wir nun, da die Gesammtabweichung dieser m 
Punkte gleich der iw-fachen Abweichung des einen Punktes S ist, die 
Sätze in folgender Gestalt; 

l^enn die Gesammtabtveichmtg einer Beihe, welche m Funkte ent- 
hält, von einem Punkte B, gleich ist der m-fachen Abweichung eines 
Punktes S von demselben Funkte B, so gilt dasselbe auch \ in Bcsug auf 42 
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jeden anäern PiinM äer statt B yesetct weräm mag, imd dit Gesammt- 
t^wetchung jenet FunltretJie imi dem Pmlte S ist null 
und umgelieliit 

Menn die Gesammtälmeiclmug eines Punlks S von emei Reute von 
n Funllen null tit, so tst die O-ebammtaiweichung ngend emes Punktes B 
i<n jenei Ei' he gleich de} m fnelieit ■ihiieichnng deij-^elben Punktes 
lon S 

Ana drm lebzten Satze fol^ dass e'i msaer dem I unkte S keinen 
mdem gebe welchei derselben Bedingung genüge ■wii können ihn 
daher mit emem einfachen Namen bezeichnen und nennen ihn die 
Mitte jenei Punktieilie*) Es ist also untei der Mitte einer Punkt- 
reihe derjenige Punkt verstanden, dessen Gesammtabweichung von jener 
Eeihe null ist. Aus dem ersten dieser beiden Sätze ergiebt sich eine 
höchst einfache Konstruktion der Mitte. Nämlich ist die Mitte zwischen 
m Punkten zu suchen, so ziehe man von irgend einem Punkte B die 
Strecken nach diesen Punkten, imd mache RS gleich dem m-ten Tbeil 
von der Summe dieser Strecken (nach Aufgabe 3 und 2), so ist S die 
Mitte. , Läsat man bei allen früheren Sätzen noch einige Punkte zu- 
sammenfallen, so erhält man mehrfache Punkte, oder Punkte init zu- 
gehörigen Koefficienten, und für sie gelten noch immer dieselben Sätze, 
zum Beispiel: Sind m Punkte Aj^ . . . A^ mit den zugehörigen Koeffi- 
cienten «^ . . . ß„ und n Punkte B, . . . B„ mit den zugehörigen Koef- 
ficienten ß^ ... ß„ gegeben, und ist zugleich 

«, + •■■ + «,- ft H 1- ß., 

90 wird immer, wenn die Gesammtabweichung des ersten Vereins von 
irgend einem Punkte R gleich der des zweiten von demselben Punkte, 
das heisst 

«, [J!^J + ■ ■ ■ + ".[E^.,] - (i, [Ki'J + ■■■ + /!,. [Bi'J 
ist, dasselbe auch gelten für jeden andern Punkt, der statt B gesetzt 
werden mag. — Und auf gleiche Weise könnten auch die übrigen 
Sätze umgestaltet werden. 

Wir haben hier, um sogleich eine Ucbersicht zu geben, vorge- 
43 griffen, indem wir den Begriff der | Zahl mit aufgenommen haben, von 
dem in der abstrakten Wissenschaft bisher noch nicht die Bede sein 
konnte. 

*) loh habe mich über den Gebrauch dieses Namens statt des sonst üblichen 
des Centrumeder mittleren Entfernungen schon anderweitig gereohtfertigt (Grell e'a 
JoYurnal für die reine und angewandte Mathematik Bd. XXIV). [In der Ab- 
hacdliing: Theorie der Centralen, s. dort insbeBondere S. 271.] 
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§ 25. Die Neutonaohen Grundgesetze der Mechanik. 

Die Anwendung unserer Wissenscliaft auf die Statik und Me- 
chanik ist vorzugsweise geeignet, die Bedeutung derselben ans Licht 
treten zu lassen. 

Betrachten wir zuerst, um das Ganze von Anfang an zu begründen, 
die Neuton' sehen Grundgesetze, so besteht das erste*) aus zwei un- 
gleichartigen Theilen, deren ersterer, dass nämlich jeder ruhende Körper 
im Zustande der Buhe bleibt, bis eine Kraft ihn in Bewegung setzt, 
in dem Begriffe der Kraft, als Ursache der Bewegung, liegt, wahrend 
der andere Theil aussagt, dass jeder bewegte Körper, so lange keine 
Kräfte auf ihn einwirken, dieselbe Bewegung beibehält, das heisst dass 
er in gleichen Zeiten stets gleiche Strecken (im Sinne unserer Wissen- 
schaft, also gleich lange und gleichläufige) heschreibt. Da diese fort- 
gesetzte Bewegung als eine fortdauernde Kraft erscheint, so können 
wir dies Gesetz noch einfacher so ausdrücken: 

Jede Einwirkung einer Kraft auf die Materie ist sogleich die Mit- 
tkeüung einer sich selbst stets gleich bleibenden (das heisst gleich stark 
lind parallel blähenden) Kraft an dieselbe. 

Diese mitgetheilte und nach der Mittheilung der Materie einwoh- 
nende Kraft ist demnach wohl zu unterscheiden von der Kraft, welche 
auf die Materie einwirkt (ihren Sitz also anderswo hat). 

Das zweite Neuton' sehe Grundgesetz**) enthält ebenfalls zwei 
ungleichartige Theile, und jeder derselben enthält eine Grundvoraus- 
setzung, welche aber in dem Neuton'schen Ausdrucke des Satzes etwas 
versteckt liegt. Nämlich ausser dem Zusammenhange betrachtet, scheint 
der Satz weiter nichts aussagen zu wollen, als dass, wenn verschie- 
dene Kräfte auf dasselbe Theilchen wirkend gedacht werden, die mit- 
getheilten Bewegungen den Kräften proportional und gleichgerichtet 
seien; allein dies wäre kein | Grundgesetz, sondern bloss die Anwen- 44 
düng des Begriffs der Kraft, indem die Kraft als supponirte Ursache 
der Bewegung nur durch diese bestimmt und gemessen werden kann. 
Aber dass dies auch nicht der Sinn jenes Satzes sein soll, ergiebt sich 
aus dem Zusammenhange, und es zeigt sieh, dass derselbe einestheüs 
aussagen soU, wie dieselbe Kraft auf verschiedene Massen wirkt, und 

*) „Corpus omne perBeverare in, statu sno quieseendi vel moveudi miiformiter 
itt directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum ülum mutare." 
Newton, philOBOphiae naturalis principia mathematica, Lex I. 

•*) „Mutationem motua propoi-tionalem esse vi motiici impressae, et fieri se- 
cundum liaeam rectam, c[iia vis illa imprimitur." 
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andemtheils, wie dieselbe Kraft auf denselben Korper m veibcbiedenen 
Zuständen seiner Bewegung wirkb, das heilst wie die einwirkende Kraft 
sieb mit einer andern, die dem Köipei =cbon einwohnt, verbindet 
Dies letztere wird so ausgedrückt, dass dmn die Verandeiung dei Be 
wegung in der Richtung, in welcher die Kiaft wirkt, und ihi propoi 
tional erfolge. Fasst man diesen Begiiff der Verandeiung dei ein 
wohnenden Kraft durch die hinzutretende genauer auf, ^o ist «-i nichts 
anderes, als was wir unter der Addition veistanden, sobald wn ans 
die Kräfte als Strecken vorstellen. Wii fas'^en tlahei diesen Theil dc^ 



Zwei demselben I'iinkte mUgethälte Kiafie stimmiieu SJrJi 
Der andere Theil jenes Gesetzes verwandelt sich wenn wir das aus 
scheiden, was schon im Begriff der Krift hegt, odei aus ihm geiolgeii 
werden kann, in das Grundgesetz: 

Zwei materielle Theilchen, welche von irgend emet bewegenden Kraft 
gleiche Einwirkungen erleiden, erleiden aiiih iluich jede andeie Icitegende 
Kraß gleiche Einwirkungen. 

Zwei solche Theilchen, die wir uns ils Funkt«- rdei ils Theik 
von unendlich bleiner Ausdehnung voistellen l'-onueii, ne]n]e)i wii d im 
an Masse gleich, 

Daes dies Gesetz die eigentliche Grundlage ist von jenem Iheil 
des Neuton'schen Grundgesetzes, würde 6iuh duiuh eine genaue Anxly^e 
desselben leicht ergeben, der Nachweis wurde mich jedoch hiei zu 
weit führen. Doch ist es wichtig, zu bemerken, wie wii hierduich zu 
einem bestimmten und allgemeinen Masa dei Kiafte gelangen, indem 
wir die Kraft gleich setzen können der btrecke, welche em materielles 
Theilchen, dessen Masse als Einheit der Mas=(en zu Giimde gelegt ist, 
in der Zeiteinheit besehreibt, wenn jene Kiaft ihm dauernd einwohnt, 
das heisst die Kraft, welche der Ma.sseneinheit einwohnt, ist gleich 
ihrer ( 



j Das dritte Neuton'sche Gesetz endlich, von der | Gleichkeit der 

Wirkung und Gegenwirkung*), können wir so ausdrücken: 

Wenn iswei Theilchen von gleicher Masse auf einandej- wvrTien, so 
Mmbt die Summe ihrer Bewegwtgen stets dieselbe, als wenn sie nicht auf 
einander wirhteii. 

Es ist übrigens klar, wie die vier soeben dargestellten Gesetze 
von der Beharrung, der Summation der Kräfte, der gleichen Masse und 

*) Actioni contrariam semper et aequalem esse reactioiiem; sive corporum 
duorum. actiones in se mutno eemper esse aequales et in partes contrarias diiigi. 
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§ 26. GeaammtlDewegWiig , Bewegung des Sohwerpunkts, 
Daher können wir (lurch Kombination dieser Sätze sogleich den 
allgemeinen Satz auf stellen : 

Die Gesammthraft {oder die Qesammtbewegtmg), die einem Verein 
von materiellen Theilcken m irgend einer Zeit einwohnt, ist die Smnme aus 
der Gesammikraft {oder der Gesammthewegung), die iJvm m irgend einer 
früheren Zeit einwohnte, imd den sämmtliehen Kräften, die iJitn in der 
Zwischeitseit von aussen mügeiheilt sind; wenn nämlich alle Kräfte als 
Sirecken aufgefasst werden w« himstanter Richtung und Länge, und auf 
an Masse gleiche Punkte hesogeii wcrdmi. 

Die einwohnende Kraft und die einwohnende Bewegung sind näm- 
lich nach dem vorigen Paragraphen identisch. — Der Beweis dieses 
Satzes hegt in den Gfrundgeaetzen, wie wir sie vermittelst der Begriffe 
unserer Wissenschaft umgestaltet haben, vollständig vorbereitet. Jede 
einzelne Kraft erhält sieh, jede neu einwirkende Kraft summirt sich, 
und die gegenseitigen Kräfte je zweier Punkte von gleicher Masse 
ändern die Geaammtkraft beider Punkte nicht, also ändern auch che 46 
sämmthchen gegenseitigen Kräfte des ganzen Punktvereins die Ge- 
aammtkraft desselben nicht. 

Eine specielle Folgerung dieses Satzes ist die, dass, so lange keine 
Kraft von aussen hinzutritt, die Gesammtkraft, oder die Gesammt- 
bewegung, die dem Verein einwolmt, konstant bleibt. Ist p die Ge- 
sammtkraft, die eiuem Verein von m an Masse gleichen Punkten, deren 
Masse wir als Einheit zu Grunde legen, zu irgend einer Zeit einwohnt, 
und ß^ . . , «,„ sind die Lagen dieser Punkte zu jener Zeit, und jS, . . . ß™ 
sind die Lagen, worin dieselben nach Verlauf einer Zeiteinheit über- 
gehen wurden, wenn die Gesammtkraft konstant bliebe, so haben wir 
die Gleichung 
(1) [«,AJ + -" + [«.,«-!'. 
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Wir wollen nun alles auf einen Punkt des Systems beziehen, den wir 
aber vorläufig noch ganz unbestimmt lassen, und nachher so bestim- 
men wollen, dass seine Bewegung sich -vollständig ergiebt. Es habe 
dieser Punkt zu jener Zeit die Lage a; bei konstanter Gesammtkraft 
gehe nach einer Zeiteinheit k in ^ über, so hat man 

Kft] - [..«] + [«n + [w.i 

nach der allgemeinen Definition der Summe. Da. nun, wenn man auf 

diese Weise ia alle Glieder der Gleichung (1) substituirt, [aß] selbst 

«i-mal vorkommt, so erhält man 

(2) ([«,«] + . ■ ■ + W„M) + '"[«/5J + {[ßß, ] + ■■■ + [(3 W) --= }>■ 

Bestimmen wir mm den Punkt a als Mitte der Punkte k, . . . «,„ , und 

ß als die Mitte von ß^ .. . ß^, so fallen die Summenglieder weg, weil 

die Gesammtabweiehung einer Punktreihe von ihrer Mitte nach § 24 

null ist, unfl man hat 

(d) m{iß\==i> oder l<^li]-^ 

das heisst, wenn mi htatt des Nimen^ dei Mitte den in dei Statik 

uhhcheu des Schweipunktes eintuhien, und m die Mibse des giuzen 

Veiems nennen 

Der Weg, den di^ Schivetymilt Dt det Zeiteinheit he^chteiben wiirdi, 
wenn die dem Vemn einwohnende Gesamnithraft tvakiend detselbm loti 
sfet«( hliele, 

oder kürzer ausgedrückt 
die Geschwindigkeit des Schwerpunktes ist yleich der Gesammilcraß, 
dividirt durdi die Masse. 

Da nun dieselbe Gleichung (3) auch stattfinden würde, wenn 

ii sämmtlichem Punkte in einem Punkte vereinigt wären, so kann man sagen; 

Die Bewegung des Schwerpunktes eines Systems ist dieselbe, als oh 

die gesammte Masse ihm eimvohnte, und sämmtliche Kräfte, die auf das 

System mrhen, auf ihn alMn einwirkten. 

§ 27. Bemerkung über die Anweiidliarkeit der neuen Analyse. 
Mit dieser so höchst einfachen Beweisführung ist alles dargestellt, 
was in den bisherigen Lehrbüchern der Mechanik vermittelst weitlä,u- 
figer Rechnimgsapparate abgeleitet wird, und was wir zum Beispiel in 
La Grange, Mecanique analytiquep.4?>—4i und 257—262 der letzten 
Ausgabe*) entwickelt finden. — Und unsere Entwickelung würde noch 

■*) [Gemeint ist der 1. Band und zwar in der Ausgabe von 1811, s. Oeuvres 
de Lagrange Bd. XI, Die angeführten Stellen .sind: I partie, seotion III, § i und 
ir partie, Beotion III, § 1.] 
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einfacher ausgefallen sein, wenn wir vms der in den folgenden Kapiteln 
entwickelten Begriffe und Reclinvmgsgesetze hätten bedienen können. 

Aber der wesentlichste Vorzug unserer Methode ist nicht der 
der Kürze, sondern vielmehr der, dass jeder Fortschritt in der Rech- 
nung zugleich der reine Ausdruck des begrifflichen Fortschreitens ist, 
während bei der bisherigen Methode der Begriff durch Einführung 
dreier willkührlicher Koordinatenaxen gänzhch in den Hintergrund ge- 
stellt wird. Und ich kann hoffen, schon durch die hier gegebene Ent- 
wickelung diesen Vorzug der neuen Analyse zur Anschauung gebracht 
zu haben, obgleich derselbe bei jedem Fortsehritt in unserer Wissen- 
schaft in ein immer helleres Licht treten wird, und erat nach Voll- 
endung des Ga.nzen in seiner vollen Klarheit hervortreten kann. 



Zweites Kapitel, 

Die ilussei-e Multiplikation der Stref^keii. 

§ 28 — 30. Erzeagniss der Fottfaewegung in der Geometrie, 
vorbereitende Betrachtung . 

§ 28. 
Wir gehen zuerst von der Geometrie aus, um aus ihr die Ana- 
logie zu gewinnen, nach welcher die abstrakte Wissenschaft fort- 
schreiten muss, und sogleich eine anschauliche Idee vor Augen zu 
haben, welche uns durch die unbekannten und oft beschwerlichen Wege 
der abstrakten Entwickelung geleite. Wir gelangen von der Strecke 
zu einem räumlichen Gebilde höherer Stufe, wenn wir die ganze Strecke, 
das heisst jeden Punkt derselben | eine neue der erafceren ungleichartige 4! 
Strecke beschreiben lassen, so dass also alle Punkte eine gleiche 
Strecke konstruiren. Der so erzeugte Flächenraura hat die Gestalt 
eines Spatheeks (Parallelogramms). Setzen wir nun zwei solche Fläehen- 
ränme, die derselben Ebene angehören, als gleich bezeichnet, wemi 
man beim Uebergang aus der Richtung der bewegten Strecke in die 
Richtung der durch die Bewegung konstruirten, beidemale nach der- 
selben Seite hin (zum Beispiel beidemale nach links hin) abbiegen 
muss, als ungleich bezeichnet, wenn nach entgegengesetzter, so ergiebt 
sich sogleich nachstehendes eben so einfache als allgemeine Gesetz: 

Wenn in der Ebene eine Strecke sich nach einatuier wm beliebige 
Streclcen fortbewegt, so ist der gesammte dadurch heschriebme Flächmravm 
{wenm man die Vorzeichen der einseinen Flächentheile in der angegebenen 
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Weise seist) ebm so gro'i-i, als ob \it tnh um du Bumme jmo Biuilim 
fortbewegt hätte. 
Oder: 

Wenn in der Ehaxe eine Strecke sich mmschm swei festen Parallelen 
fortbewegt, so dass sie su Anfang in der einen, mletst in der andern 
liegt, so ist der dadurch erzeugte gesummte Flächenraum stets gleich gross, 
auf welchem {^geraden oder gebrochenen) Wege sie sich auch dahin bewegt 
haben mag, sobald man mir das angenommene Zeichengesets festhält. 

Dieser Satz folgt immitfcelbar aua dem bekamiten Satze, dass Pa- 
rallelogramme, die von derselben Grundseite aus bis nach derselben 
Parallelen hin sich erstrecken, gleichen FläcLenraum haben. Wie hieraus 
jener Satz hervorgeht, ergiebt sich leicht aus 
der Figur (vgl Fig. 9). Betrachtet man näm- 
lich zuerst die unendlichen geraden Linien 
ab und cd als die festen Parallelen, uud ver- 
gleicht die Flächenräume, welche entstehen, 
wenn sich ab einerseits um die Strecke ac, 
andererseits um die gebrochene Linie aee 
bewegt, so iafc der Anblick der Figur hin- 
reichend, um sich vermittelst des angeführten 
Satzes von deren Gleichheit zu Überzeugen. Aber ebenso, wenn man 
die Parallelen ah und ef als die festen betrachtet, und die Flächen- 
räume vergleicht, welche entstehen, wenn sich ab einestheils um ae, 
anderntheils um uc und dann um ce fortbewegt, so überzeugt man 
49 sich leicht von der Richtigkeit | des obigen Satzes auch für diesen Fall, 
wenn man nur festhält, dass die Flächenräume, welche durch Be- 
wegimg der Strecke ah nach den Richtungen ac und ce entstehen, 
entgegengesetzt bezeichnet sind, zu ihrer Summe also den Unterschied 
der absoluten Fiachenräume haben. Daraus fliesst dann durch wieder- 
holte Anwendung der zu erweisende Satz. 




§29. 
Es ist an sich klar, dass die angeführten Sätze (aus < 
Gründen) auch gelten, wenn man in den Spathecken, aber dann auch 
in allen gleichzeitig, die bewegte Seite und die die Bewegung messende 
gegen einander austauscht. Also hat man den Satz: 

Der Flächenraum, den in der Ebene eine gehrodicne Linie beschreibt, 
ist gleich dem der geraden Linie, welche mit jener gleichen Anfangspmikt 
und EndpwHd hat, 
oder: 
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Der gesummte Fläckenraum, den in dmr Ebene die Seiten einer ge- 
schlossenen Figur hei ihrer Fortbewegung beschreiben, ist allemal null. 

Aus den Sätzen dieses und des vorigen Paragraphen folgt, ver- 
mittelst der in der allgemeinen Formenlelire (§ 9) entwickelten Be- 
griffe, dasa diejenige Verknüpfimg der beiden Strecken a und h, deren 
Ergebniss der durch die Bewegung der ersten um die zweite erzeugte 
Wachenraum ist, eine multiplikative sei, weil, wie sieh sogleich zeigt, 
diejenige Beziehung zur Addition für sie gilt, welche eine Verknüpfung 
als multiplikative bestimmt Nämlich wählen wir für den Augenblick 
noch das allgemeine Verknüpf ungs zeichen (■i) zur Bezeichnung jener 
Verknflpfungs weise, und schreiben die bewegte Strecke voran, so hat 
man iia.ch dem vorigen Paragraphen 

ö"(6-f-c) = a'^i-|-«'^c 
und nach den Sätzen dieses Paragraphen 

{h-\-c)'^a^hr>a-{-C'^a, 
Und dies waren nach § 9 die Beziehungen, welche eine Verknüpfmig 
als multiplikative bestimmen. Die besondere Eigenthümlichkeifc dieser 
Multiplikation und die da.rauf begründete Beuennungs- und Bezeich- 
nungsweise wollen wir in der streng wisseji schaftliehe ii Darstellung 
augeben. 

§ 30. 
In der hier dargestellten Beziehung liegt die beredteste j Recht- 
fertigung des von uns im vorigen Kapitel aufgestellten Additions- 
begriffes. 

In der That, wenn man eine Gleichung hat, deren Glieder Strecken 
in derselben Ebene, aber von uiigleieher Richtung sind, und welche 
nicht mehr gilt, wenn man statt der Strecken ihre Längen setzt, und 
so die Grleichung zu einer algebraischen ma«ht, so können wir diese 
scheinbare Disharmonie zwischen geometrischen und algebraischen Glei- 
chungen sogleich aufheben, wenn wir das ganze System jener Strecken 
in derselben Ebene fortbewegen, und die dadurch entstehenden Elächen- 
räume in die Gleichung einführen, oder anders ausgedrückt, wenn wir 
die Gleichung mit einer Strecke derselben Ebene multipliciren. Für 
die so entstehenden Flächenräume gilt nun, wie wir soeben nach- 
wiesen, die angenommene Gleichung auch in algebraischer Weise, so- 
bald man nur das angegebene Zeichengesetz beobachtet. Auch ist klar, 
dass erst jetzt, da die Plächenräume als Theile derselben Ebene ein- 
ander gleichartig geworden sind, der Begi'iff der algebraischen Addition 
anwendbar sein kann. 
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Jene scheinbare Disharmonie besteht indessen noch fort, wenn 
die Strecken nicht alle in einer Ebene liegen, eben weil dann die 
durch Fortbewegung entstandenen Fi'äehenräume auch Terschiedenen 
Ebenen angehören, und also selbst noch als verschiedenartig angesehen 
werden müssen. Offenbar wird diese Versehiedenartigteit nun aber 
aufgehoben, wenn man die Gesammtheit jener Fläehenräume noch nach 
einer andern Richtung bewegt, nnd die dadurch entstehenden Körper- 
ränme betrachtet, da diese, als demselben Einen unendlichen Räume 
angehörig, einander gleichartig sind. Und man übersieht leicht genug, 
dasa, wenn man von der Gleichheit der Spathe (Parallel epipe da) *), 
welche zwischen denselben parallelen Ebenen liegen, ausgeht, man auf 
gleiche Weise für sie, wie vorher für die Spathecke (Parallelogramme) 
die algebraische Gültigkeit der auf die angegebene Weise entstandenen 
Gleichungen beweisen, und überhaupt die den obigen entsprechenden 
Sätze aufstellen kann. Nachdem wir so den Begriff der Multiplikation 
für die Geometrie zur Anschauung gebracht haben, so können wir nun 
^. zu unserer | Wissenschaft zurückkehren, | um in ihr den rein abstrakten, 
von aller Betrachtung des Raumes Linahhängigen Weg zu verfolgen. 



A. Theoretische Entwickelung. 
§ 31. Erzeugung von Ausdehnungen höherer Stufen. 

Im ersten Kapitel betrachteten wir die Ausdehnungen, wie sie 
durch einfache Erzeugung aus dem Elemente hervorgingen; und die 
Verknüpfung dieser Ausdehnungen, sofern dadurch wieder Ausdehnungen 
derselben Gattung, das heisst solche, die ihrerseits wieder durch ein- 
fache Erzeugung aus dem Elemente ableitbar sind, entstanden, haben 
wir vollständig der Betrachtung unterworfen, und nacl^ewiesen, dass 
dieselbe als Addition oder Subtraktion aufzufassen sei. Die weitere 
Entwickelung fordei't also die Erzeugung neuer Gattungen der Aus- 
dehnung. Die Art dieser Erzeugung ergiebt sich sogleich analog der 
Art, wie aus dem Elemente die Ausdehnui^ erster Stufe erzeugt wurde, 
indem mau nun auf gleiche Weise die sämmtlichen Elemente einer 
Strecke wiederum einer andern Erzeugung unterwerfen kann; und zwar 
fordert die Einfachheit der ueu zu erzeugenden Grösse die Gleichheit 
der Erzeugungs weise für alle Elemente, das heissfc dass alle Elemente 
jener Strecke « eine gleiche Strecke b besehreiben. Die eine Strecke a 

*) Der Ausdruck Spatli statt Parallelepipedum bedarf woVil kaum niner Ruclit- 
fertiguug; aus ihm ist der Hame Spatheck hergeleitet. 
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erscheint hier als die erzeugende, die andere & als das Mass der Er- 
zeugung, und das Ergebniss der Erzeugung ist, wenn a und 6 ungleich- 
artig sind, ein Theil des durch a und h hestimmten Systemes zweiter 
Stufe, muss also als Ausdehnung zweiter Stufe aufgefasst werden. 

Wollen wir nun, wie ea der Gai^ der Wiseensebaft fordert, daaa 
die Ausdehnung zweiter Stufe zu dem System zweiter Stufe dieselbe 
Beziehung haben soll, wie die Auadehnung erster Stufe zu dem System 
erster Stufe, so muss zuerst das System zweiter Stufe als ein einfaches, 
das heisst aus gleichartigen Theilen bestehendes angesehen, und in 
diesem Sinne die Ausdehnung zweiter Stufe als Theil dieses Systems 
und als wieder Theile desselben in sich enthaltend aufgefasst werden, 
woraus denn folgt, dass zwei Ausdehnungen zweiter Stufe, welche dem- 
selben Systeme zweiter Stufe angehören, als gleichartig erscheinen und 
daher, wenn sie in demselben. Sinne erzeugt sind, zur Summe die Ver- 
einigung beider zu Einem Ganzen haben. Wir bezeichnen nun das auf 
diese Weise aus a und h entstandene Erzeugniss vorläufig, nämlich so 
lange, bis wir die Art dieser Verlmüpfung näher bestimmt haben, mit 
ar,})^ und verstehen vorläufig „unter ß " & , wo ß und h Strecken \ sind, 5i 
diejenige Ausdehnung, welche erzeugt wird, wenn jedes Element von 
(I die Strecke 6 erzeugt, und zwar diese Ausdehnung als ein den übrigen 
gleichartiger Theil des Systemes zweiter Stufe aufgefasst." Diese De- 
finition dehnen wir nun auf beliebig viele Glieder aus, und verstehen 
vorliuhg unter n '- 6 " < " wo «, 6, c beliebig viele, etwa » 

Strecken Bind, diejenige Ausdehnung welche entsteht, wenn jede<< Ele 
ment von a die strecke h erzeugt, jede^ der so entstandenen Elemente 
die Stiecke c er/eugt und so weitei, un'I /wai diese Ausdehnung als 
allen übrigen Theilen desselben Systeme*? i' tei Stufe glfichirtig ge 
setzt. Wir nennen die so erzeugte Ausdehnung eine Ausdehnung 
m-ter Stufe." 



§ 32. Die Äusflelinungen höherer Stufen als Produkte, 
Da die Ausdehnungen «-ter Stufe, sofern sie demselben Systeme 
B-ter Stufe angehören, einander gleichartig gesetzt wurden, so gilt füi' 
ihre Summe der Begriff, den wir in § 8 für die Summe des Gleichartigen 
aufgestellt haben, dass sie nämlich, wenn das Gleichartige auch in 
gleichem (nicht entgegengesetztem) Sinne erzeugt ist, das Ganze sei 
zu dem jene gleichartigen Summanden die Theile bilden. Somit gelten 
auch sämmtliche Gesetze der Addition und Subtraktion für diese Ver- 
knüpfong der gleichartigen Ausdehnungen. Um daher die Beziehung 
der im vorigen Paragraphen dargestellten neuen Verlmüpfungsweise 
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zar Addition aufzufassen, werden wir zunächst die Addition gleich- 
artiger Grössen in Betracht ziehen. 

Es ergieht sieh hier unmittelbar, wenn Ä und A^ zwei gleich- 
artige und zwar auch in gleichem Sinne erzeugte Äusdehnungsgi'össen 
Ton beliebiger Stufe sind, und b eine Strecke dwstellt, dass allemal 

{A + A,)r.b ^ A^h + A,r.b 
istj wo auch, wiederum A " ii und A^r^h gleichartig sind, und wo das 
Verknüpf ungs zeichen die neue Verknüpfungsweise darstellen soll. Da 
nämlich (A -\- A^) da* Granze ist aus A und Aj^, so bedeutet {A -\~ Aj) r^ h 
die Gesammtheit der Elemente, welche entetehen, wenn jedes Element 
von A und von A^ die Strecke h erzeugt, oder, was dasselbe bedeutet, 
wenn jedes Element von A die Strecke h erzeugt und ebenso jedes 
Element von Ä^, das heisst: es ist gleich A'-'h -\- A, --■b. 

Ebenso folgt aber auch, dass 

An(b'i-bj)'=Ar.h+ 1 / 

ist, wenn h und h^ in gleichem Sinne erzeugt suid Utnu 1 '^ (ö -j- &,) 
53 bedeutet die Gesamiatheit der Elemente, welche heivorj^ehen, wenn 
jedes Element von A die Strecke (^+&,) eizeugt, d'js heitat wenn 
jedes Element von A zuerst die Strecke h erzeugt, und dann jedes der 
um b geänderten Elemente von A die Strecke ftj erzeugt Wenn zu- 
erst jedes Element von A die Strecke b erzeugt, so ist die fiesammt- 
heifc der so erzengten Elemente Ar^b; alsdann soll jedes der Elemente 
von A, nachdem es sich um b geändert hat, die Strecke b, erzeugen. 
Nun haben wir aber in | 19 gezeigt, dass, wenn alle Elemente einer 
Strecke sich um gleich viel ändern, die ao hervorgehende Strecke der 
ersteren gleich sei. Dasselbe werden wir nun auch auf Ausdehnungen 
beliebiger Stufen Übertragen können, da diese nämlich als Ver- 
knüpfungen von Strecken dargestellt sind, also als gleich betrachtet 
werden müssen, wenn die Strecken es sind, durch deren Verknüpfung 
sie gebildet sind. Also wird die Ausdehnungsgrösse A, nachdem sich 
alle ihre Elemente um b geändert haben, noch sich selbst gleich ge- 
blieben sein. Wenn also alle Elemente von Ä, nachdem sie sich um 
b geändert haben, die Strecke \ erzeugen, so wird dieselbe Ausdeh- 
nungsgrösse hervorgehen, als wenn alle Elemente von Ä unmittelbar 
die Strecke 6j erzeugt hätten, das heisst, es wird die Ausdehnungs- 
grösse J. " &! hervorgehen. Also werden im Ganzen die Ausdehnungen 
Ar.}) und Ar^b^ erzeugt, und ihre Gesammtheit wird gleich A'^{b-\- 6,) 
sein, das heisst 

An(b-\-b,) = Ar,b-ir Ar^b,. 
Es ist klar, dass man durch wiederholte Anwendung dieses Be- 
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«iehungsgesetzes dasselbe auf belieb^ viele Faktoren ausdelinen Icaim. 
Da dies Gesetz nach § 9 daa Grundgesetz der Multiplikation ist, so 
werden wir sagen, die neue Verknüpfungs weise habe zur Addition des 
in gleichem Sinne erzeugten die multiplikative Beziehung; somit werden 
auch alle daraus abgeleiteten Gesetze (§ 10) hier gelten, und nament- 
lich das Grundgesetz auch bestehen bleiben, wenn einige der Grossen 
negativ, also mit den positiven in entgegengesetztem Sinne erzeugt 
sind. Nun haben wir das in gleichem und das in entgegengesetztem 
Sinne erzeugte unter dem Namen des Gleichartigen zusammengefasst 
(§ 8), und werden also sagen können, unsere Yerknüpfungs weise habe 
überhaupt zur Addition des Gleichartigen die Beziehung, welche der 
Multiplikation im ■ Verh'ältniss zur Addition zukomme *). Hiermit ist 6^ 
nun unsere Verknüpfung nach § 12 als Multiplikation nachgewiesen, 
und wir führen daher für sie auch sogleich die multiplikative Bezeich- 
nung ein. 

Es ergieht sich nun unmittelbar aus dem im vorigen Paragraphen 
gegebenen Begriffe dieser Verknüpfungsweise, „dass ein Produkt, in 
welchem zwei Faktoren gleichartig, oder überhaupt in welchem die 
n Faktoren von einander abhängig sind, das heisst einem System von 
niederer Stufe als der )i-ten angehören, als null zu betrachten ist;" 
hierzu gehört auch der Fall, wo einer der Faktoren null ist, sofern 
einerseits die Null immer als abhängig gedacht werden kann, anderer- 
seits das mit ihr gebildete Produkt null ist. Aber auch umgekehrt 
folgt, „dass, wenn die Faktoren von einander unabhängig sind, da* 
Produkt immer einen geltenden Werth habe," iudem es dann einen 
bestimmten Theü jenes Sysfcemes ii-ter Stufe darstellt. 

Es bleibt uns nur noch übrig, zu zeigen, dass jene Beziehung auch 
für die Addition ungleichartiger Strecken gültig sei. Dies darzuthun 
soll nun die Aufgabe der folgenden Paragraphen sein. 



§ 33, 34. Grundgesetz der äusseren Multiplikation. 
§ 33. 
Diese allgemeine Beziehung beruht bei zwei Faktoren wesentlich 
auf dem Satze, dass wenn b und b^ gleichartige Strecken sind, 

(a -f 6i) . ^ = a . 6, und h . (a -^ h^) = 1 .a 
sei. Es sei, um dies zu erweisen, « = [k/3], wo a und ß Elemente 

*) Vgl. Her überall § 12, wo das gleiche Eingehen der Thoile in die Ver- 
knüpfung zum Prinoip der Bntwiokelimg gemacht ist. 
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sind (ygl. Fig. 10), und 6, = [ßy], also « -j- 1', = {ay] iiacli dm- De- 
finition der Summe (§ 19). Ferner sei 

Nacli dieser Bezeichnung ist nmi die Ausdehnvmg [ceßßicc], wenn wir 
darunter die von den Strecken aß, ßß', ß'a', </cc begränzfce Äusdelmung 
Terstelien, gleich«. & und die Ausdehnung [ßy/a] 
gleich {<xy] . i, das lieisst gleich (a -f- M ■ ^j ''■ii*^ 
die Gleichheit dieser beiden Ausdehnungen bleibt 
also zu erweisen. 

Vermöge der Yorausgc setzten Gleichartigkeit 
Yon J> und h^ sind ß, y, ß', y Elemente desselben 
Sjfitemes erster Stufe, und wenn wir zunächst 
voraussetzen, dass fi und \ auch in gleichem 
Sinne erzeugt sind | (§ S), so ist \ßy\ in gleichem 
Sinne erzeugt mit \y'f\, das heisst y liegt zwischen ß und y"*'), und 
ebenso ist [/3^'] in gleichem Sinne erzeugt mit \_^y'\, weil nämlicli 
dies letztere nach § 19 gleich [^y] ist, also liegt auch ^ zwischen 
denselben beiden Elementen ß und /, und diese letztem sind also die 
äussersten von den genannten vieren. Daraus folgt, dass 

\aß^ii\-^A>^ßy''^\~W&7\ 
und 

\_ayyu\^\uh'A~\^ßy\ 
sei. Nun sind aber die Ausdehnungen [ßjJy] und [a'/^'/] einander gleich, 
weil die letztere aus der ersieren durch Aenderung aller Elemente um 
die Strecke h hervorgeht, und dabei nach § 19 alle Strecken gleich 
bleiben, also auch die Ausdehnungen aweiter Stufe, indem jede solche 
nur eine Gesammtheit von Strecken darstellt. Somit werden auch die 
Ausdehnungen \y.ß^d'\ und [«;';''«'] einander gleich sein, da sie aus 
dem Gleichen auf dieselbe Weise entstanden sind; das heisst 

Dieser Beweis ist zunächst nur für den Fall geführt, dass (i und 
ii in gleichem Sinne erzeugt sind; um die Gültigkeit desselben Ge- 
setzes auch filr ilen Fall der in entgegengesetztem. Sinne erfolgten Er- 
zeugung darznthnu. sei a -f- h^ = c, so ist a ~- c 6, und wir erhalten 

c . ft = (c — öl) . & 
oder 
-(« + (- !■,)) ■ '', 

*) Die Bedeutung des liier gebrauchten bildlichen Ausdrucke in dov ub- 
stiakten Wiaaenscliaft ist wolil au sich klar. 

**) Es ist leicbt üu aeheii, dass dies nur der auf die abati'akte Wisseuschaft 

a Beweis für den entspreohendeik geonietriselieB Sati-. ist. 
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das lißisstj das eben dargestellte Gesetz gilt auch, wenn die eben durch 
ö und 1), bezeichneten Strecken in entgegengesetztem Sinne erzeugt 
sind, also überhaupt, wenn sie gleichartig sind. 

Ganz genau auf dieselbe Weise folgt nun auch, dass, wenn b und 
\ gleichartig sind, auch 

i . {a -{- hj) '= b . a 
sei. Ist iiicr a gleich Nall, so hat man h . b^ gleich Null, das heisst, 
das Produkt zweier gleichartigen Strecken ist null, wie dies auch ans 
dem Begriff unmittelbar hervorgeht. 

§ 34 
Dasselbe lilsst sich nun auch erweisen, wenn in einem Produkte ^^ 
aus mehreren Falitoren irgend zwei auf einander folgende Faktoren 
auf die angegebene Weise zerstüekt sind. Nämlich da das Gleiche mit 
dem Gleichen auf dieselbe Weise verknöpft wieder Gleiches giehfc (| 1), 
so muss auch, wenn P irgend eine Faktorenreihe bezeichnet, 
(« + 60 . 6 . P = a . & . P 

sein. 

Demnächst lässt sich zeigen, daes bei Vertauschung der Faktoren 
der absolute Werth derselbe bleibt. Nämlich a .h .c ... bedeutet 
die Ausdehnung, welche aus einem als Uraprungselement gesetzten 
Elemente dadurch hervorgeht; dass dasselbe zuerst die Strecke a er- 
zeugt, dann jedes Element dieser Strecke die Strecke b, dann jedes so 
entstandene Element die Strecke c erzeig und so weiter. Alle Ele- 
mente der so gebildeten Ausdehnung gehen somit aus dem angenom- 
menen .Uraprungaelemente durch Aendernngen hervor, welche mit 
a, b, c . . . gleichartig sind, aber deren Grösse nicht überschreiten, 
und die Gesammtheit der so erzeugbaren Elemente ist eben jene Aus- 
dehnung. Da es nun auch für's Resultat gleichgültig ist, in welcher 
Reihenfolge diese Aenderungen sich an einander sebliessen (§ 17), so 
wird man von demselben TJrprungselemente aus bei beliebiger Reiben- 
folge der Faktoren a, b, c . . . stets zu derselben Gesammtheit von 
Elementen gelangen, welche die Ausdehnung konstituiren; das beisst 
alle solche Produkte werden denselben absoluten Werth darstellen. 
Es werden also die früher für die ersten beiden Faktoren solcher Pro- 
dukte erwiesenen Gesetze für je zwei andere Faktoren auch gelten, so- 
fern nur die Vorzeichen entsprechend gewählt werden dürfen. 

Die Vorzeichen können nur in so fern wülkührHch gewählt werden, 
als sie noch nicht durch Definitionen bestimmt sind. Auf dieselbe 
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Weise avm, wie wir für zwei Faktoren die Zeichen iinr so wätleji 
konnten, cTass auch dem Zeichen nach 

(ai-\).h = a.'b und 6 . (« + 6,) == !- . a 
■wurde, auf dieselbe Weise werden wir auch, wenn beliebig viele Fak- 
toren vorhergehen, diese Zeiehenbestimmung festhalten, und also nicht 
nur dem absoluten Wertbe nach, sondern auch dem Zeichen nach 
P . (a + &0 . ö = P . ffl . & und P . 6 . (« + 6,) = P . & . « 
57 setzen müssen, wo P ein Produkt von beliebig vielen Faktoren vor- 
stellt. Da dieselbe Beziehung auch fortbesteht, wenn noch beliebig 
viele Faktoren folgen, so haben wir für diese besondere Art der Multi- 
plikation das Gesetz gewonnen, „dass man, wenn ein Faktor einen 
Suüunanden enthält, welcher mit einem der angränzenden Faktoren 
gleichartig ist, diesen Summanden weglassen kann," worin denn schon 
liegt, dass, wenn zwei an einander gränzende Faktoren gleichartig werden, 
das Produkt null wird. 

Dies Giesetz, in Verbindung mit der allgemeinen multiphkativen 
Beziehung zur Addition des Gleichartigen, bedingt alle ferneren Ge- 
setze dieser besonderen Art der Multiplikation, die wir hier betrachten, 
und kann daher als Grundgesetz fßr dieselbe aufgefasst werden. Wir 
nennen diese Äi-t der Multiplikation eine äussere, und wählen als spe- 
cifisches Zeichen für sie den Punkt, während wir das unmittelbare 
Aneinanderschreiben als allgemeine Multip likationsbeaeichnuiig fest- 
halten*). 

§ 35, 3G. Hflupfcgesetae der äusseren Multiplikation. 
§ 35. 
Aus diesem Grundgesetze nun und jenem Beziehungsgesetae leiten 
wir die übrigen Gesetze dieser Multiplikation auf rein formelle Weise ab. 
Man hat darch Kombination beider, wenn f und Q beliebige 
Faktorenreihen, a^ und &, aber Strecken beaeiclmen, die [beziehungs- 
weise] mit a und h gleichartig sind, 

= P.a.h.Q+ P.a,.h.Q 
^F.a.-b.Q + P.(a, + \).b.Q; 

*) Ich habe hier die ia der ersten Auflage gowäWte Besfeichming heibehalten. 
In der Ausdehnungalehre von 18ü2, bo wie in meinen späteren Arbeiten habe ich 
fäv die äussere Multiplikation, wie überhaupt für die auf ein Hauptgebiet heztig- 
liche, die scharfe Klammer als charakteristische Beaeichnui^ gewählt. (1877.) 
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oder da u^ -\- h, jede Stiucke voi'itelleii kann, welohe m rinm durch 
o nnd h bfatimmteu Systeme zweitei btufe hegt (nach dem Begriffe 
dieses Systems*)), so hat man, so lange a, h, c dpmsellien System« 
zweiter Stufe angehören, 

P (« + ej & Q^P.a.l.Q-^F.c.'b.Q; 
das heisst es gilt auch fui diesen l'all uuch die ii,ngemeiiie multi.pli- 
katiye Bnzieliuiig zur Addition. 

Hieraus, nun folgt sogleich, dasa 

P . « . ö . (? = F.l.a.Q 

ist, oder dass nian zwei an einander gränzende Faktoren eines äusseren 58 
Produktes, wenn sie Strecken sind, nur mit Zeichenwechsel vertauschen 
darf. In der That, da 

P.(« + 6).(o + S).(3_0 
ist, weil zwei an einander gränzende Paktoren gleichartig sind, so | er- ös 
hält man mit Anwendung des soeben erwieseneu Gesetzes, und weil 
T .a . a . Q und F .b .h . Q ebenfalls null sind, 

P.a.b.Q-i-P.b.a.Q^O, 
das heisst 

F.a.h.Q^-r.h.a.Q. 

Ich werde dies merkwürdige Resultat nachher noch ausfuhrlicher 
durchgehen, um, jetzt zu den wichtigen Folgerungen überzugehen, welche 
aus diesem Vertauschungsgesetze fliessen. 

Es ergiebt sich daraus, dass, wenn ein einfacher Faktor (so nennen 
wir nämlich einen Faktor, der eine Ausdehnung erster Stufe oder eine 
Strecke darstellt), zwei solche Faktoren überspringt, das Produkt glei- 
ches Zeichen behält, indem die zweimalige Aenderung des Vorzeichens 
wieder zu dem ursprünglichen Vorzeichen zurückführt; also anch, dass 
überhaupt, wenn ein einfacher Faktor eine gerade Anzahl einfcicher 
Faktoren überspringt, das Vorzeichen des Produktes dasselbe bleibt, 
hingegen, wenn eine ungerade, sich in das entgegengesetzte verwandeln 
muss, sobald der ganze Ausdruck denselben Werth behalten soll. So- 
mit müssen die Gesetze, welche für zwei an einander gränzende Fak- 
toren gelten, auch für [zwei] getrennte fortbestehen; denn man kann den 
einen der beiden getrennten Faktoren an den andern heranrücken, wobei 
sich das Vorzeichen entweder ändert oder nicht, je nachdem er dabei 
eine ungerade oder gerade Anzahl einfacher Faktoren überspringt, kann 
nun die Gesetze, die für zwei an einander gränzende Faktoren gelten, 

"-) Vgl, § 16 [und § -20], 
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anwenden, und dann in allen Produkten wieder jenen Faktor auf seine 
alte Stelle zurilckrücken, wobei das Vorzeichen offenbar jedesmal wieder 
daa uraprüngliclie werden muss *). 

Also wenn irgend zwei einfache Faktoren eines Produktes ans 
Stücken hestehon, welche demselben Systeme zweiter Stufe angehören, 
so gilt das Beziehungsgeeetz der Multiplikation zur Addition, und da, 

59 wenn ] zwei einfache Faktoren gleichartig werden, nach § 33 ihr Pro- 
dukt null ist, so folgt, dass man Stücke, welche den übrigen Faktoren 
gleichartig sind, aus einem Faktor weglassen oder ihm hinzufügen 
kann, ohne den Werth des Produktes zu ändern. Daraus folgt sogleich, 

59 was auch | schon nach § 32 aus dem Begriffe hervorging, dass das 
Produkt von n Strecken, die von einander abhäi^ig sind, null ist; 
denn eine derselben muss sich dann als Summe von Stücken darstellen 
lassen, die den andern gleichartig sind; und diese kann man dann nach 
dem eben erwiesenen Satze in dem Produkte weglassen, also statt 
jener Summe Null setzen, wodurch das Produkt selbst null wird. 



Aus dem Hduitsatze les vor ^e I lagiaphen folgt 1er allgemeine 
Satz da s 

wen n etiem P oJ lle oo n enfacfer lal formt etnct derselbm 
serstuckt tst w l euat so d ss aUp Fall ei u d StAcke Jenseiben Sy- 
steme n tei Shfc atgäioten lie UplJahoe Btsehinj [ » Addition] 
noch forthe'itelt 

Dem es ei a 7 (i + j) 1 ^"^ VroA kt n welchem d e {n -f- l) 
Stiecken a } 11 demselben System ter Stute ingehöreo 

aoUei Z e t vollen v annehmen lass e n Stuck les letzten Fak- 
toi nebst len sammtl chen b j,eu Faktoren unabhängige Strecken 
darstellen las be &st da&s sie n ht einem System mederei btufe (als 
der 1 tei ) a igehorei foUen AI d es, ''tu k des letzten Faktors sei 
l angenommen so m na h § ^0 s h g ■vis eme S mme von Stücken 
lai=itelle las e v Ich j n n "^tie ken gle cbart ^ sml al o 

i- +' + +1 

^e Ptzl we le ku ne ve } j 1 z el 1 h 1 Stroekeu 

ah i gle ha -t 3 s n 1 D nn h t mä 1 6 als den 

] De n dJiderte ö 1 y 1 n clit ao a de t e h. i b. jetzt nicht, 

da de Faktor n elei die&ell e E .iktorenzabl ibe s\ mgt ande te es s c!i vorher 

abe so ändert e s ii jetzt w ed { demfielben. Tr nde w d also wieder 
las uspr ingl che 
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übrigen Faktoren des Produktes a .i ,.. (p -^ q) gleichartig, in dein 
letzten weggelassen werden können, 

ß . 6 . . . (p + 2) = a ■ ^ ■ ■ ■ (P + )h) 
und dies ist nach § 32, da p und Pi gleichartig sind, 

= a .i ...p -\- a .li .,.1)^; 
oder da man in dem letzteren Produkte wieder dem Faktor p^ die 
Summanden cii -\- ii -\- ■ ■ ■ hinzufügen, also statt p, wieder q setzen 
liann, so hat man 

n b (p -\- q) = a h p -{- a b 
Die Gültigkeit dieser Gleichung ist zinm-hst nur bewiesen für den 
Fall, dass a h, und eine der Strecken p udei q von einander un- 60 

abhängig sind &ind hmj^egeu a h von eininder ^bhVngig oder diese 
zwar unabhängig abei beide Stiecken p und g", ilso | auch ihre Summe eo 
von ihnen abhängig, so werden beide Seiten jener Gleichung null, weil 
die Produkte abhängiger Strecken null sind; also besteht auch für 
diesen Fall jene Gleichung; also bestellt sie allgemein, so lange in 
jenem Produkte von n Faktoren die sammtliclien Strecken demselben 
Systeme w-ter Stufe angehören. Da aber nur in diesem Falle die Glieder 
der rechten Seite gleichartig sind, und bei höheren Stufen der Begriff 
der Addition nur für gleichartige Summanden festgesetzt ist, so haben 
wir die multiplikative Beziehung unserer Verknüpfm^sweise zur Ad- 
dition, so weit diese begrifflich bestimmt ist, vollständ^ dargethan; 
und es werden also alle Gesetze dieser Beziehung (s. § 10) hier gelten. 
Sollte sich späterhin ein erweiterter Begriff der Addition ergeben, so 
würde eine solche Verknüpfung nicht eher als Addition festgestellt 
sein, als bis auch ihre additive Beziehung zu der bisher dargelegten 
Multiplikation nachgewiesen ist. 

Ich habe schon oben (§ 34) festgesetzt, dass wir das Produkt, 
zu dem wir hier gelangt sind, ein äusseres nennen, indem wir mit 
dieser Benennung andeuten wollen, dass diese Art des Produktes nur, 
sofern die Faktoren aus einander treten, und das Prodi:ikt eine neue 
Ausdehnung darstellt, einen geltenden Werth hat, hingegen, wenn die 
Faktoren in einander bleiben, gleich Null gesetzt wird *). Die Resultate 
der Entwickelung können wir in folgendem Satze zusammen&ssen : 

Wenn man unter dem äusseren Produkte von n Sirechen diejenige 
AusdehnungsgrÖsse n~ter Stufe versteht, welche ersetzt wird, wmn jedes 
Elamwt der ersten Strecke die zweite erzeugt, jedes so ersmgte Mement 



*) Wie diesem äusaeren Produkt ein inneres gogenüb erstehe , Iiabc ich i 
der Vorrede angedeutet. 
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die dritte, und so fort, wnd iswat so dass jede Aiibdehnungsg}ossc n ter 
Stufe als ein den ubtigen glevkartig^ Theil des Systems nter Skife auf 
gefasst wird, dem 'ne angehört so gelten für das'telbe sofetn Fiodiilte 
«MS n lahtoten nur znneihälb desselben Systems n tet Stufe betrachkt 
Ol itetden, aUe Geset!:e, welche die Beziehung der MultipMation | äut Ädditwn 
und SubtiaUion ausdtuü^ett, und awamdem dai Gebets, dass die infrihcn 
Faktoren nur mit Zeichmuechsel vertatischbai bind 



B. Anw«! ndu'ii geil. 

§ 37—40, Das Gesetz der Zeiehen'äiideruiig Taei Vortauachung 
räumlicher Faktoren. 

§ 3T. 
( Wir baten nun hier den Zusammenhang der Multiplikation mit 

dem bisherigen Begriff der Addition vollständig dargelegt, und gehen 
daher zu den Anwendungen über. 

Die Anwendung auf die Geometrie haben wir der Hauptsache 
nach in § 2S — 30 vorweggenommen. Wir haben jedoch noch die jetzt 
eingeführten Benennungen und Bezeichnungen auf jene Darstellung zu 
übertragen. 

Es erscheint danach nun der Flächenraum des Spathecks (Paral- 
lelogramms) als äusseres Produkt zweier Strecken, wenn man nämlich 
zugleich die Ebene mit festhält, welcher dasselbe angehört, und ebenso 
der Körperranm des Spathes (Parallelepipedons) als äusseres Produkt 
dreier Strecken, ohne dass man hier nöthig hat, eine Bestimmung hin- 
zuzufügen, da der Raum stets ein und derselbe ist. Jene zwei Strecken 
bildeten dann die Seiten des Spatheeks, und diese drei die Kanten 
des Spafches, und zwar nahmen wir dort die Strecke, durch deren Be- 
wegung das Spatheck entstand, als ersten, die die Bewegung messende 
als zweiten Faktor an, und setzten zwei Spathecke als gleich bezeichnet, 
wenn der zweite Paktor vom ersten aus betrachtet nach derselben 
Seite hin liegt, wenn nach entgegengesetzter, als entgegengesetzt be- 
zeichnet. Hierin liegt schon das Gesetz, dass 

a .b ^ — b . a 
ist; denn wenn b von a aus betrachtet nach links liegt, so muss n 
von h aus betrachtet nach rechts hin liegen und umgekehrt. Allein 
um diesem Vertauschungsgesetz, was die hier aufgestellte Multiplikation 
auf eine so auffallende Weise von der gewöhnlichen ausscheidet, eine 
noch anschaulichere Basis zu geben, will ich auch jenes allgemeinere 
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Zeickeugesetz, TOn dem dieses eine specielle Folgerung enthält, auf 
geometrische Weise ableiten. 

Zuerst ist aus dem Begriff des Negativen klar, dass, wenn Grund- 
seite und Höllenseite''') eines Spathecks gleiche Richtungen**) bei- 
behalten, auch der Flächenraum gleiehbe zeichnet bleibt, wie sich im 
Uebrigen auch jene Seiten vergrössern ' oder verkleinern mögen. Wenn 63 
ferner der Endpunkt der Hohenseite in einer mit der Grundseite, oder 62 
der Endpunkt der Grundseite in einer mit der Hohenseite parallelen 
Linie fortrückt, während die jedesmalige andere Seite dieselbe bleibt, 
so bleibt der Flücheninhalt des Spatheeks gleich, alßo auch gleiehbe- 
zeichnet. Von diesen beiden Voraussetzungen gehen wir aus, um die 
geometrische Begründung des allgemeinen Zeichengesetzes zu liefern. 

Zunächst ist klar, dass bei den angegebenen Verändenuigen die 
Höhenseite, von der Grundseite aus betrachtet, stets nach derselben 
Seite hin liegend bleibt, das heisst, wenn man zuerst in der Richtung 
der Grundseite, und dann in der der Höhenseite fortschreitet, so muss 
man in dem auf jene Weise veränderten Spatheck nach derselben Seite 
hin abbiegen, wie in dem ursprünghchen. Da man nun durch jene 
Veränderungen, bei welchen das Zeichen sich nicht ändert, die Höhen- 
Seite sowohl, als nachher die Gnmdseite in jede beliebige Lage bringen 
kann (nur dass sie beide nicht zusammenfallen dürfen), dabei aber 
immer die Höhenseite, von der Grundseite aus betrachtet, nach der- 
selben Seite hin hegend bleibt, und man endlich auch dieselben, wenn 
man ihre Richtungen festhält, beliebig vergrössern und verkleinern 
kann, ohne dass sich das Vorzeichen ändert, so folgt daraus, dass alle 
Bpathecke, deren Höhenseiten, von der Grundseite aus betrachtet, nach 
derselben Seite hin liegen, auch gleich bezeichnet sein müssen. Dass 
nun umgekehrt diejenigen Spathecke, in welchen die Höhenseiten, von 
den Gmndseiten aus betrachtet, nach entgegengesetzten Seiten liegen, 
auch entgegengesetzt bezeichnete Flächenräume darstellen, folgt sogleich 
nach dem soeben erwiesenen, wenn es nur für irgend zwei bewiesen 
ist; für CT . f> und a . ( — h) ergiebt sich dies aber sogleich aus dem Be- 
griff des Negativen. Somit ist jenes allgemeine Zeichengesetz auch auf 
rein geometrischem Wege vollständig erwiesen. 

Für Spathe würden wir auf ganz entsprechende Weise, wenn wir 
hier die erste, zweite und dritte Kante unterscheiden, das Gesetz auf- 
stellen können: 



*) D e en NAme geb a lie ch n Fnnangelung e nea bessern, um die der 
ndse te nl ege de Se te (\e zwe tea Pil to ; b zeichuen. 
* ) Bnt^,Ho n s t te E H u ge we 1 n a t 1 li n ]it als glsiohe gcreclinet. 
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D« Z'orpe»ra««ie ewwje» Spathe smd gleich oäei enlygengeseUt he 
zeichnet, je noMem (tmi es m emem Bilde aubsudiuclen), wenn man den 
Korper tn dte Ütektung der e}btm Kante getMlt dertU (die Fussc nach 
äeteii AnfangspimM zu den Kopf iiach dem Endpunkt), man vm von 
3 der Richtting der \ ueitfn Kante tn die der dritten uh^migehen nach 
1 7 elbe d r nach venth edenen Satin aihtgin mu^s 




§ 38. 
Um hiervon noch eine anschaulichere Idee zu gebeu, wollen wir 
die Aufgabe atellen: 

„Ein Spatheck in ein ihm gleiches (und gleich bezeichnetes) zu 
verwandeln, dessen Grnndaeite (in derselben Ebene) gegeben ist, 
aber der des gegebenen Spathecks nicht parallel ist," 

E& sei aß dn* Grimdseite, ay dieHÖhen- 
seiti des gegebenen Spathecbs, ad die 
Ginndseite des gesuchten (rgl, Fig. Ha). 
Man ziehe von a die Parallele mit 
A ßd, von Y mit aß, und nenne den Durch- 
schnitt beider b: so ist as die Höheiiseite 
eines "solchen Spathecks, welches der Auf- 
gabe Genüge leistet. Denn es ist 
[««■[«71 -[««.[««], 
weil ys mit ccß parallel ist, und 

L«|J] . [.i] -- 1««J . [..], 

weil ßd parallel ks ist, also auch in der That 

[um . [«£] - [»ffl . [«,]. 

Wollte man die gesammte Schaar der Spathecke haben, welche der 

Aufgabe genügen, so hätte man noch von s mit aä die Parallele zxi 

^ Meilen, und den Punkt s in dieser Pai-alleleu 

, veränderlich zu setzen. 

/' Wendet man diese Auflosung auf den Fall 

au, dass die Gruadseite des gesuchten Parallelo- 

gi'amms der Höhenaeite des gegebenen identisch 

ist, so gelangt man durch reine Konstruldion 

zu der Formel 

'" In der That fäUt dann d auf y (vgl. Fig. Hb), 
dann von s die Parallele mit «d, welche aß in e, 




und zieht 



schneide, so überzeugt man sieh leicht, dass 
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[«.,] - [ß„] - - [«fl 

ist. Die obige Auflösung ergiebt d^ter 

[««. r«r] - [«ri .["«]- [«ri . ["«,]; 

also statt [w^i] seinen Werth — |«^] gesetzt, und das negative Zeiciien 
dem ganzen Produkte beigelegt: 

[«ffl ■ [«y] = [«r] ■ (- [«ffl) = - [«y] r«^J ■ 

Da man sich dies Gfesetz des Zeiclienwech^els bei der Vertauschuiig 
der Faktoren eines äusseren Produktes nickt lest genug einprägen Ci 
kann, indem es den gewöhnliclien Vorstellungen ea wideistreiten scheint, 64 
90 will ich noch auf eine Analogie hindeuten, welche aber hier nur 
als Abschweifung aufgefasst sein will. Nämlich den Piacheninhalt eines 
Spathecks n . b kann man, wenn der von a und b eingeschlossene 
Winkel mit (ai) und die Längen der Strecken a und b mit a und h 
bezeichnet werden, ausdrücken durch die Formel: 

a . b = ah am (ah), 

und -- _ ^ ' 

b . a = bn sin {ha), 

wo das Produkt der Langen das gewöhnliche, also §b = ha ist. Da 
nun die Winkel («6) und (6a) entgegengesetzt sind, und die Sinusse 
entgegengesetzter Winkel gleichfalls entgegengesetzt sind, so ist 

sin (ab) = — sin {ha), 
und also auch hiernach 

a . b = — b . a. 

§ 39. 
Mit der kier- gegebenen Entwickelung steht nun die Darstellung 
des Hechtecks durch das Produkt seiner Seitenlangen nicht im Wider- 
spruch, sobald mau nur die blossen Seitenlängen, in irgend einem ge- 
meinschaftlichen Mass geraessen, als Paktoren dieses Produktes fest- 
hält, und nur meint, dass der absolute (vom Zeichen unabhängige) 
Flächenraum des Rechtecks ao oft das Quadrat dieses Masses ent- 
halten solle, als das Produkt jener Zahlen beträgt. Will man aber 
damit noch mehr ausdrucken, und namentHch behaupten, dass der 
Flächenraum jenes Rechtecks an sieh, das heisst auch seinem Zeichen 
nach, dem Produkte jener Seiten gleichgesetzt werden könne, so steht 
dies, wenn man eben für das Produkt noch die Eigenthümlichkeit des 
a^ebraischen Produktes festhalten will (wie bisher immer geschehen 
ist), mit den soeben erwiesenen Wahrheiten in offenbarem Widersprueh- 
Es erseheint vielmehr das Parallelogramm (also auch das Rechteck) 
nothwendiger Weise als ein solches Produkt seiner Seiten, in welchem 
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die Vertausehung seiner Faktoren nur mit Zeichen-Wechsel stattfinden 
könne. Wie leicht ührigena diese Anff3.ssung über bedeutende Schwierig- 
keiten, unter welchen sich selbst die ausgezeichnetsten Mathematiker 
5 bisweilen verwirrt haben, hinweghilft, wird sich durch | folgendes Bei- 
spiel zeigen. 

La Grange führt in seiner rae'ccmtjMe analyUque*) einen Satz 
von Varignon an, dessen er sich zur Verknüpfung der verschiedenen 
Principien der Statik bedient, und welcher nach ihm darin besteht, 
„daes, wenn man von irgend einem in der Ebene eines Parallelogramms 
genommenen Punkte Perpendikel fällt auf die Diagonale und auf die 
beiden Seiten, welche diese Diagonale einfassen (comprei'meitt), das Pro- 
dukt der Diagonale in ihr Perpendikel gleich ist der Summe der 
Produkte beider Seiten in ihre beziehliehen Perpendikel, wenn der 
Punkt ausserhalb des Parallelogramms Qiors da Parallelogramme) fällt, 
oder ihrem Unterschiede, wenn er innerhalb des Parallelogramms fällt." 
Dieser Satz ist, wie sich sogleich zeigen wird, unrichtig, indem 
das erstere nicht stattfindet, wenn der Punkt ausserhalb des Parallelo- 
gramms fällt, sondern wenn er ausserhalb der beiden Winkelräume 
fällt, welche der von jenen beiden Seiten eingeschlossene Winkel und 
sein Scheitelwinkel bilden, hingegen das letztere, wenn innerhalb. Es 
versteht sich von selbst, dass das Produkt dabei im gewöhnlichen, 
algebraischen Sinne genommen ist. Betrachtet man nun aber jene Pro- 
dukte näher, so stellen sie in der That die Plächenräume der Parallelo- 
gramme, welche jene beiden Seiten und die Diagonale zu Grundseiten 
haben, und deren der Grundseite gegenüberliegende Seiten durch den 
angenommenen Punkt gehen, ihrem absoluten Wertbe nach, das heisat 
unabhängig vom Zeichen, dar. Hält man hingegen das Zeichen dieser 
P^chenräume fest, so gilt der Satz ohne Unterscheidung der einzelnen 
FäUe sogleich allgemein, indem der FUiehenraum, der die Diagonale 
zur Grundeeite hat, stets die Summe ist der Flächenräume, die die 
beiden andern Seifcenr zu Grundseiten haben; und zwar ist der Beweis 
dieses Satzes nach unserer Analyse auf der Stelle gegeben. Denn ist 
ccS die Diagonale des Parallelogramms, und sind aß und ay die beiden 
sie einschliessenden Seiten, £ endlieh der wiUkührliche Punkt, so ist 

weil nämhch [ßd\ = [ccy] ist, und also nach dem einfachsten Multi- 
plikationsgesetz 

was zu erweisen war. Will man dann den Satz für absolute Fläcben- 



") P. 14 der neuen Ausgabe [1 paitie, soction T, No, 12]. 
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räume auaspreelieiij so hat man nur die Fälle zu unters eheideu, wo der 
Pmikt £ von jenen beiden Seiten des Parallelogramms aus betrachtet 
nach derselben, und wo nach verschiedenen Seiten hiu liegt, woraus 
sich dann leicht der Satz Jn der oben gegebenen verbesserten Form 
ergiebt. 

§ 40. 
Kh will dir AuH endun^en luf die (Teonu tne niiii nut lei Lösung 
der obigen Auigabe {§ JS) iüi den doit nitht mit doi^enommenen 
Fall ■^Lhheasen, namlich em Spatbeek m em ihm gleiches zu verwan- 
deln, dessen Seiten mit denen des gegebenen parallel 9md, abei dessen 
eme Seite zugleich ihier Lsmge nach gegeben ist Ich wihle den Weg, 
wie ihn unsere Amlyae darbietet 

Es sei a b das gf^eb«-ne Spathecii, «, die mit « pimllele Seite 
de» gesuchten um! h di ^«-suLbte mit I pnnüplc ^utt k'-stllien, für 
welche die (jiei(,hun^ 

« J =a, \ 
bestehen soll, oder da a^ -hi^ — h^ . o-j ist, 
a.h -\-i^ .0^ = 0. 
Da man dem Faktor a das Stück ?i, , dem Faktor ^i, das Stück a hin- 
zufügen kann, weil diese Stücke mit dem jedesmaligen andern Faktor 
gleichartig sind, also ihre ilinzufiigung das Produkt nicht ändert, so 
hat man 

(ß + 6i) . 6 4- (a + h,) ,«1 = 0, 

(«-1-M- («, + ?') = «- 
das heisst (a + h,) und («j + h) müssen parallel 
sein. Hierin nun liegt die folgende Konstruktion 
und deren Beweis; nämlich wenn t[= [aß], b^\af] 
ist (vgl Pig. 11 e), und a, = [ccd], wo «, ß, S in 
Einer geraden Linie liegen, so mache man Ss 
gleich lang und parallel mit ay, also [as] gleich 
(«1 + &), ziehe von ß die Parallele mit ay, welche 
ß B in g schneide, so ist [ß g] die gesuchte , 
Strecke ix*). 



oder 




■^ Es versteht sich voa selbst, dass man diese Aufgabe auch lösen kanK 
duvch zweimalige Anwendung der in § 38 gegebenen Auflösung, indem man eine 
nicht parallele Grundseite zu Hnlfe nimmt. 
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§ 41. Das statische Moment. 
7 In der Statik imd Mechanik wird der Begriff des äusseren Pro- 

duktes repr^entirt durch den Begriff des Momentes. 

Tb der That können wir das Moment einer Kraft ia Bezug auf 
einen Punkt definiren als äusseres Produkt, dessen erster Faktor die 
Strecke ist, welche von jenem Punkte (dem Beziehungspuntte) nach 
einem Punkte der geraden Linie, in welcher die Kraft wirkt, gezogen 
ist, und dessen zweiter Paktor die Strecke ist, welche die Kraft dar- 
stellt, Ist also Q der Beziehungspunlct, « der Angriffspunkt, das heisst 
der Funkt, welcher von der Kraft getrieben wird, p die Streclte, welche 
die Kraft darstellt, so ist das Moment 
[Qa\.p, 
wobei nach den Gesetzen der äusseren Multiplikation einleuchtet, dass 
es für das Resultat gleichgültig ist, welchen Punkt in der Wirkungs- 
linie der Kraft man statt cc einführen mag; denn es sei ß ein anderer 
Punkt dieser Linie, also [aß] gleichartig mit p, so bat maii 

[<>ffl-f)-([9«] + [«ffl)-,P-[<>«].]', 
weil das Stück [aß], als dem zweiten Faktor gleichartig, nach § 35 
weggelassen werden darf. Und ebenso ist unter dem Momente einer 
Kraft in Bezug auf eine Axe Qß das äussere Produkt aus drei Fak- 
toren verstanden, dessen erster Faktor die als Strecke genommene 
Axe, dessen zweiter Faktor die Strecke von irgend einem Punkt der 
Axe nach irgend einem Pnnkt in der Wirkungslinie der Kraft, und 
dessen dritter Faktor die Kraft ist, also 

[QG].[aix].p, 
oder auch es ist das Produkt der als Strecke genommenen Axe in das 
auf irgend einen Punkt der Axe bezügliche Moment der Kraft, wobei 
wieder, aus denselben Gründen wie vorher, gleichgültig ist, welche 
Punkte man in jenen Linien auswählt. 

Es erscheint also das Moment einer Kraft in Bezug auf einen 
Punkt als Flächenraum eiues Spathecks, in Bezug auf eine Axe als 
K'örperraum eines Spathes, und dabei haben überall zwei Kräfte, welche 
als Strecken gleich sind, nur dann gleiche Momente, wenn sie auch 
in derselben geraden Linie wirken. 

Femer verstehen wir unter dem Gesammtmoment mehrerer Kräfte, 

welche in derselben Ebene liegen, in Bezug auf einen Punkt der Ebene 

die Summe aller auf jenen Punkt bezüglichen Momente derselben, und 

68 ebenso unter dem | Gesammtmoment mehrerer Kräfte in Bezug auf 

eine Axe die Summe aller auf diese Axe bezüglichen Momente, Da 
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Kraft und Bewegung aach § 25 und 26 durch dieselbe Strecke dar- 
gestellt werden, indem die Kraft eben nur die der Bewegung suppo- 
nirte und also ihr gleich zu setzende Ursache ist, so ist schon ohne 
weiteres klar, was unter dem Moment der Bewegung und unter dem 
Gesammtmoment mehrerer Bewegungen verstanden ist; doch erinmem 
wir hier noch einmal daran, dass die Bewegung (nach g 25) nur für 
die Masseneinheit der Geschwindigkeit gleich gesetzt werden könne, 
und dass gleiche Bewegungen nur dann gleiche Momente haben, wenn 
sie in derselben geraden Linie fortschreiten. 

Wie leicht sich nun vermittelst unserer Analyse hieraus alle all- 
gemeinen Gesetze der Statik und Mechanik, welche sich auf's Moment 
beziehen, ableiten lassen, wird die folgende Eutwictelung zur Genüge 
zeigen. Ich bemerke nur noch vorläufig, dass wir im zweiten Ab- 
schnitte dieses Theils*) einen noch einfacheren Ausdruck des Mo- 
mentes und in dem nächsten Kapitel (§ 57) eine Verallgemeinerung 
des Begriffs des Gesamratmomentes kennen lernen werden. 



§ 42, 4ji. Sätze über das G-eaammtmonient. Gleichgewicht 
fester Körper. 

§ 42. 

Die Hauptsache bei der Anwendung des Begiift^ des Momente 
ist, dass das Gesammtmoment aller inneren Kräfte m Bezug auf jede 
beliebige Axe, und in Bezug auf jeden Punkt gleich Null ist, doch 
können wir das letztere hier nur beweisen, wenn alles m derselben 
Ebene liegt**). 

Mau versteht nämlich unter inneren Kräften htkiuntlich sülche, 
welche sich paarweise in der Art entsprechen, dass die Kiaftp jedes 
Paares in derselben geraden Linie wirken und einander entgegengesetzt 
gleich sind; und wir können sogleich zeigen, dass die Momente jedes 
solchen Paares in Bezug auf jeden Punkt und jede Axe zusammen null 
sind. In der That, betrachtet man zum Beispiel in Bezug auf eine Axe 
jene beiden Momente, welche nach dem Früheren äussere Produkte aus 
[je] drei Faktoren sind, so sind die beiden ersten Faktoren in beiden 
Produkten vollkommen gleich, der erste Faktor als die gemeinschaft- 
liche Axe darstellend, der zweite als Yerbindungsstreeke zwischen 
denselben | Lmien, der diitte aber, welcher die Kraft darstellt, ist ea 
entgegengesetzt gleich, folglich sind auch beide Momente einander ent- 69 



*j % 120 
**) Der Beweis für lUn iMgt 

raBämann, Werke. I. 
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gegeagesetzt gleich, also ihie bvmime null Da nun das (/leaimmt 
moment jedes einzelnea Paares der inneren Kräfte null i t so ist lucli 
das iillei Paaie, das beia^t allei mneien Kräfte null Alt g'uiz pnt 
sprecJiende Weiae, wie wu diea m Bpzv^ auf eine Axe daigethin haben 
ejgiebt es sich aach m Bezug aut einen Punkt wenn illes m lei 
selhpn Ebene hegt weshilli mr uiiu dieses Eewf scs cnts hli en 1 ifeu 



§ 43. 
Da nun die einem Punkte mitgetheilte Bewegung stets gleich ist 
■1er ihm mitgetheilten Kraft, ao wird auch das Gesammt moment der 
einem Punkt vereine innerhalb eines Zeitraums mitgetheilten Bewegungen 
gleich dem Geaammtraoment der ihm während dieser Zeit mitgetheilten 
Kräfte sein, und da das der inneren Kräfte null ist, gleich dem Ge- 
sammtmomente der jenem Punktverein von aussen mitgetheilten Kräfte, 
und zwar in Bezug auf jede beliebige Axe, und, wenn die Kräfte in 
derselben Ebene liegen, auch in Bezug auf jeden Punkt derselben. Dies 
Gesetz, was hier in einer so einfachen Form erscheint, ist von der 
grössten Allgemeinheit und überall aufs leichteste anwendbar. 

Soll zum Beispiel Gleichgewicht stattfinden, so müssen die mit- 
getheilten Bewegungen alle null sein, also auch deren Gesammtmoment, 
und man hat also für'a Gleichgewicht die Bedingung, dass das Ge- 
sammtmoment der von aussen mitgetheilten Kräfte in Bezug auf jede 
Axe nuU sein muss; so auch namentlich bei festen Körpern, bei wel- 
chen die Kräfte, die den festen Zustand erhalten, als innere erscheinen. 
Ist aber der feste Körper in einem Punkte oder in einer Linie be- 
festigt, um welche er sich frei schwenkt, so ist die Kraft, durch welche 
jener Punkt oder jene Linie desselben in ihrer festen Lage erhalten 
wird, eine äussere, die aber nur als Widerstand leistende aufgefasst 
und daher zunächst als unbekannte gesetzt wird. Man hat daher, um 
die Bedingungsgleichung des Gleichgewichts zu finden, jene unbekannte 
Kraft herauszuschaffen. Dies geschieht vermittelst unserer Analyse 
auf's leichteste. 

Ist nämlich « der feste Punkt, x die Widerstand leistende Kraft, 
welche diesen Punkt fest hält, so musa man die Axe pe, in Bezug 
auf welche man die Momentgleichung nimmt, so wählen, dass das Mo- 
70 ment der Kraft x \ verschwindet, das heisst [p6] . [ffß] . x = wird, 
70 für jeden | beliebigen Werth von x, das heisst es muss fpff] . [6«] = 
sein, oder die Aso p<j muss durch den Punkt a gehen. Somit haben 
wir dann als Bedingung, unter welcher nur Gleichgewicht stattfinden 
kann, dass das Gesammtmoment der von aussen wirkenden Kräfte in 
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Bezug auf jede durch den befestigten Punkt gehende Ase null sein 
muss. Soll eine Aie des Körpers befestigt sein, so kann man zwei be- 
festigte Punkte annehmen, also zwei Widerstand leistende Kräfte, welche 
herausfallen, wenn die Axe, in Bezug auf welche die Moment-Gleichung 
genommen wird, durch jene beiden Puntte zugleich gelegt wird; also 
hat man dann als Bedingung, unter welcher nur Gleichgewicht statt- 
finden kann, dass daa Gesammtmoraent der von aussen wirkenden Kräfte 
in Bezug auf die befestigte Axe null sein muss. 



§ 44. Daa Vertauschungageeetz durch die Statik bestätigt. 

Wir haben in dem Begriff des Moments Kugleich eine schöne Be- 
stätigung des Gesetzes, dass innerhalb derselben Ebene das äussere 
Produkt zweier Strecken sein Zeichen ao lange beibehält, als der zweite 
Faktor, YOm ersten aus betrachtet, nach derselben Seite hin liegt, im 
entgegengesetzten Falle aber sein Zeichen ändert. Denn betrachtet 
man Kräfte in einer Ebene, welche um einen Punkt drehbar gedacht 
wird, so werden die Kräfte sich dann Terstärken, wenn sie, vom 
Drehungspunkte aus betrachtet, nach derselben Seite hin gerichtet 
sind, hingegen sich ganz oder theilweise aufheben, wenn nach entgegen- 
gesetzter; so dass in der That durch den Begriff des Momentes, nach 
weichem die Natur selbst verfährt, jener Begriff des äusseren Produktes 
gerechtfertigt wird. Ich glaube nun, dass das Anfangs auffallende 
Zeichengesetz durch die ganze Ueihe der Betrachtungen, wie wir sie 
in den verschiedenartigsten Beziehungen angestellt haben, daa Auf- 
fallende ganz verloren hat, und vielmehr jetzt nicht nur als das be- 
grifflich nothwendige, sondern auch als das durch die Natur selbst 
gerechtfertigte und in ihr sich überall bewährende erscheint. 

§ 45, 46. Lösung algebraiseher Gleichungen ersten Grades mit 
mehreren Unbekannten. 

§ 45. 
Dasa nun die äussere Multiplikation, da sie den Begriff des Ver- 
schiedenartigen wesentlich voraussetzt, auf die Zahlenlehre keine so 
unmittelbare Anwendung findet, wie auf die Geometrie und Mechanik, 
darf uns freilich nicht wundern, indem die Zahlen ihrem Inhalte nach 
als gleichartige erscheinen. Aber desto interessanter ist es, zu be- 
merken, wie in der Algebra, sobald an der Zahl noch | die Art ihrer 71 
Verknüpfung mit andern Grössen festgehalten, und in dieser Hinsicht 
die eine als von der andern formell verschiedenartig aufgefasst wird, 

7* 
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aucli die Anwendbarkeit der äusseren Mnltipliliation mit einer so sclila- 
genden Entsehiedenlieit heraustritt, dass ich wohl behaupten darf, ea 
werde durch diese Anwendung auch die Algebra eine wesenthch ver- 
änderte Gestalt gewinnen. 

um hiervon eine Idee zu geben, will ich n Gleichungen ersten 
Grades mit n Unbekannten setzen, von der Form 

a^x^ + a2X.^ .^ , .. _|- a^x„ = a^ 

l, x^ -\- l)^x^ -|- . . . -|- bt,x,i = h^ 



s,a:^ + s^x^ 4- ■-. -|- s„x„ = s^, 
wo a;, . . . x„ die Unbekannten seien. Hier Itönneu wir die Zahlenkoeffi- 
cienten, welche verschiedenen Gleichungen ai^ehören, sofern 
Verschiedenheit an ihrem Begriff noch festhalten, als veischiedenarti 
ansehen und zwar alle als an sich verschiedenarbig, das hei 



als 

unabhängig in dem Sinne unserer Wissenschaft — die einer und der- 
selben Gleichung als unter sich in derselben Beziehung gleichartig. 
Addiren wir nun in diesem Sinne aUe n Gleichungen und bezeichnen 
die Summe des Yerschiedenartigen in dem Sinne unserer Wissenschaft 
mit dem Verknüpfungszeichen -f, indem die gleichen SteEen in den 
so gebildeten Summenausdrücken immer dem Gleichartigen zukommen 
aoUen, so erhalten wir 

(a, +b, + ... + s,) X, + {a, + b^ + . .. + g,) x^ + . .. + 

+ {a,, + K-] 1- s«) x„ = («„ 4- hf,^- i- Sn) , 

oder bezeichnen wir («, -j- ^i + ■ ■ ■ + ^'i) i^iil- Pi ''^"'^ entsprechend die 
übrigen Summen, so haben wir 

Aus dieser Gleichung, welche die Stelle jener n Gleichungen vertritt, 
l'asst sieh nun auf der Stelle jede der Unbekannten, zum Beispiel x^ 
finden, wenn wir die beiden Seiten mit dem äusseren Produkte aus 
den Koefflcienten der übrigen Unbekannten äusserlich multiphciren, 
also hier mit P2-Pb---P«- ^^ nämUch, wenn man die Glieder der 
72 linken Seite einzeln multipUcirt, nach dem Begriff des | äiisseren Pro- 
duktes (§ 32) alle Produkte wegfallen, welche zwei gleiche Paktoren 
enthalten, so erhält man 

Pi -Pi ■Ps---P><^i=Po-Pi^-Ps -■■P"- 
Also da beide Produkte, als demselben System «-ter Stufe angehörig 
einander gleichartig sind, so hat man 
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^^ ~ i'i ■ Pi ■ Pi ■ ■ V^' 
Also jede Uiibdtaimte ist einem Bruche gleich, dessen Neoner das 
äussere Produkb der Koefflcienten Pi .. . p„ isb, und dessen Zähler man 
erhält, wenn man in diesem Produkt statt des Koeffieienteii jener Un- 
hetannten die rechte Seite, nämlich ji^, als Faktor setzt. Alle Unbe- 
kannten haben also denselben Nenner, und werden unbestimmt oder 
unendlich, wenn dieser Nenner null wird, das heisst 

ist, 

§ 46. 
Dass jene Ausdrücke für Xf,...,x^ nicht etwa blosse Iteehnungs- 
formen darstellen, sondern die vollkommenen Lösungen der gegebenen 
Gleichungen enthalten, wird noch deutlicher erhellen, wenn wir für 
irgend eine bestimmte Anzahl von Gleichungen statt j)^, p.^ ■ . ■ ihre 
Werthe substituiren. Man hat fiir drei Gleichungen 

(1) I, -»l^ÄJ!, 

Pl - Pi ■ Pi 

WO 

Po = («'o + K + Co), Pi = («1 + ''i 4- ^i), ■ ■ ■ 
ist, und zwar «„ gleichartig ist mit «[, und so weiter. Substituiren wir 
diese Ausdrücke in obiger Gleichung, mulfciplieiren durch, indem wir 
die Produkte der gleichartigen Grössen, da sie null werden, auslassen, 
und ordnen entsprechend mit Beobachtung des für äussere Produkte 
festgestellten Zeichengesetzes, so haben wir sogleich, wie man bei ge- 
ringer Uebung ohne weiteres aus obiger Formel ablesen kann, 

worin wir, da alles entsprechend geordnet ist, wieder die gewöhnliche 
Multiphkationsbezeichnung einführen konnten. Dies ist die bekannte 73 
Formel, durch welche aus drei Gleichungen mit drei Unbekannten eine 
derselben bestimmt wird, und es zeigt sich, wie dieselbe vollkommen 
in der so ■ sehr viel einfacheren Formel (1) enthalten ist. 

Wir haben hier, um sogleich die Anwendbarkeit unserer Analyse 
auch an einem Beispiele, welches nicht mehr auf die drei Dimensionen 
beschränkt ist, darzuthun, etwas vorgegriffen, indem der Begriff der 
Zahl und der Division, den wir hier anwandten, erst den Gegenstand 

*) Die Geaefae der äusserea MultipUlsation und Divisioii lassen übrigens kein 
Heben im Zätler und Nenner au, vgl. Kapitel IV. 
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des vierten Kapitels auamachen werden; wir werden jedoch späterhiu 
noch einmal auf diesen Gegenstand der Anwendung zurüctkommen, 
und dort das Verfahren auch ausdehnen auf Gleichungen höherer 
Grade. 



Drittes Kapitel. 
Terkiiüpi'iing rter Aasdelmniigsgrössen liöherer Stufen. 

Ä. Theoretische Entwickelung. 

t 47, 48. Summe von Ausdehnungen in einem Gebiete nächst 
höherer Stufe. 



Durch die äussere Multiplikation sind höhere Äusdehnungsgrössen 
entstanden, die Verknüpfungen derselben [aber] haben wir bisher nur be- 
trachtet, sofern gleichartige Äusdehnungsgrössen addirt werden sollten, 
indem die Addition sieh hier auf den allgemeinen Begriff des Zusam- 
mendenkens gründete, welcher überhaupt die Addition des Gleichartigen 
(wenn dasselbe gleich bezeichnet ist) Charakter isirt. Vermöge dieses 
Begriffs hatten wir die im vorigen Kapitel dargelegten Gesetze ent- 
wickelt. Das Grundgesetz der Multiplikation, dass man statt des zer- 
stückteu Faktors seine Stücke einzeln einführen, und die so gebildeten 
Produkte addiren dürfe, fand daher seine Beschränkung darin, dass die 
dadurch eutstehenden Produkte, um sie nach den bisherigen Begriffen 
addiren zu können, gleichartig sein mussten. 

Um diese Beschränkung aufzuheben, werden wir daher den Be- 
griff der Addition für höhere Äusdehnungsgrössen erweitern müssen. 
Der so erweiterte Begriff muss von der Art sein, dass er erstens bei 
gleichartigen Äusdehnungsgrössen in den gewöhnlichen umsehlägt, und 
7^ dass für | ihn die Grundbeziehuug der Addition aur Multiplikation gilt. 
74 Natürlich muss dann für dieselbe die Geltung der Additionsgesetze 
nachgewiesen werden, ehe jene Verknüpfung als Addition fixirt werden 
kann. Somit ist klar, dass, wenn es überhaupt eine Addition ungleich- 
artiger Ausdehnungsgi'össen höherer Stufen giebt, das Gesetz bestehen 
muss 

A.h-j- A.c=^Ä.{h-\-c), 

wo h und c Strecken YOrstellen. Neunen wir schon vorläufig diese Ver- 
knüpfung eine Addition, um einen bequemeren Wortausdruck zu haben, 
so würden wir die Definition aufstellen können: 
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Zwei äussere Troäulte n-fei Shife, uelche einen gemeittbcliaftlicheit 
Faktor (n — l)'ter Stvfe haben, addirt man, indem man die ungleichen 
Faktoren addirt, und diesen &umint den gememichaffhchfti Faltor auf 
dieselbe Weise hinzufügt, uk er den Stucken Jiinmgefugt ua? 



Dieser formellen Definition müssen wir zuerst diMäurch eine an- 
schaulichere Bedeutung geben, dass wir untersuchen, wie weit sie reicht, 
das heisst, welche Aiisdehnungsgrössen man nach ihr addiren kann. 

Es leuchtet sogleich ein, dass zwei Äusdehnun^gröasen n-ter Stufe 
nur dann nach dem aufgestellten Begriffe summirhar sind, wenn sie dem- 
selben Systeme (m + l)-ter Stufe angehören; wir werden aber zeigen, 
dass sie alsdann auch immer aummirbar sind, indem je zwei Ausdeh- 
nungsgrössen «-ter Stufe An und B„, welche demselben Systeme 
(n + l)-ter Stufe angehören, sich stets auf einen gemeinschaftlichen 
Faktor (n — l)-ter Stufe bringen lassen. 

Sind zuerst Ä^ und iJ„ gleichartig, so leuchtet es unmittelbar ein, 
indem, wenn (n — 1) einfache Faktoren von Ä^ konstant bleiben, der 
«-te aber sich beliebig durch Fortschreitung oder Rucks ehr eitung ver- 
ändert, auch das Produkt jeden beliebigen mit A„ gleichartigen Werth, 
also auch den Werth B„ annehmen kann. Hierin liegt zugleich, dass 
man jede Ausdehnung K-ter Stufe auf (n — 1) beliebige Faktoren, 
welche demselben Systeme «-ter Stufe angehören und von einander 
unabhängig sind, bringen Itann. 

Sind Aa und B^ ungleichartig, so sei 

wo ß, , . . , , t(n Strecken vorstellen, welche von einander unabhängig sind. 
Dann muss B,, nothwendig wenigstens Einen Faktor enthalten, | welcher 75 
von den sämmtlichen Strecken «j...«, unabhängig ist; es sei a„^i 
ein solcher Falttor, und also 

Da in einem System (w + l)-ter Stufe nicht mehr als {n -{- ]) von 
einander unabhängige Strecken angenommen werden können, so muss 
jeder von den Faktoren &, ...6„_i von jenen Strecken ffi,,.a„+i ab- 
hängig sein, das heisst sieh als Summe darstellen lassen, deren Stficlie 
diesen Strecken gleichartig sind. Denkt man sieh nun jeden dieser 
Faktoren b, ... &„_i als solche Summe dargestellt, so kann man nun 
in jeder dasjenige Stück, was mit a„^i gleichartig ist, weglassen, ohne 
den Werth des Produktes J9„ zu ändern (vgl. § 35). Nach dieser 
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Weglassiing sei das Produkt \ .b^ ...hn-^i übergeg:mgcii in G„—i, so 
ist also 

Die Faktoren von Cn—i sind nur noch Yon den Strecken «[ ...«„, das 
keisst von den Faktoren der Ausdehnnngsgrösse A„ abhängig; oder 
mit andern Worten, sie gehören dem Systeme J.„ an, fo^licli wird sich 
An nach der im Anfang dieses Paragraphen angewandten Schluasfolge 
auf den Paktor C„_i bringen lassen, wenn der «-te Paktor wiUkühr- 
lich gewählt werden darf; somit lassen sich beide Ansdehnungsgrössen 
Ä„ und B„ auf den gemeinschaftUcben Paktor C„_i bringen, welcher 
von (m — l)-ter Stufe ist, oderj vrie wir uns auch kürzer ausdrücken, 
beide haben eine Ausdehnungsgrösse (n — l)-ter Stufe gemeinschaftlich. 
So wird nun die obige Definition so umgewandelt werden können: 

Zwei Äusdehnungsgrössm n - ter Stufe , welche demselben System 
(m + l)-ier Stufe angehören, werden addirt, indetn man sie auf einen ge- 
meinschaftlichen Faktor (n — l)-ter Stufe bringt, und die Summe der un- 
gleichen Faktoren mit diesem gemdnsi^fflichen Faktor verknüpft. 

% 49, 50. Geltung der Additionsgesetze für diese neue Summe, 
§ '19, 
Um nun die Geltung der Addition ^esefee, oder vielmehr zmiüchat 
nur die der Grundgesetze nachzuweisen, haben wir zuerst die Yer- 
tauschbarkeit der Stücke darzuthun. Diese Stücke werden sich nach 
dem vorigen Paragraphen darstellen lassen in der Porm Ä . h und 
A . c. Nun ist 

A.l^ A.c^A. {b -{-€) = A.{c^l)^A.c-\- AJj, 
76 also sind die Stücke vertauschbar. Das zweite Gesetz, dessen | Geltiing 
nachgewiesen werden muss, ist, dass 

(A + B) + C~Ä + iB + a) 
76 sei, auch dann, wenn A, B, C Ausdehnungen fl-ter Stufe in demselben 
Systeme {« + l)-ter Stufe sind, und die Addition den vorher bezeich- 
neten Begriff haben soll. 

Wir haben zu dem Ende die Frage zu beantworten, was drei 
solche Ausdehnungen gemeinschafthch haben werden. Nun ist schon 
im vorigen Paragraphen gezeigt, dass je zwei derselben eine Ausdehnung 
{n — l)-ter Stufe gemeinschaftlich haben müssen; so zum Beispiel hat 
B sowohl mit A. als mit G eine solche gemeinschaftlich; und da diese 
beiden Ausdehnungen (m — l)-ter Stufe, nämhch, wclßhe B mit A, und 
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we! he e m t (, ^omem haftl ch hat lemaelbe Systeme B*), also 
lern elbe ^ teme te St fe ingeh en o hal eu sie nach demaelhen 
Satze des vor ^en Pangiaphe e eA dehn ng (» — 2)-ter Stufe ge- 
rne ns haftl ch md d ese t som t llen dre trÖ3sen A, B, G ge- 
rne nschaftl h Es e ZJ 1 e er fernen chaftl he Faktor (W'-2)-ter 
Stufe o werlen s h jene dre C o spn 1 1 e lies je zwei eine Aus- 
dehnung ( — 1) te ^t fe gerne haitl h ha\ en, auf die Formen 
l f,e la e 

Ä^lJ.b.c, B'^^B.a.c, C = D.a.h^. 
Nämlich je Kwei derselben werden ausser I) noch einon gerne ins eh ält- 
lichen Faktor erster Stufe haben, dessen Grösse aber willkilhrlieh iMt. 
Dieser sei c zwischen A und B, zwischen B und C sei er a, und zwar 
sei die Grösse von a so bestimmt, dass B ^ D . a . c sei; der gemein- 
schaftliche Faktor, auf welchen A imd C gebracht werden können, sei 
ausser D der Faktor h, oder ein mit b gleichartiger h^ , und zwar seien 
h rnid hl so gewählt, dass 

A^D.b.c und G=^.D.a.h, 
sei. 

Nachdem nun A, B, C auf diese Form gebracht sind, zeigt sich, 
dass sieh {A -\- B) -\- C durch die folgenden Umgestaltungen in 
J. + (-B + *?) verwandeln lässt. Erstens 

(^ + B) + = (D . 6 . c + D . a . c) + D . a . i, . 
Wir haben nun die durch die Klammer angedeutete Summation zu 
vollziehen Nun lässt sich der Ausdruck D .b . c -\- D . a . c zuriick- 
1 ihien I aut D (b -^ a) man kann nämlich zuerst in beiden Sum- 7? 

minien aut de vorletzte stelle bringen, wobei die Vorzeichen sich 
1 lern dann Linn man na h lei Definition die Summation \ vornehmen, 77 
il endl eil mit dert.elVen Ze chenänderung den summirten Faktor 
w eder f d e ilte stelle b mgen und erhält 

(^ -f JJ) -f C = D . (6 + «) . c -f D . ffl . &, . 
Um nun diese beiden Glieder summuen zu können, hat man nui statt 
ß . a . 6j zu setzen J* (6 -|- n) J», , was verutaitet i^t, weil b mit 6j 
gleichartig ist, imd maii den Faktoren, ohne dab Resultat zu andern, 
Stücke hinznftig<-n darf, welche den indem Fiktoren gleichartig sind 
{% 35), Fühlt man di.mi mt dei lechten Seite die Snmmiticn ais 
so hat man 

(A + I,) + C=.B.(l. + tt).(e + i,), 

*) Wii" benennen das Sjetem eben eo wie die Ausdehnung, welche einen 
Theil von ihm hildet, weil keine Zweideutigkeit möglich ist. 
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wodurch man die drei Glieder auf eins zurückgeführt hat*). In diesem 
Gliede kann man nun zuerst die Summe b -{■ a wieder auflösen und 
erhält auf der rechten Seite den Ausdruck 

D.h.(c + h,)-\- D.a.(ci-h,). 
In dem ersten Gliede dieses Ausdrucks kann nun wieder (§ 35) das 
Stück &| weggelassen und das zweite Glied aufgelöst werden; dadurch 
verwandelt sich der ganze Ausdruck in 

IJ,h.c-{-{D.a.c-\- B.a.\), 
das heisst in J. + (ß -[- C) und mau hat also in der That 

(4 + Ji) + G'=^ + CK + C). 



§ 50. 
Es ist nun noch das dritte Grundgesetz {§ 6) zu erweisen, dasa 
nämlich daa Resultat der Suhtraktion eindeutig ist, oder dass, wenn 
das eine Stück unverändert bleibt, das andere aber sich ändert, auch 
die Summe sich ändern müsse. 

Es sei innerhalb eines Systems ()i + l)-ter Stufe 
A-\-B=G, 
wo Aj B mi.d C von n-ter Stufe sind. Es ändere sich ^ in B -\- D, 
so wird nun 

^ + (B+Ü) = (X + Ü) + J> = C+Z) 
sein, und es ist zu zeigen, dass wenn B -\- JJ von B verschieden ist, 
7a auch -\- I) von C verschieden sein müsse. Das erstere setzt | voraus, 
dass D nicht null sei; nun können wir aber zeigen, dass, wenn D 
nicht null ist, es auch zu einer Grösse (C) hinzugelegt, ihren Werth 
ändern müsse. 

Unmittelbar ist dies klar, wenn G und JJ gleichartig sind, indem 
78 das durch Zusammendenken des Gleichartigen | hervorgegangene noth- 
wend^ von jedem der Stücke verschieden ist. Sind aber und D ver- 
schiedenartig, so lässt sich, leicht zeigen, dass ihre Summe mit beiden 
verschiedenartig ist {immer vorausgesetzt, dass keins von beiden nuU 
ist). Da alles in demselben Systeme (n -\- l)-ter Stufe angenommen 
ist, so werden C und D sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor 
{n — l)-ter Stufe bringen lassen. Es sei dieser E und 

*) Man könnte nun zeigen, dass der Ausdruckt A -\- (B -\- C) sich auf das- 
selbe Glied iiiriickföhren liesee, allein wir setzen den einin;il oingescillagenen Weg 
der fortschreitenden Umwandlung fort. 
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also 

C+I)^E.{c-\-ä). 

Sind Bun G und I) verschiedenartig, so darf d nicht in dem Systeme 
E . c enthalten sein, also ist auch (c + rf) nicht in ihm enthalten, 
also auch E .(c-^ d) mit E . c verschiedenartig, also kann es ihm auch 
nicht gleieh sein. Somit wird durch Hinzulegen der Grösse D auch 
die Grösse G geändert; wenn also das eine Stück jener Summe sieh 
ändert, während das andere dasselbe bleibt, so mass auch die Summe 
sieh ändern. Soll fol^hch die Summe und das eine Stück derselben 
unverändert bleiben so mus'5 ts -iuch dds andere, das heisst das Re- 
sultat der Subtraktion ist eindeutig 

Da niui alle diei Giundgesetze dei Addition und Subtraktion hier 
gelten, so gelten auuh ille Geaetze derselben. 

Die Grundbeziehung dieser Addition zur Multiplikation ist noch 
nicht vollständig dargelegt; nach der Definition ist zwar 

allein es ist auch zu zeigen, dass 

ist, wenn A und S Grössen «-ter Stufe in einem Systeme {n -\- l)-ter 
Stufe sind. Dann kaun man A =^ E . a, H = E .Ij setzen (nach § 48), 
und hat 

A.c + B.e = E.a.c-\-E.l.c. 

Der rechts stehende Ausdruck lässt sich, wenn man a und h zuerst 
auf die letzte Stelle bringt (wobei sich das Zeichen ändert), dann nach 
der Definition summirt, imd endlich den Faktor (a •{- h) wieder auf 
die vorletzte Stelle zurückbringt (wobei das Zeichen wieder das ur- 
sprüngliche wird), verwandeln in ^ . (es + 6) . c, das heisst m\{A-\- B). c, 79 
also [ist] die Richtigkeit jener Gleichung bewiesen. 

Da somit die Grundgesetze der Beziehung zwischen Addition und 
Multiplikation hier gelten, so gelten auch alle Gesetze dieser Beziehung, 
und unsere YerknÜpfungs weise ist daher sowohl an sich, als auch | in 79 
ihrer Beziehung als wahre Addition nachgewiesen. Somit können vrir 
nun den Hauptsatz des vorigen Kapitels (§ 36) dahin erweitern: 

Für äussere Produkte gelten, wenn Produkte aus n einfachen Fak- 
toren mir in emem Systeme (« + l)-(e»- Stufe .lietrachtet werden, alle Ge- 
setze äeir AädiUon wtd Subtraktion, und alle Gesetze der Besiehung zwisdieii 
ihnen und der MulUplikation , tvemi man die für diese Verknüpfungen 



y Google 



108 A., , AtjKöha. I. Kai). ^- Vei-lmüpfuDg liiiherer Aussöhnungen, g 51, 53. 

§ 51. Formelle Summe oder Siimmengrösse. 
Äucli dies Gesetz hat also noch eine Besehväuliung iu wich, was 
darin seinen Grnnd hat, dass wir höhere Ausdehnungen bisher nur 
addiren konnten, wenn sie einem und demselben Systeme nächst höherer 
Stufe angehörten. Wir müssen nun, um das Gesetz in seiner Allge- 
meinheit aufstellen zu können, auch zeigen, was unter der Summe von 
Ausdehnungen, welche in beliebig höheren Systemen liegen, verstanden 
sein könne. 

Wollten wir hier denselben Weg einzuschlagen versuchen, wie in 
den vorhergehenden Paragraphen, und also als Summe zweier Grössen 
Ä . B und A . C, welche nicht demselben Systeme nächst höherer Stufe 
angehören, die Grösse A .{B -{- C) auffassen, so würde dies zu nichts 
führen, da dann S und C auch Ausdehnungen höherer Stufen sind, 
welche nicht einem und demselben Systeme nächst höherer Stufe an- 
gehören, und also die eine Summe ihrer Bedeutung nach eben so un- 
bekannt ist, wie die andere. Es bleibt uns also nichts übrig, als den 
Begriff der Summe in diesem Falle rein formell aufzufassen, ohne dass 
es möglieh wäre, eine Ausdehnung aufzuweisen, welche als die Siunme 
sich darstellte. 

Wir definiren daher die Summe von Ausdehnungen sj-ter Stufe, 
welche einem höheren Systeme als dem (w + l)-ter Stufe angehören, 
dadurch, dass die Grundgesetze der Addition auf dieselbe anwendbar 
sein soUen, das heisst also als „dasjenige, was konstant bleibt, welche 
Veränderungen man auch mit der Form der Summe durch Anwendung 
der Additions- und Subtraktiona-Gesetze vornehmen ma^." 
?0 Es erscheint somit diese Summe nicht mehr als reine Ausdehnung, 

das heisst als solche, welche durch fortschreitende Multiplikation der 
Strecken gewonnen werden könnte, sondern sie tritt als Grosse von 
neuer Art, und zwar zunächst als Grösse von bloss formeller Bedeu- 
so tung hervor, die wir | daher am passendsten mit dem Namen der 
SummmgrÖsse belegen könnten; wir fassen sie mit der Ausdehnung 
unter dem Begriffe der Ausdehmmgsgr'össe zusammen. Um ihre kon- 
Icrete Bedeutung zu gewinnen, müssten wir ihren Bereich ausmitteln, 
das heisst aufsuchen, wie sich die Form der Summe, die in dem Werth. 
der Stöcke besteht, ändern könne, ohne dass der Werth der Summe 
selbst sieh ändere. Dadurch erhalten wir eine Reihe von konkreten 
Darstellungen jener formellen Summe, und die Gesammtheit dieser 
möghchen Darstellungen in Eins zusammengeschaut, wie die Arten 
einer Gattung (nicht wie die Theile eines Ganzen), würde uns den 
konkreten Begriff vor Augen legen. 
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i da diese SummengrÖsse iiiebt eher als in einem Systeme 
Tierter Stwfe eintreten kimn, sie also im Baume, als einem Systeme 
dritter Stufe, teine Anwendung findet, so versparen wir uns diese Daj:-- 
stellung bis zum siebenten Kapitel*), in welebem sieb die Bedeutimg 
einer solchen Summe auf einem verwandten Gebiet ergeben, und sieb 
durch Anschauungen sowohl der Geometrie, als besonders der Statik 
fruebtreieh gestalten wird. 



§ 52, 53. Multiplikation der Auadehnn.ngsgi-Besen. 

§ 52. 
Dagegen dürfen wir unsere Aufgabe nicht fallen lassen, das in 
diesem und dem vorigen Kapitel gewonnene Gesetz von allen Schranken, 
in denen es noeb zusammengeengt ist, zu befreien, und also auch die 
Beziehung der Multiplilcation zu dieser Addition aufzufassen. Aber da 
die formelle Summe keine Ausdehnung darstellt, so ist aueb das äussere 
Produkt jener formellen Summe in eine Strecke noeb nicht seiner Be- 
deutung nach bestimmt. Nun muss auch diese wiederum formell dnrcb 
das Portbeatehen der multiplikativen Beziehung bestimmt werden, und 
wir haben somit, wenn es überhaupt eine solche Multipbkation jener 
Summengrossen geben soll, dieselbe so zu definiren, dass 

(A + li + 0+--').p-.Ä.r + B.f + C.f + --- 
sei. Doch dürfen wir dies nur dann festsetzen, wenn bei dem Kon- 
stantbleiben von A -\- B -\- C -\- ■■■ aueb A.p-\~li.p-^C.p-^ ■■■ 
konstant bleibt, indem das Wesen der Summe nur in diesem | Kon- 81 
stantbleiben besteht, und das Princip der Gleicbbeit das gleichzeitige 
Konstantbleiben erfordert. 

Also haben wir zu zeigen, dasa, wenn 

^l + ^ + --- = P+« + -- 
ist, auch 

A.p-\-B.p + -..=^P.p-^ Q.p + --- 

sein müsse. Dies ergiebt sieb aber leicbt, indem, wenn /t + ß + ■■■ «1 
der Summe P -{- Q -^ ■•• gleich gesetzt wird, und beides formelle 
Summen sind, durch blosse Anwendung der Additionsgesetze (andere 
Anordnung, Zusammenfassung der Stücke, Auflösung der Stücke in 
kleinere Stücke) aus der einen die andere hervorgehen muss. Da nun 
jeder aoleben Veränderung, welche ohne Aenderung des Gesammt- 
wertbes verstattet ist, eine ebensolche mit den um den Faktor p ver- 

*) [Daa heisst, dem zweiten Kapitel dos Kweiton Aljsclinil,tfi"| , 



y Google 



110 A,, Absolm, I. Kap. R. Verknüpfung höherer AusdohiiungsgrCssen. @ 53^54. 

mehrten Grössen entspricht, so wird, wenn man mit diesen die ent- 
sprecLenden Operationen, wie mit JDnen vornimmt, gleichzeitig, während 
sich A-\- B -{- ••• ia F-\- Q-\- ■■■ verwandelt, auch A.p + B .p -{- ■■■ 
mP.p-^Q.p-\--- übergehen. Somit wird es gestattet sein, jene 
Definition festzustellen, welche hiemach nichts ist, als eine abgekürzte 
Schreibart. 

§ 53. 
Da ferner, wenn mit mehreren Strecken fortschreitend, das heisst 
so multiplicirt wird, daas das jedesmal gewonnene Resultat mit dem 
nächstfolgenden Faktor multiplicirt wird, das Gesammtprodnkt stets 
gleichen Werth behält, sobald das Produtt jener Strecken sich gleich 
bleibt, so können wir abkürzend statt jener Strecken, mit welchen 
fortschreitend multiplicirt ist, ihr Produkt setzen. Hierdurch ist der 
Begriff des Produktes zweier Ausdehnungen bestimmt, und so auch 
das Produkt einer formellen Summe in eine Ausdehnung, ein Produkt, 
was zwar im Allgemeinen wieder eine formeile Summe liefert, aber 
in besonderen Fällen auch in eine Ausdehnung übergehen kann*). 
Dass nun nach dieser Bestimmung allgemein 
{A + B).P=^A.F-{-S.P 
8S ist, ergiebt sich leicht. Denn es sei F ^ e . d ..., so ist 
iA + B).P={A+ B).c.d... 
nach der eben festgesetzten Bestimmung, ferner 

{A-\-B).c = A.C'}'B.c 
nach § 52j also durch wiederholte Anwendung desselben Gesetzes 

{A + B).c.d...^A.c.d...-\-B.c.d..., 
das heisst 

{A-{-B).F^A.F+B.F. 

83 Ist der zweite Faktor zerstüclit, so I'ässt sich das entsprechende 

Gesetz hier nur für reale Summen nachweisen; für diese ergiebt sich 
aua obiger Gleichung durch Vertauschung (wobei die Zeichen sich ent- 
weder in allen Gliedern oder in keinem ändern) 

P.(^A-j- B) = P.A-\-F.B. 
Für formelle Summen ist noch nichts über die Vertauschbarkeit 
der Faktoren festgesetzt und daher auch jene Schlussweise noch nicht 

*) Nämlich, wenn die Stücko der Summe von ii-ter Stufe sind and einem 
Syatem (w -f )n)-ter Stufe angehören, ho wird diiioh Multiplikation mit einer Aus- 
dehnung (m — l)-tec Stufe desselben Sjstames ofienbar die formelle Summe iu 
eine AuBdeliniing verwandelt. 
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imweadbar. Da wir überhaupt noch nichts über lien 
Produktes, dessen zweiter Faktor eine formelle Summe ist, festgesetzt 
haben, so ist uns erlaubt für den Fall, dass der zweite Faktor eine 
formelle Summe ist, dieselbe VorauBsetzung zu machen, wJe für den 
Fall, wo der erste ea ist, und also auch dann 

F.{A-\-B)==F.Ai-F.B 
zu setzen, und dies selbst auf den Fall zu übertragen, wo auch P eine 
formelle Summe darstellt. 

§ 54, 55. Hauptgeaetze der äusseren Multiplikation, 
8 M. 
Nachdem wir nun alle bif. dahin noch bestehenden Schranktiu auf- 
gehoben, und die Geltung der multiplikativen Grundbeziehung für alle 
A US dehnungs grossen theils aus dem Begriffe nachgewiesen, theils durch 
Definitionen festgestellt haben : so gelten somit alle Gesetze dieser Be- 
ziehung, wie auch alle Gesetze der Addition und Subtraktion, und es 
sind auf diese Weise alle angegebenen Begriffe im allgemeinsten Sinne 
gerechtfertigt. Wir fassen daher, nachdem wir am Schlüsse dieser Ent- 
wickelungsreihe angelangt sind, die Resultate derselben in folgenden 
Sätzen zusammen: 

Wmn alle Elemente einer Ausdehnung {in ihrer elementaren Dar- 
stellung*)') einer und derselben Erseitgung unterworfen [w^denj, das heisst 
statt jedes Elementes eine gleiche Strecke gesetzt wird, \ deren Anfangselement 83 
jenes Element ist, so ist die Gesammikeit der so gewonnenen Elemente 
die Jconkrete Darstellung einer Ausdehnung, welche, als Theil des mge- 
hörig&t Systems uufgefassf, das JProdukt jener Ausdehnung in diese Strecke 
ist, und v)ir nannten dasselbe ein äusseres. 
Femer: 

Wenn man eme Ausdehnung mit den einfachen FaMoren einer an- 
dern fortschreitend auf die amgegehene Weise \ muUiplicirt, so ist das Be- 83 
sultai als Produkt jener ersten Ausdehmtt^ in diese letzte charaklerisirt. 
Als Summe eweier Ausdehmmgen n-ter Stufe in einem Systeme 
(n 4- l)-fer Stufe wwde di^enige Ämdehntmg nachgewiesen, weleJie her- 
vorgeht, wenn man jene beiden auf einen gemeinschaftliek^i Faktor 
(n — i)-ter Stufe brachte, und die ungleich&n Faktoren addirte. 

Als Stimme zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem System von 
höherer als (n + l)-ter Stufe ergab sich die formelle SummengrÖsse, welche 
dasjenige darstellte, was bei Anwendung der Additionsgesetze konstant blieb. 

*) Unter der elementaren oder konkreten Daretellimg einer Ausdelmuiig yer- 
stelien wir daa Gebilde, welchem diese Aaadehnang zugehört. 
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Endlich als ProdiiU einer Summmgrösse in eine andere Grösse ivurde 
die Si<mme aufgefassi, welche hervorgeht, wenn jedes SUkh des einen Fak- 
tors md jpäem des andern muUiplicirt, und diese Produkte adäirt werden. 

Die Gnlhglveit allei dieser Bestimmungen wurde dadurch darge- 
than, daaa tili dif Addition die Grundgesetze derselben und für die 
Multiplikation dip TTiundbeziehungen derselben zur Addition nachge- 
wiesen wurden, indem darin zugleich der Nachweis lag, da^ alle Ge- 
setze der Addition und Subtraktion und der Beziehung der Multipli- 
kation zu beiden hier noch fortbestehen. 

§ 55. 
Es bleibt uns nur noch übrig, die Gesetze, welche die äussere 
Multiplikation als solche charakterisiren , in al^emeinerer Form zu 
entwickeln. 

Wir hatten oben in § 34 als das Eigenthümliche dieser Art der 
Multiplikation das Gesetz dai:gestellt, dass man, wenn ein einfacher 
Faktor eines Produktes einen Summanden enthält, welcher mit einem 
der angränzenden Paktoren gleichartig ist, diesen Summanden ohne 
Werthänderung des Produktes weglassen kann; daraus ergab sich 
(§ 35, 36), dass das Produkt von n einfachen Faktoren stets dann, aber 
8i auch nur dann als null eischeint, wenn | sie von einander abhängig 
sind, das heisst von emem Systeme niederer Stufe als der «-ten um- 
fasst werden. Dies können wir unmittelbar auf Faktoren beliebiger 
Stufen ausdehnen wenn wii mehrere Ausdehnungen dann von ein- 
ander abhängig setzen, wenn die Summe ihrer Stufenzahlen grösser ist 
als die des Systems, welches sie alle umfasst; denn dann wird die An- 
84 zahl der einfachen Faktoren, welche | ihr Produkt enthält, griäaser sein 
als die Stufenzahl des umfassenden Systems, also ihr Produkt in der 
That null sein. Also: 

Das äussere FroduM ist null, wenn die Faktoren von einander ab- 
hängig sind, und hat einen geltenden Werth, wenn sie es nicht sind. 

Aus der Eigenthümlichkeit des äusseren Produktes ergab sich uns 
(§ 35) das6 zwei einfache Faktoren vertauscht werden dürfen, wenn 
man zugleich das Vorzeichen des Produktes ändert; dies Gesetz er- 
v\ eiterten wir dahin, dass ein einfacher Faktor eine gerade Anzahl von 
einfachen Fiktoren ohne, eine ungerade mit Zeichenwechsel über- 
springen dürfe Da eine Keiho von einfachen Paktoren als Ausdehnung 
eischieu, deren Stufenzahl der Anzahl jener einfachen Faktoren gleich 
ist so folgt daraus zuerst, dass eine Ausdehnung von gerader Stufe 
einen tinfichen Faktor, also auch jeden andern, ohne Zeichenwechsel 
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überspringen däcfe, und wiederum, dass bei Vertauschung zweier be- 
liebiger auf einander folgender Faktoren dann und nur dann Zeichen- 
weehael eintrete, wenn beide von ungerader Stufe sind.*) Dass nun 
dies Gesetz ancl. noch für | Summengrössen gelte, ist klar, indem es, 85 
wenn man mit den einzelnen Stücken durchmultiplieirt, für die ein- 
zelnen Produkte gelten muss, also auch für deren Summe. Also: 

Zwei auf einand&^ folgernd Faktoren sind mit oder ohne \ Zeichen- 85 
Wechsel vertauschbar, je nachdem die Stufensoklen beider Foüit&rm sugleich 
wigeraäe sind oder nicht. 



B. Anwendungen, 
§ 56. Erzeugnisse äer Fortbewegung im Raunie. 

Die in diesem Kapitel entwickelten Gesetze lassen gegenwärtig 
nur eine theilweise Anwendung auf die Geometrie und Statik zu, in- 
dem die Summengrösse , welche zuerst in einem System vierter Stufe 
auftritt, hier keine Anwendung finden kann. Die Anwendungen be- 
schränken sich daher nur auf die erste Hälfte dieses Kapitels (§ 47 — 50), 
und bestehen darin, dass die Gesetze, welche im vorigen Kapitel für 
jene Disciplinen festgestellt wurden, von ihren Schranken befreit \md 
von einem allgemeineren Gesichtspunkte angeschaut werden. 

Zuerst in der Geometrie haben wir den neuen Additionsbegriff auf 
die Flächenräume (als Ausdehnungen zweiter Stufe) zu übertragen. 

Doch müssen wir dann an den Flächenräumen ihre Richtungen, 
das heisst die Eichtungen der Ebene, welcher sie angehören, festhalten, 



*) Es lässt sich dies, wenn a und 6 die bcaiehlichen Stufenzahlen der Aua- 
i A und B sind, so auadruolcen, dass A . B ^ {— Vf'' B . Ä sei. — 
Wenn lieide Faktoren noch durch einen dritten Paktor getrennt sind, ao hängt 
hei der Vertauschung das Zeichen noch von diesem, ah. So bat man zum Beispiel 

Ä.B .C = i- 1)"*+'=+'"' C .B .A. 
Für die formelle Auffassung der äusseren Multiplikation bemerke ich noch, dass 
man ihre Eigenthiimlichkeit, wenn einmal die multiplikative Beziehung zur Ad- 
dition festgestellt ist, auch durch das Gesetz, dass Kwei einfache Faktoren mit 
Zeichenwechsel vertauschhar seien, vollkommen hätte charakterisiren können. 
Denn ist a . & aUgemein gleich — h . a, oder 

a . (j -f- D . a =- , 
Bo muss dies aucli noch gelten, wenn 6 = o wird, dann ist n . «-]- a. ({ = 0, also 
2a,a = oder a.a=0. Daraus folgt dann, dass überhaupt das Produkt zweier 
gleichartiger Strecken null sei, woraus dann das den Begriff der äusseren Multi- 
plikation charakterisirende Gesetz, wie wir es ohcn darstellten, hervorgeht. 
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und also zwei Flächenräume ala ungleichartig auffassen, wenn die 
Ebenen, denen aie angehören, eine Verschiedenheit in den Richtui^en 
darbieten. Da nun die Flächenräume, auf diese Weise aufgefasst, Aus- 
dehnungen zweiter Stufe sind, so werden sich zwei FHichenräume, da 
sie zugleich einem und demselben Systeme dritter Stufe (dem Räume) 
angehören, nach § 48 auf einen gemeinachaftlichen Faktor erster Stufe 
bringen, das heisst sich als Spathecke (Parallelogramme) von gleicher 
Grundseite darstellen lassen. Die Summe derselben wird somit ein 
Spatheek sein, welches dieselbe Grundseite hat, dessen Höhenseite [vgl. 
S. 91] aber die Summe der beiden Höhenseiten jener Spathecke ist. 
Hiernach kann man nun die Sätze von der Fortbewegung (§ 28 und 29) 
allgemeiner so aussprechen; 
6 Die geometrische*) Summe der Flächenräume, welche eine \ gebrochene 
'Linie hei ihrer Fortbewegung beschreibt, ist gleich dem Flächenramrif wel- 
chen eine gerade Linie, die mit jener gebrochenen gleichen Anfangspunkt 
und Endpunkt hat, hcschreiht, wenn sie sich auf gleiche Weise fortbewegt, 
oder noch allgemeiner, indem wir die Strecke vom Anfangspunkt 
6 zum Endpunkt der gebrochenen Linie die schliessende Seite derselben 
nennen: 

Die geometrische Summe der Flächenräume, toelche eine gi^ochene 
Linie bei gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich dem Flächenraum, wel- 
chen die Seite, die die ersfere sdtliesst, in einer Bahn beschreibt, die die 
sweüe schliesst. 

Fttr die Bewegung der Flächenräume hat man den Satz: 
Die Summe der Körperräimie, welche eine beliebig gäirochene Fläche 
in beliebig gerochener Bahn beschreibt, ist gleich dem Körperranm, wel- 
chen die geometrische Summe jeijer Fläf^nräume (die die gebrochene 
Fläche bilden) in der jene gebrodiene schliessenden Bahn beschreibt. 

Sj 57 Allgememei Begriff des Geaammtmomentes 
Auch fui die Statik unl McLhanil besteht die ÄEwt.ndimg dieses 
h-apitels m einei Eiweiteiung welche jedich hiei so huthtieich ist, 
dass nun erst dei ganze Eeichthum dei Beziehungen hervortreten 1 tnu 
Zueist die Beschi mkung welche bei dem Geaammtmoment meh 
reier iLrafte m Bezug auf einen PunXt hrazugtfi^-t wuide (ij 41), fallt 
jetzt weg, ujid wir können dihei ^i^en, imtei dem Gesimmtmoment 



*) Dieees ÄdjektiT? bediene ich mn-li \pnn die /u ^mmnupnden Ciössen 
noch nicht hinreichend \ls Giö^ien mit konstanter Kichtung bezei hnet sinl im 
die Snmme von dei lem aiithmetischen Summe zu t 
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mehrerer Kräfte in Bezug auf eirfen Punkt sei die Summe aller ein- 
zelnen auf jenen Punkt bezüglieben Momente verstanden; und zugleieb 
ist klar, dass, wenn man durch diesen Punkt eine Strecke als Äxe 
zieht, das Moment in Bezug auf diese Äxe gefunden wird, wenn man 
diese Axe in jenes erste Moment multiplicirt. Sind zum Beispiel aß, 
fS, ... die Kräfte, so ist ihr Gesammtmoment 31^ in Bezug auf einen 
Punkt Q gleich 

[(,.].[./!] + [(,).]. &ä] + ..S 

und in Bezug auf eine Axe ffp ist das Moment derselben Kräfte gleich 

\0Q] . [p«] . \ccß] + [0p] . [py] . [yÖ] + • ■ • 
oder gleich 

[ep] . M^. 

Dass nun auch hier das Gesammtmoment der innem Kräfte in 87 
Bezug auf einen beliebigen Punkt null ist, bedarf wohl kaum eines 
Beweises, indem sogleich einleuchtet, dass der Beweis auf ähnliche 
Weise, nur noch einfacher, erfolgt, wie der oben (§ 42) für den be- 
schränkteren Begriff geführte. Und damit ist klar, wie die sämmt- 
lichen oben aufgestellten Sätze (§ 43 und 44) auch in dieser .| Verall- 87 
gemeinerung noch gelten. Namenthch wird der in § 43 aufgestellte 
Hauptsatz jetzt so ausgesprochen werden können: 

Das Gesammtmoment aller Bewegungen, welche d&n eimelnmi Funkten 
(eines Vereins von Punkten) innerhalb eines Zeitraiims mitgeikeilt werden, 
ist gleich dem Gesammtmoment der sämmtlichen Kräfte, welche dein Ver- 
eine dieser TurOite während jener Zeit von avssefti miigetheüt werden, und 
zwar in Bezug auf jeden beliebigen Punkt.*) 

Wirken also namentlich keine Kräfte von aussen ein, so muss 
auch das Gesammtmoment aller mitgetheüten Bewegungen während 
jedes Zeitraumes null sein, das heisst das Gesammtmoment aller Be- 
wegungen, welche den Punkten einwohnen, muss in der Zeit konstant 
sein. **) Dies Gesammtmoment stellt somit eine unveränderliche Ebene 
und in derselben einen konstanten Flächenraum dar; jene Ebene ist 
es, welche La Place die unveränderliche Ebene (^plan invariable) nennt, 
und welche vermittelst unserer Wissenschaft sich auf die einfachste 
Weise durch Bummation ergiebt. Die Schwierigkeit der Ableitung nach 
den sonst üblichen Methoden übersieht sich leicht, wenn man nur 

*) Die daraus hervorgehende Gleichung ■werden wir späterhin bei der An- 
wendung der Differenzialrechnung auf unsce WissenBchaft darEtellen; 3. g 105. 

**) Es ist dies, wie man sich leicht überzeugt, das Princip der konstanten 
FläehenriLuuie. 
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einen Blick wirft auf die in LaGrange's Meiamqiie analyfigiie*) oder 
in La Place's Mecaniqtie Celeste geführten Eiitwiekelungeu, um! auf die 
komplicirten Formeln, in welchen dort di^ DaisteUuno; fortschreitet. 



§ 58, 59. Abhängigkeit der Momente. 
§ 58. 
Wir könnten zwar schon hier die Hanptsätze für die Theorie der 
Momente aufstellen; da indessen die Betrachtung der Momente im 
SS zweiten Abschnitte sieh noch weit einfacher gestalten | wird, so will 
ich hier nur ein Paar Beispiele gehen, um zu zeigen, mit welcher 
Leichtigkeit sich durch Hülfe unserer Analyse die hierhergehörigen 
Aufgaben lösen lassen, imd in welcher Ergiebigkeit die interessantesten 
Sätze daraus gleichsam hervorsprudeln. 

Zuerst sei die Aufgabe die, aus dem Momente in Bezug auf einen 
88 Punkt das in Bezug auf einen andern um eine Strecke von | gegebener 
Länge und Richtung von ihm entfernten Punkt zu finden, wenn ausser- 
dem die Gesammtkraft (die Summe der als Strecken dargestellten 
Kräfte) ihrer Länge und Richtung nach gegeben ist. Es seien und r 
die beiden Punkte, Mn das gegebene auf den ersten Punkt bezügliche, 
Mt das auf den zweiten bezügliche Moment, [k(5], [yd], ... Aie Kräfte, 
a, y, ... ihre Angriffspunkte, s die Gesammtkraft ihrer Länge und Rich- 
tung nach, also 

s = [«,5J + [yö] + ---. 
Dann ist 

*, = r««l -[<!/!] + [<ir].[r«] + •• 

JM.-[ic.].[«ffl + [r,].[rä] + .--. 
Zieht man beide Gleichungen von einander ab, so erhält man, da 

[ea] - [r«] = [.?«] + [az] ^ [ST] 
ist, und so weiter, die Gleichung 

M, - M, -[«,-] . ([«ffl + [rS] + ^^0 - ["«l ■ s, 
wodurch die Aufgabe gelöst ist, und man hat den Satz gewonnen: 

Rü<^t der Besiehungspmikt um eine Strecke fort, so nimmt das Mo- 
ment tim das äussere Proäulit der Gesammtkraft in diese Streclce sh,**) 
Hierin liegt zugleich, dass das Moment dasselbe bleibt, wenn jenes 

*) P. 2G2— 269 [II Partie, Bection III, § 3, No. 7—11]. 

**) Hierbei ist das Wort „aunehmen" in demselben allgemeinen Sinne ge- 
nommen, in welchem man auch sagen kann, 8 habe um ( — 3) zugenommen, wenn 
6 daraus geworden ist. 



y Google 



Kin^elüe Aufgaben über Momente. 117 

) Produlifc null i'-fc, dis lieisst wenn dei Bczielmn^&pimlvt m der 
Riehtung der Geaammtkraft loitscliieitet, odei anders ausgedruckt, diss 

die Momente m Bezug nvf alle FvnUe, welche m eme) und da 
selhm mit der Gesammtlraß pataUelen Lime hegen, einander gleich sind 

Ferner: 

Ist das Moment in Bezug auf ttgend einen Tunld null, so ist \ es 89 
in Besug auf jeden andern lunlt gleich dem aMS'^eieii PioduJt der Ge 
sammfkraft in dt Abiuwkwiq des htsieti PunMe'. ton dfni eisfe)i 

§ 59. 
Eine andere Aufgabe, welche die Abhängigkeit der Momente in 
Bezug auf Axen, die durch denselben Punkt gehen, auffasst, | ist die, 8£ 
aus den Momenten in Bezug auf drei Axen, die durch einen Punkt 
gehen und nicht in derselben Ebene liegen, das Moment in Bezug auf 
jede vierte Aso, die durch denselben Punkt geht, zu finden. 

Es seien a, i, c die drei Axen, Ä, B, die auf sie bezüglichen 
Momente, aa -\- ßh -{- yc, -wo k, ß, y Zahlen vorstellen, die vierte Axe, 
deren zugehöriges Moment D gesucht wird.*) Das Moment in Bezug 
auf den Durchschnitt der drei Axen sei M, so ist nach § 57 
Ä^a.M, B = l>.M, C^c.M, 
D = (ßfl + ;3& + yc) . M. 
T.öseii wir in dem letzten Ausdrucke die Klammer auf, so wird 
D^aa.3I-\- ßi.M-{-yc. M 
^uA + ßB^yC. 
Dies Resultat in Worten ausgedrückt: 

Aus den M(mi,enten dreier Axen, die durch Einm FanM gehen, ohne 
in Einer Ebene m liegm, Icann man das jeder andern Axe, die dweh 
denselben Bimkt geht, finden; imd zwar herrscht zwischen den Momenten 
Vielfachen 'Gleichung, wie swisdmi den Axen.**) 
Wenn einer der Koefficienten null wird, so hat man den Satz: 
^Ms den Momenten sweier Axen, die durch einen Funld gehen, hami 
i( das jeder andern Axe, die durdt äensellen Burikt geH, finden, und 



*) Daas sich jede Strecke im Eaume ala Summe aus drei Stfloken darstellen 
läsat, welcte drei gegebenen Strecken parallel sind, ist oben gezeigt; daiin liegt, 
daas sie aioli ala Vielfacliensumme derselben darstellen lilsst. 

**) Dev Körae wegen sagen wir, awisclien Grössen bestelle eine Vielfaclien- 
Gleichung, wenn die Glieder der Gleicbmig nur Violiache jener Grössen dat- 
atellen. 
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mcar herrscht stoischen dm Momenten dieselbe Vielfachen- Gldchung , loie 
nwischen dm Axen, 

Wir werden späterhin bei der allgemeineren Behandlung der Mo- 
mente iiueh diesen Satz in viel allgemeinerer Form darstellen können. 



Viertes Kapitel, 
Aeussere Bivisiou, Zahlcngrösse. 

A. Theoretische Entwickeln iig. 
g 60. Begriff der äuaseren Division. 
) Die z\\i Multiplikation gehörige analytische Verknüpfung ist die 

Division-, folglich wird nach dem allgemeinen Begriff der analytischen 
Verknüpfung {§ 5) das Dividiren darin bestehenj dasa man zu dem 
Produkte und dem einen Faktor den andern sucht; und es wird ver- 
möge dieser Erklärung jeder besonderen Art der Mulbiphkation eine 
ihr zugehörige Art der Division entsprechen; die äussere Division wird 
also darin bestehen, dass man zu dem äusseren Produkt und dem einen 
Faktor desselben den andern sucht. 

Es ist klaTj dass hier, da die Faktoren des äusseren Produktes 
im Allgemeinen nicht vertauschbar sind, auch zwei Arten der Division 
zu unterscheiden sind, je nachdem nämlich der erste Faktor gegeben 
ist oder der zweite (vgl. § 11). Wir bezeichnen den gesuchten Faktor 
(Quotienten) so, dass wir das gegebene Produkt Ä (den Dividend) nach 
gewöhnlicher Weise über den Divisionsstiich, den gegebenen Faktor IS 
(den Divisor) unter denselben setzen, diesem gegebenen Faktor aber 
einen Punkt folgen oder vorangehen lassen, je nachdem der gesuchte 
Faktor als folgender oder vorangehender Paktor aufgefasst werden soll. 
Also -ä- bedeutet den Faktor C, welcher als zweiter Faktor mit B 
verknüpft A giebt, also welcher der Gleichung genügt: 

B.C^A; 
und - bedeutet den Faktor C, welcher als erster Faktor mit B ver- 
knüpft A giebt, das heisst der Gleichung genügt: 

C.B = A; 
oder beide Bestimmungen durch blosse Formeln ausgedrückt: 
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Hierbei haben wir daim nur festzuhalten, daas, 'wenn die Stufen- 
zahlen von der Art sind, dass die Faktoren direltt vertausclibar sind, 
beide Quotienten gleichen Werth haben, wenn sie hingegen | nur mit 91 
Zeichenweehsel vertanschbar sind, beide Quotienten | entgegengesetzten 91 
Werth haben.*) Daher wird man im ersteren Falle auch das Zeichen 
des Punktes im Nenner weglassen können, wenn man nicht etwa die 
Division noch ins Besondere als äussere bezeichnen will. 

§ Gl, 62. Realität und Vieldeutigkeit des Quotienten. 

§ 61. 

Es kommt nun dara^if an, aus der formellen Bestimmung die 
wesentliche Bedeutung des Quotienten zu ermitteln. 

Da das äussere Produkt zweier Ausdehnungen stets eine Ausdeh- 
nung giebt, welcher jene beiden untei^eordnet sind und deren Stufen- 
zahl die Summe ist ans den Stufenzahlen der Faktoren, so folgt zu- 
nächst, dass auch der Quotient nur dann eine Ausdehnung darstellen 
liÖnne, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet ist, das heisat 
von dem System des Dividend ganz umfesst wird; und dass dann zu- 
gleich der Divisor von niederer Stufe sein muss als der Dividend, 
die Stufenzahl des Quotienten aber die Differenz ist zwischen denen 
des Dividend und Divisors. In jedem andern Falle kann also der Quo- 
tient keine Äusdehnimg darstellen, sondern nur eine formelle Bedeu- 
tung haben, die wir vorläufig auf sich beruhen lassen. Umgekehrt 
zeigt sich aber auch, dass der Quotient jedesmal dann eine Ausdehnung 
darstellen muss, wenn jene Bedingung erfüllt ist, dass nämlich der 
Divisor dem Dividend untergeordnet sei. Nämlich nach § 48 kann man 
jede Ausdehnung )i-ter Stufe auf (ii — 1) beliebige ihr untergeordnete 
Faktoren bringen, sobald diese nm' von einander imabhängig sind, und 
somit kann man sie auch auf jede geringere Anzahl untergeordneter 
Faktoren bringen, das heisst sie als Produkt darstellen, dessen einer 
Faktor eine heliebige ihr untergeordnete Ausdehnmig ist. Also 

Der Quotient ist nw dann, aber mtch stets dann, eine Ausdehnung, 
wenn der Divisor dem Divid^id untergeordnet und mn niederer Stufe 
ist, und zwar ist seine StufenmM dann der Unterschied der beiden Stufen- 
isdhkn des Dividend und Divisors. 



*) Da die Vertauschung der Faktoren nur dann einen Zeichenweehsel er- 
fordert, wenn beide yon ungerader Stnfenzah! sind, das Produkt also von gerader 
so werden anch beide Quotienten nur dann entg^engesetaten Werth hahen, wem 
der Dividend von gerader, der Divisor von ungerader Stufe ist; in jedem aaderi 
Falle werden sie gleichen Werth hahen. 
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§ 62. 
3 Ea bleibb nun zu unter suclien, ob in dieseui Falle der Quotient 

2 eindeutig ist, oder mehrdeutig, und wie im letztern Falle | die Gesammt- 
heit seiner Werthe gefunden werden kann. 

Es sei -=- der zu untersucliende Quotient, mid B der Grösse Ä 
untergeordnet. Nach dem vorigen Paragraphen giebt es nun allemal 
eine Aiisdehnung, welche mit B multiplicirt A giebt, das heisst welche 
als Quotient aufgefasst werden kann; es sei C eine solche, so dass also 

B.O=A 
ist, und die Frage ist die, ob es noch andere von C verschiedene Aus- 
dehnungen gebe, welche statt in diese Gleichung gesetzt werden 
können. Jedenfalls müasten dieselben von derselben Stufe sein wie G 
(§ 61). Jede von C verschiedene Ausdehnung derselben Stufe wird 
sich, wenn X eine beliebige Grösse derselben Stufe ist, darstellen 
lassen in der Form C+ X, und es ist also X so zu bestimmen, dass 

J5 . (C + X) = ^ 
ist, wenn C + X auch als ein Werth des Quotienten -p- erscheinen 
soll. Man hat dann 

B.C-\-B.X^A^B.C, 
das heisst 

B.X = 0. 

Nun giebt aber nach § 55 nur das Produkt zweier abhängiger 
Grössen, aber ein solches auch allemal Knll, folglich genügt ausser 
dem partiellen Werth C des Quotienten noch jede andere Grösse, welche 
von ihm um einen vom Divisor abhängigen Summanden verschieden 
ist, aber auch keine andere. Die Gosammtlieit dieser Grössen, die von 
B abhängig sind, oder welche statt X gesetzt der Gleichung 

u.x = o 

genügen, können wir nun nach der Definition des Quotienten mit j, 
bezeichnen; somit haben wir 

Dies Resultat können wir in folgendem Satze darstellen: 

93 Wenn der Divisor (B) dem Dividend {A) untergeordnet und von 

93 niederer Stufe ist, so ist der Quotient nur partiell hestimmt, \ und swar 

findet man, ioenn man einen besonderen Werth (C) des Qttotienien kennt, 

dm allgemeinen, indem man dm tiniesUmmten Ausdnich einer von dem 
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Divisor (B) abhängigen Grösse zu jenem hesondern Wcrth kinsuaddirt, 
oder €8 ist dann 



Auf die Riramlehre übertragen, sagt dieser Satz aus, dass { 
■wenn zu einem Spattecke (Parallelogramme) die Grundseite und der 
Fläctienraiim (aebst der Ebene, der er angehören soll) gegeben ist, 
dann die andere Seite, die wir Höhenseite genannt haben, nur partiell 
bestimmt sei, und dass, wenn ihr Anfangspunkt fest ist, der Ort ihres 
Endpunktes eine mit der Grundseite parallele gerade Linie sei; dass 
aweitenSj wenn zu einem Spathe die Grundfläche und der Körperraum 
gegeben ist, die andere Seite (Höhenseite) nur partiell bestimmt sei, 
und der Ort ihres Endpunktes bei festem Anfangspunkt eine mit der 
Grundfläche parallele Ebene sei; und dass endlich, wenn zu einem 
Spathe die Höhenseite und der Körperraum gegeben ist, die Grund- 
fläche partiell bestimmt sei, indem dieselbe als der veränderliche ebene 
Durchschnitt eines Prismas, dessen Kanten der Höhenseite parallel 
sind, erscheint. 

Dies letztere bedarf eines Nachweises. Ist nämlich eine Grund- 
fläche als besonderer Werth ^enes Quotienten gefunden, das heisst giebt 
sie wirklieh mit der gegebenen Höhenseite äusserlich multiplieirt den 
gegebenen Körperraum, und stellt man sich diese Grundfläche in Form 
eines Spathecks vor, so wird man jedes andere Spatheek, was mit der 
gegebenen Höhenseite äusserlich multiplieirt dasselbe Produkt giebt, 
dadurch aus dem ersten gewinnen, dass man den Seiten des ersten 
beliebige mit der Hohenseite parallele Summanden hinzufügt, worin 
dann der ausgesprochene Satz liegt. 

§ 63, 64. Ausdruck für den eindeatigen Quotienten. 
% 63. 
Aus dem Satze des vorigen Paragraphen ergiebt sich, dass man 
die Gesetze der arithmetischen Division nicht ohne weiteres auf [ unsere Si 
Wissenschaft übertragen könne, namentheh dass man im Dividend | und 94 
Divisor nicht gleiche Faktoren wegheben dürfe. Aber da überhaupt 
die Rechnung mit unbestimmten, wenn auch nur partiell unbestimmten 
Grössen, mannigfachen Schwierigkeiten unterliegt, und in der ander- 



"^ Es iat dies unbostimmte Glied sehr wolil zu Tergleichen mit der uübe- 
bcstimmteii Konstanten bei der Integration, und das eigentliümliche Verfahren, 
welotes dadurch herbeigeführt wird, ist hier daaselhe wie dort,**) 

**) Vergleiche die Aiuii. zu S. 39 und 13. (1877.) 
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weitigeii Analyse des Endlichen nichts vollkommen entsprechendes 
findet, so ist es am zweckniässigsten, diesen unbestimmteii Ausdruck 
durch bestimmte Ausdrücke zu ersetzen. 

Es ergiebt sich nämlich, dass der Quotient ein bestimmter ist, so- 
bald derselbe seiner Art nach gegeben, das heisst das System gleicher 
Stufe bestimmt ist, dem er angehören soll, vorausgesetzt namHch, dass 
dies System von dem des Divisors unabhängig, dem Systeme des Di- 
vidend aber untergeordnet sei. Wird diese Voraussetzung erfüllt, so 
ist in der That immer ein, aber auch nur Eiii Werth des Quotienten 
möglich, welcher in dem gegebenen Systeme liegt. Denn denkt man 
aich irgend eine diesem Systeme gleichartige Ausdehnung (0) mit dem 
Divisor multiplicirt, so wird das Produkt dem Dividend gleichartig 
sein, also auch durch Vergrösserimg oder Verkleinerung jener Aus- 
dehnung (0) dem Dividend gleich gemacht werden können, wobei diese 
Ausdehnung (C) selbst sich als Quotient darstellt. Aber auch nur Ein 
solcher Werth des Quotienten wird hervorgehen. Es sei nämlich C 
ein solcher Werth des Quotienten ^, so dass also B.C=A ist; es 
verwandle sich C in eine ihm gleichartige Grösse C-^ C\, wo 0^ nicht 
gleich Null ist, so hat man 

i; . (0 + C) = -B . C -f- U . 6\ = yl + B . (7, ; 

es ist also B.(0+ C^) nicht gleich A, da B.G^, weil beide Faktoren 
nach der Voraussetzung von einander unablmngig sind, nicht Null geben 
kann. Also jeder andere mit C gleichartige Werth genügt statt ge- 
setzt nicht der Gleichung 

B .G=A, 
das heisst, kaim nicht als ein Werth des Quotienten ^-- aufgefasst 
werden; also giebt es nur einen solchen. 

Dies Resultat kann man auch so ausdrücken: Wenn zwei gleiche 
Produkte einen gleichen Faktor haben, und der andere Faktor in beiden 
gleichartig, von dem ersten aber unabhängig ist, so ist auch dieser in 
beiden gleich. 
95 Es kommt nun darauf an, fiir diesen bestimmten Quotienten eine 

angemessene Bezeichnung zu finden. Es sei P der Dividend, A der 
95 Divisor, B \ eine Grösse, welcher der Quotient gleichartig sein soll, 
A und B seien beide dem Systeme P untergeordnet, aber von ein- 
ander unabhängig; dann wird P sich als Produkt von A-^ in B, wo 
A^ mit A gleichartig ist, darsteilen lassen, der Quotient wird also 
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sein; diesen können wir, sofern er mit J3 gleichartig sein soll, vor- 
läufig mit 

bezeichnen. Also — B soll die mit B gleichiirtige Grösse B^ be- 
zeichnen, welche der Gleichimg 

A,.B==A.B^ 
genügt. *) 

§ 64. 

Um nun die Bedcutiing dieser Ausdrücke aiiBznmitteln, haben wir 
die Verbindung eines und desselben Ausdrucks | - .'- mit verschiedenen ' 
Grössen zu untersuchen. 

Zunächst ergicbt sich, dasa, wenn A, If, C von einander ti 
sind, iiud 



ist, dann auch allemal 




sein muss. D(!nn aus der ersten Gleichung hat man 


. nach der Definition 


A,.B==A.B,, 
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xiiid soUt man ~ (7 = C, , so ist 

Multiplicirb man die erste dieser Uleicliungen mit C, die aweitc i 
B (nuf zweiter Stelle), so hat man 

Ä,.B.G'^A.B,.G, 



also auch 



A^.B.C=Ä.B.C^, 

Ä.B,.C = A.B.Ci. 
B^ . C mit B . C, gleichartig ist, und der andere Faktor (A) 
als das Produkt auf beiden Seiten gleicii ist, so muss (§ OB) 
B,.G = B.O^, 



seirj. Also wenu 



-iö=.G = ^C 



'-B = B, 



ist, so gehen die Ausdrücke -p und -^j mit jeder bcliehigen von A.B 
unabhängigen G-rösse verbunden dasselbe Resultat. 

Aber wir können nun zeigen, dasa dies auch dann noch der Fall 
sein müsse, tvenn beide Ausdrücke mit einer Grösse G verbtmäen sind, 
welche nur von A und von B unabhängig ist, ohne zugleich von dem 
Frodiikte A . .B unablimgig zu sein. 

Zunächst erweisen wir dies für den Fall, dass C eine Strecke sei, 

die wir mit c bezeichnen wollen. Es sei also 

A, 
7 -.- c = c, 



wo c zwar von A imd JJ unabhängig, aber von A . B abhängig i 
Um nun zu zeigen, dass dann, wenn 



sein müsse, suchen wir den Faktor c dureli Hinzufügung einer von 
A . B unabhängigen Strecke p selbst davon unabhängig zu machen. 
Man erhält dann statt ^4^ . c den Ausdruck A^.{c -^ p)\ diesem wird ein 
Ausdruck gleichgesetzt werden können, dessen erster Faktor A [ist], und 
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dessen zweiter mit (c + p) gleiehartig ist xmd also als Summe zweier 
mit c und p gleichartiger Stücke dai^estellt werden kann. Es sei der- 
selbe Ca -f- Pi j so hat man 

Multiplicirt, man diese Gleichung mit p, so erliält man 

A^ . c . i^ = A . c^ . p 
oder, da J., . c = J. . c, ist, 

j1 . Ci . j9 = J. . Cg . p , 
und daraus folgt, da die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, 
nach § 63 die Grleiehung 

Führt man daher statt c^ diesen Werth c^ oben ein, so erhält man 

A,.{c^p) = A.(c,^p;}. 
Und da nun p von A . IS unabhängig war, also auch {c + p) <lavon 
unabhängig ist, so können wir nun das oben erwiesene GesetK an- 
wenden, dass 

B,.(c.+ii)-B.(c,+l\) 
ist; also auch, mit p multiplicirt, 

^i . e . p == U . e^ . ;) ; 
und da hier die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, so hat man 



auch dann noch, wenn c von A . B abhängig ist. 

Nun können wir dies Resultat leicht ausdehnen auf den Fall, dass 
die Ausdrücke -^ und -'- , welche der Gleichung 

^ _B = £, oder A,.B--=Ä.B, ,95 

entsprechen, mit einer beliebigen von A und von S unabhängigen ga 
Grösse höherer Stufe C verbunden sind. Es sei C = c .d .e . . . , so 
lässt sich jede mit gleichartige Grösse Cj in der Form c^.d .c . . . 
darstellen, wie wir schon an mehreren Orten gezeigt haben. Ist also 

^C = a oder A,.C=^A.C,, 



so hat man nun durch jene Substitution 

A^ . c . ä . e . . . ^^ A . c^ . 
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woraus, vermöge der Gltiiehartigkcit der Faktoren, folgt (§ 63) 

somit auch nach dem soeben erwiesene« Satze 

^, . C = U . q , 
also auch durch Wiederholung derselben Scblussreihe 

Bi.c.d.e...=^B.c^.d.e..., 
das heisst 

oder 

ic_c.-Ac. 

Wir haben somit den allgemeinen Satz bewiesen : 
Wenn 

ist, so ist auch in Sezug auf jede Grösse C, welche von A und von B 
unabhängig ist, 



§ 65, 66. Begriff des Quotienten zweier gleichartiger Grössen. 

§ 65. 

Da nun der Begriff der Ausdrücke -y und -^j- nur bestimiut ist, 

sofern sie mit Grössen verbunden sind, die von A und B unabhängig 

sind, und für jede zwei solclie Verbindungen, in welche -j- und -g' 

mit derselben Grosse eingehen, unter der Voraussetzung, dass 

ist, die Gleichheit dargethan ist, so folgt, dass wir berechtigt sind, 
09 die Ausdrücke — i- und -^ unter obiger Voraussetzung selbst ] einander 
, und dadurch den Begriff, den diese A.usdrÜcke an sich 



haben, zu bestimmen. Also 
a Wenn 



oder Ai . B '^ A . B, isi (A 'and B von einander imailiängig gedacht), 
so setzen wir 

A, 



' gleich - 
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Es ist klar, wie iiierdurch die Bedeutung von ~ B auch dann be- 
stimmt ist, wenu B von A abhängig ist; denn man hat nur eine Hülfs- 
gröase anzunehmen, welche von A und J5 unabhängig ist, und (7, 
so zu bestimmen, dass nach der angegebenen Definition -^ gleich ist 
--.-, MO ist durch Substitution des Gleichen 

4'- B = vS B, 

A ' 

und dadurch auch der Begriff des ersten Ausdrucks bestimmt. Nament- 
lich ergiebt sich daraus, da.ss 

ist. Denn nimmt man eine Hulfsgrösse 13, welche von A unabhängig 
ist, imd setzt 

A li ' 
das heisst 

so muss auch nach dem allgemeinen Begriff des Gleichen 

sein; der letztere Ausdruck ist aber, wie wir soeben zeigten, gleich A^, 
also auch der erstere, was wir zeigen wollten. 

Hieraus nun folgt zugleich, dass der Ausdruck -^ als Quotient 
aufgefassfc werden könne, sobald seine Verbindung mit andern Grössen, 
wie wir sie bisher beschrieben, als Multiplikation dargethan ist, das 
heisst die Beziehung jener Verbindung zur Addition als eine multi- 
plikative nachgewiesen ist. 

§ 06. 
Zuerst ist 

NämliL-h -t'- {h -\- c) ist eine mit ö -j- c gleichartige Strecke, welche 
sich daher auch in | Stücken ausdrücken lassen muss, die mit h und c 100 



'ffleichartig sind; es seien dies h^ und Cj, also 

(1) 4'- (» + ") ~ ». + «. 



oder 



Ä,.{!> + c)-A. (4, + e,)- 
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Man niultiplicire diese Gleichung mit c, so hat maii 

also auch vermöge der Gleichartigkeit der Paktoren 
A^ .}> =^ Ä .h^ oder -^- 6 = &i . 
Auf dieselbe Weise ergicht sieh durch Multiplikiition mit h, dass 
A 

ist; substituirt man diese Ausdrücke für \ und i\ in die obige Glei- 
chung (1), so hat man in der That 

Es ist dies nun anSKudehnen auf den Fall, dass statt h und c 
Ausdehnungen höherer Stufen B und C eintreten. Die Summe der- 
selben giebt nach § 47 nur dann eine Ausdehnung, wenn beide Aus- 
dehnungen )i-ter Stufe sieh auf einen gemeinschaftlichen Faktor 
(re — l)-ter Stufe bringen lassen. Es sei daher 
B = h.E, C^c.E. 
Dann sei 

^ 7 7 A 

also 

SO ist auch noch, wenn man diese Gleichung mit J? multiplicirt, 

^1 . (ö + c) . E = ^ . (&, + cO . E 
oder 

A,.(h.F + c.F.)^Ä.(_\.E-i-c,.E') 
oder 
(2) ^(,B+C)-h,.J!:+c,.E. 

Es ist aber, wemi man die Gleichungen, durch welche &, und c, be- 
stimmt wurden, in Produktform darstellt und mit E multiplicirt, 

Ai.h.E^A.h^.E; /l, . c . -E = /l , q . _E, 
also 

101 und auf dieselbe Weise 

Diese Ausdrücke für d, . E und Cj . E in die obige Gleichung (2) sub- 
stituirt, hat man 

^CB+C)_4!Zi+Ac. 
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Gilt nmi die multiplikative Beziehung für reale Summen, so gilt 
sie aach für formale, weil diese ihrem Begriffe nach nur durch jene 
bestimmt sind; da nämlich dann B ~\- C keine Ausdehnung darstellt, 
so hat auch 

A (ß + ,;) 

nur die formelle Bedeutung, dass es 

- t -B + i 

gesetzt werde. Es gilt also diu multiplikative Beziehung für diese Aus- 
drücke i~T, ---) allgemein, und ihre Verknüpfung, wie wir sie auf- 
gefasst haben, ist als wahre Multipliliation zu fassen. Also ist auch 
V selbst ein wahrer Quotient*). 

§ 67. Proportion. 
Um eine anschauliehere Idee des Quotienten zu gewinnen, geben 
wir zunächst von Strecken aus; es seien a und h von einander un- 
abhängig, und 

-'- = --- oder <\ . h = a , b^ , 
so hat man aus der letzten Gleichung 

ö, .& + fe, .« = 0, 
oder da man dem zweiten Faktor Stücke hinzufügen darf, die dem loä 
ersten gleichartig sind, 

«, .(ö + />) + &, .(a -fö) = 0, 102 

das heisat (ii -j- ft) und (a^ -j" '*i) ^^^ gleichartig oder können als 
Theile desselben Systems erster Stufe aufgefasst werden. Nach der 
Erzeugungs weise des Systems erster Stufe mussten dann a, und 6^ 
entsprechende Theile von a und h sein. Schreibt man nun die ur- 
sprüngliche Gleichung als Proportion 

öj :« = &,:&, 
so gelangt man zu dem 8atze: Vier Strecken stehen in Proportion, 

*) Da die Stufenzahl des t^uotientea die Differenz ist awischen den Stnfeu- 

zahle» des Dividencl und Divisor, so ist - '- als Ausdehnung« -Grösse nullter Stufe 

za fassen, was auch damit «bereinstämmt, dass, wenn eine Ausdehnung mit ihr 
multiplicirt wird, sich deren Stufenzahl nicht ändert. 
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wenn die erste von der zweiten der entspr eckende Theü ist, wie die 
dritte von dejf vierten. Nach dem Begriff des Quotienten zweier gleich- 
artiger Grössen bleibt der Werth desselben ungeändert, wenn man 
Dividend und Divisor mit derselben unabhängigen Äusdehnui^ mnlti- 
pHcirtj den Quotienten erweitert; nämlieh wenn 

a, .0 '= a .b,, also -- = -j- 



a. .E .h = a . E .h., 



!>, 






Somit kaon man auch jedes Verhältaiss durch eine beliebige Aus- 
dehnung erweitern. Nun können wir sagen, dass a^ . E von o, . E der 
entsprechende Theil ist, wie a^ von a, und somit haben wir den all- 
gemeinen Satz: 

Yier Grössen stehen in Proportion, wenn die erste von der zweiten 
der entsprechende Tkeil ist, wie die dritte von der vierten. 



§ 68. Zalilengrösse, Produkt derselben mit einer Ausdehminge grosse. 
Wir haben nun die Verknüpfungen dieser neu gewonnenen Grössen, 
die wir ZahUngrössen nennen, sowohl unter sich, als mit den Äus- 
dehnungs grossen darzustellen. 

Die multiplikative Verknüpfung derselben mit den Äusdehnungs- 
grössen haben wir dargestellt, und ihre Beziehung zur Addition ge- 
sichert. Wir haben nun die rein multiplikativen Gesetze dieser Ver- 
knüpfung, das heisst die Vereinbarkeit und Yertauschbarkeit der 
Faktoren zu untersuchen. Es ergiebt sich, dass man in einem äusseren 
Produkt, worin Zablengrösscn vorkommen, diese jedem beliebigen l'aktor 
J(^3 zuordnen | kann, ohne den Werth des Resultates zu ändern. 



In der Tha.t ist, 



- mit ß bezeichnet, 
«(B.C)-(«B). 



Denn es sei a'B oder - B = 



so hat man durch Multiplikati« 



also auch na.ch der Definition 



, , oder 
■ = a.B„ 
L mit C 
;-=a.B,. 



yGoosle 
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^ {B . 0) = -ß, . C, 
oder 

«(j5.C)_(«B).C. 

Was die Vei'ta.visclibarkeit anbetrifft, so ist die ßedeutuug des 
Ausdrucks Äa, wo A eiue beliebige Ausdehnung, « aber eine Zahlen- 
grösse ist, noeb nicht festgesetzt; und wir köiinen diese Bedeutung 
nach der Analogie bestimmen. Nämlich, da die Ansdehnungsgrösse 
nullter Stufe als Äusdehnungs grosse von gerader Stufe erscheint, eine 
solche aber in einem äusseren Produkt beliebig geordnet werden darf, 
so können wir feststellen, dass unter Act dasselbe verstanden sein solle, 
wie unter kA, woraus dann folgt, 

dass die Stellung einer Zahleitgrosse innerhalb eines äusseren Pro- 
duktes ganz gleichgültig isi 

Was endlich den Quotienten einer Ausdehnung durch eine Zablen- 
grösse betrifft, so ist dessen Bedeutung aus dem allgemeinen Begriff 
der Division sogleich klar, und die Eindeutigkeit dieses Quotienten, so 
lange der Divisor nicht null wird, ergiebt sieh leicht, In der That, es sei 

WO a von B unabhängig sei, so bat man 

ttX^B, " X=B, a.X = a,.B, 

und wir haben oben gezeigt, dass es nur Eiuen mit B gleichartigen 
Werth X giebt, welcher dieser letzten Gleichung genügt, während jene 
Gleichartigkeit in den vorhergehenden Gleichungen i 



§ Ü9, 70. Produkt mehrerer aahleagrossen. 

§ 6y. 

Zu dem Begriffe des Produktes mehrerer Zahlengröasen gelangen :;öj 
wir vom fortschreitenden Produkte aus. 
Setzen wir das Produkt 

(1) p.«(j,..._p,, 

wo die Ausdehnung P mit den Zahlengrössen a, ß, y, ... fortschrei- 104 
tend, das beisst so multiplicirt werden soll, dass das Resultat jeder 
früheren Multiplikation mit der nächstfolgenden Zahlengr'össe multi- 
plicirt wird; so entsteht die Aufgabe, eine Zahlengrosse zu finden, mit 
welcher P multiplicirt sogleich dasselbe Resultat P^ gebe. Zu dem 
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Encle «eien a, ß, y, ■ ■ ■ dargestellt in den Koi-men 



so daas P, A, B, C, . . . aUe von einander unabhängig seien. Multi- 

plicirt man dann beide Seiten der obigen Gleicbung (1) mit A.B .0 . ..^ 

so kann man nach dem vorigen Paragraphen die Zahl eng rossen 

a, ß, y, . . ■ oder 

A ^1 -'A 
A> B > C ■ ■• 

jedem beliebigen dieser Faktoren zuordnen, also auch -' dem A, un<l ao 
weiter, und erhält dadurch 

P.^i-Bi.C, ... = Pi. A.B.C'.... 
Also ist, da Pj dem P gleichartig ist, nach der Definition des Quo- 
tienten 

A,.B,.G,... 
' ^ A.B.C ..'. 

Somit haben wir das Gesetz, dass 

pA^_y(\ „ p ^1 ■ -Bi . C, . . ■ 
X "B "C ~:ä7bTü . . . 

ist, zunächst zwar nur, wenn P von A.B.C... unabhängig ist, aber 
demnächst auch, wenn P hiervon abhängig ist. Um dies zu zeigen, 
stellen wir zuerst die Zahlengröasen a, ß, y, ... oder die Quotienten 
-j- , ■ ■ ■ in neuen Formen (--- , , . .t dar, so dass P von A , B . f ... un- 
abhängig ist, so werden wir nun das obige Gesetz anwenden können, 
und eine Zahlengrösse q erhalten, welche statt der fortschreitenden 

Faktoren -j' , . . . (oder .',■") gesetzt werden kann und welche gleich 
_A, . Bi . r, ... 

A.B. r .:, 

103 ist. Nimmt man nun eine Ausdehnmig Q zu | Hülfe, welche sowohl 
von A.B.C... als auch von dieser neuen Grösse A . B . f ... 
unabhängig ist, so ergiebt sieb Qttßy ... vermöge der ersten 
Grössen gleich 

^"■^ ^ A.B.C...' 

vermöge der zweiten aber gleich 



y Google 



Proilulit mehrerer Zuhleiigrössen. 133 

Nun war aber 

F.ußr^..-i'f 

vermöge der zweiten Reihe Ton Formen, also ist aacli vermöge des 
gefimdenen Werthes für p 

AB C '" A.B.O ..." 

Es ist also das obige Gesetz in seiner ganzen Allgemeinheit bewiesen. 

§ 70. 
Hieraus gehen sogleich zwei für die Verknflpfimg der Zahlen, 
grossen höchst wichtige Folgerungen hervor, nämlich erstens, dass, 
wenn für irgend eine Grösse P die fortschreitende Multiplikation mit 
mehreren Zahlengrössen a, ß, y, . . . durch die Multiplikation mit einer 
bestimmten Zahlengrösse p ersetzt wird, dies auch für jede andere 
Grösse gilt, die statt P gesetzt wird, indem nämlich der für p im 
vorigen Paragraphen gewonnene Ausdruck gänzlich unabhängig ist von 
P, und nur von den Zahlengrössen tt, ß, . . . abhäi^; zweitens dass 
die Zahlengrössen auch beliebig unter sich vertauscht werden können, 
weil man in dem Produkt 



im Zähler und Nenner gleiche Vertauschungen vornehmen kann, indem 
dadurch in beiden gleiche Zeichenänderungen, also für den Werth des 
Quotienten gar keine hervorgeht. Die erste dieser Folgerungen be- 
rechtigt uns, das Produkt aßy ... selbst gleich p zu setzen. Also: 

Unter dem Proä^^kte mehrerer Zahlengrössen ist diejenige Zahlen- 
grösse SU verstehen, welche in ihrer MulUplUiaiton mit irgend einer Aus- 
dehnung dasselbe Besultat liefert, als wenn \ diese Ausdehnung fortschreir 106 
tend mit den FaMoren jenes Prodtiktes mültiplicirt wird. 

Hiernach ist also, wenn A, B , C, .. . von einander unabhängig sind, 



ABC A.B.O ... 

Die zweite Folgerung, die wir vorher ableiteten, sagt nun aus, dass 
man Zahlengrössen als Faktoren unmittelbar vertauschen könne. 

§ 71. Geltung aller Gesetze arithmetisclier Multiplifeation und 
Division für die Zahlengrössen. 
Um nun die Geltung aller Gesetze arithmetischer Multiplikation 
und Division (s. § 6) für die Zahlengrössen nachzuweisen, haben 
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wir noch die Eindeutigkeit des Quotienten - , so lange a nicht null 
ist, darzuthun. 

Es bedeutet nach der allgemeinen Definition analytischer Ver- 
knüpfungen -" diejenige Grösse, welche mit cc multipHcirt ß giebt; es 
sei nun Ky gleich ß, so haben wir zu zeigen, dass, wenu zugleich ay 
gleich ß sei, ;- nothweniiig gleich / sein müsse, vorausgesetzt noch 
immerj dass k nicht null sei. Es soll also, wenn A n'gend eine Aus- 
dehnung vorstellt, vorausgesetzt werden, dass 

.l/J-A(«rt-.4(«/) 
sei; da man aber nach dem vorigen Paragraphen statt mit dem Pro- 
dukte, mit den einzelnen Faktoren multiplieiren kann, so hat man auch 

(.1«) 7 - (.1.) /. 
Nun haben wir aber bei der Definition der Zahlengrösse festgesetzt, 
dass zwei Zahlen grossen, welche mit derselben Ausdehnung multiplicirt 
gleiches Resultat geben, auch als gleich betrachtet werden müssen. 
Ist nun K nicht null, so ist Äa eine wirkliche Ausdehmmg, also nach 
der angeführten Bestimmung y = /, das heisst der Quotient zweier 
Zahlengrössen eindeutig, so lange der Divisor nicht null ist. 

Da nun auf der Vertausebbarkeit und Vereinbarkeit der Faktoren, 
wie auch auf der Eindeutigkeit des Quotienten in dem angegebenen 
Umfange, aUe Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division be- 
ruhen (§ 6), und dieselben Gesetze auch fui die Verknüpfung der Zahlen- 
grössen mit den Ausdehnungen gelten (i^ 68), so ergiebt sich, dass 
107 alle Gesetze o/rithmeübcher MultipMation und Division für die \ Ver- 
knüpfung der Zahlengi Obsen unter bich und mit den Äusdekmmgsgrössen 
gelten *). 
107 Hierdurch ist nun zugleich der wesentliche Zusammenhang zwischen 
der arithmetischen und der äusseren Multiplikation dargethan, indem 
jene als apecielle Gattung von dieser erscheint, für den Fall nämlich, 
dass die Faktoren A'usdehnungsgrössen nuUter Stufe sind. Wir bedienen 
uns daher für die Multiplikation der Zahlengrössen beliebig bald des 
Punktes bald des unmittelbaren Aneinanderschreibens, indem das letztere 
uns oft bequem ist, um die Klammem zu ersparen imd dadurch die 
Uebersicht zu erleichtern, 

*) Wir entlekaen. dabei nicbts aus dpr AiithnietiL. als nui den Nimen, in 
dem wu die GresetBe Uieaei Verknupiungpn in Jei allgemeinen PoimenlehrP § h 
imabhangig dargetliaw habi.,n 
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§ 72. Addition der Zahlengrössen. 
Um zur Addition zweier Zalilengrössen (« luid ß) zu gelangen, 
haben wir zunächst den Ausdruck 

zu betrachten, und die Zahlengrösse an suchen, mit welcher C multi- 
plicirt werden muss, damit derselbe Werth C^ hervorgehe. 

Zu dem Ende seien «, ß dargestellt in den Formen — und '-, 
wo a von C unabhängig sei. Die obige Gleichung verwandelt sich 
dann in 

^C+ ^- C = Ci 

und durch die Multiplikation mit a in 

rt, . C + o, . = a . C'i , 
oder 

(a, + »,).C=.o.C„ 
also 

Wir haben somit den Satz gewonnen, dass 



a._+a. 



sei, und zwar zunächst nur, wenn a von C unabhängig ist; aber auf 
dieselbe Weise wie in | 69 lässt sich dies auf den Fall der Abhängig- 
keit ausdehnen. 

Aus diesem Satze nun geht hervor, dass, wenn 
aC+ ßC^yC 
ist, dann anch, weil der Ausdruck für y nur von cc und ß und nicht 
von C abhängig ist, dieselbe Gleichung für jeden Werth von C fort- WS 
besteht, und darin liegt die Berechtigung, in diesem Falle a-\- ß gleich y 
zu setzen. Also wir setzen 

« + ß-,, 

wenn 

aC+ ßC=yC 
ist, wo C irgend eine Änsdehnung bezeichnet; das heisst, nach der Do- loö 
finition ist 

aC + ßC=^{a + ß)G- 

Um nun diese Verknüpfung als wahre Addition nachzuweisen, 
haben wir die Geltung der additiven Grundgesetze und der additiven 
Lng zur Multiplikation darzuthun. 
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Zuerst liegt die Vertaasehbarkeit der Stöcke direkt in der De- 
finition, da aucli die Stücke aC und ßC vertauschbar sind. Um die 
Vereinbarkeit der Stücke iiacbzuweisen, geben wir darauf zurück, dass 

(«6- + ßC) + yC =- kC + ißC + yü) 
ist; diese G-ieichung verwandelt sieb, wenn man das in der Definition 
dargelegte Gesetz auf jeder Seite zweimal anwendet, in 

[(« + « + rJC- [« + » + )■)] c, 

woraus folgt 

(« + ß) + r - a + iß + r)- 

Endlich ist auch das B.eaultat der Subtraktion eindeutig. Denn wird 
der Werth von ß in der Oleichung 

a->rß^y 
gesucht, so erhalten wir wenn 









"-^' **- .■ f 


gesetzt 


wird, 


uacli dea 


i obigen die Gleichung 


oder 






«, + «.- "„ 



Also hat a.^ einen bestimmten Werth, also auch - oder ß, das heisst 
■y — a hat nur Einen Werth, das Resultat der Subtraktion ist eindeutig. 
Da somit die Grundgesetze der Addition und Subtraktion gelten, 
so gelten auch alle Gesetze derselben. 

§ 73. Beziehung dieser Addition zur Multiplikation, 
Allgemeines Gesetz. 
Es bleibt uns nur noch übrig, die Beziehung dieser Addition zur 
Multi|ilikation darzustellen, und zu zeigen, dass 
m» « (l? + 7) _ o,i + «r 

ist. 

Es ist nach der Definition des Produktes {§ 70) 

p.»(/s + r)-''".((i + r), 

WO der Punkt zugleich die Stelle der Klammern vertreten soll, der 
Ausdruck der rechten Seite ist aber nach dem vorigen Paragraphen 

= Pcc.ß + Fa.y 

= F.aß + F.ay. 
109 Also ist wiederum nach dem vorigen Paragraphen, da 
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ist, auch a (ß -{- y) = a ß -\- ay. Durch Verknüpfung dieses Resultates 
mit den fröliei* gewonnenen gelangen wir nun zu dem allgemeinen 
Lehrsätze : 

Alle Gesetze der arithmetischen Verknüpfiingen gelten auch für die 
Verknüpfungen der Zaklengrössen unier sich und mit den Ausdehnungen,' 
tmä alle Gesetze der äusseren Multiplikation und ihrer Begiehung zur 
Addition %md Subtraktion bleiben bestehen, aweh wenn man die Zahim- 
grösse als Ämdehmmgsgrösse nullter Stufe nimmt, nur dass das Resultat 
der Division mit ihr ein bestimmtes wird. 

Wenden wir den Begriff der AbhängiglEeit, wie wir ihn in § 55 
für Ausdehnungen aufteilten, auch auf die Zahlengrosaen an, als Ans- 
dehnungagrössen nullter Stufe, so zeigt sieh, dass diese immer unter 
sieh und von allen AusdehnungsgrÖssen unabhängig gedacht werden 
müssen, wenn nicht etwa eine dieser Grössen null wird. Die Null hin- 
gegen erscheint nach § 32 immer als abhängig. Auf der andern Seite 
erscheinen die Zahlengrössen stets als einander gleichartig. 



B. Anwendungen. 
§ 74. Die ZahlengrQsse in der Geometrie, 

Da wir schon in den Anwendungen zu den vorigen Kapiteln der 
leichteien Uebersieht wegen die Zahlengrösse mit aufgenommen hatten; 
so bleibt unt> hier nur noch ubiig, die hier gewählte Methode auf die 
Geometrie aazuwenden 

E? ist als ein wesenthchei Uebelstand bei den bisherigen Dar- 
stellungen der Geometrie zu betrachten, dass man bei der Behandlung 
dei Aehnlichkeitslehre auf diskrete Zahlen Verhältnisse zurückzugehen 
pflegt. Dies Verfahren, was eich zuerst leicht darbietet, verwiclielt, 
wie wir schon oben andeuteten, bald genug in die schwierigen Unter- 
suchungen über inkommensurable Grössen; und es rächt sich das Auf- 
geben I des rein geometrischen A^erfahrens gegen ein dem ersten An- HO 
scheine nach leichteres durch das Auftreten einer Menge schwieriger 
Untersuchungen von ganz, heterogener Art, welche über das Wesen 
der räumlichen Grössen nichts zur Anschauung bringen. Allerdings 
kann man sich nicht der Aufgabe entziehen, die räumlichen Grössen 
zu messen und das Hesultat dieses Messens in einem Zahlenbegriff aus- 
zudrücken. Allein diese Aufgabe kann nicht in der Geometrie ! aelbstno 
hervortreten, sondern nur dann, wenn man ausgerüstet einerseits mit 
dem Zahlenbegriff, andrerseits mit den räumlichen Anschauungen, jenen 
auf diese anwendet, also in einem gemischten Zweige, welchen wir im 
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dlgememen Sinne mit dem Namen der Mesakimde belegen können, 
und Yon welchem die Trigonometrie ein besonderer Zweig ist*). Bia 
auf diesen Zweig nun die Aehnlichkeitslelire oder auch noch gar die 
Fläeheninhaltslehre hinausschieben zu wollen, wie es zwar nicht der 
Form nach, aber dem Gehalte nach in der That bisher geschehen ist, 
hicsse die (reine) Geometrie ihres wesentlichen Inhaltes berauben. Nun 
finden wir za dem Wege, den wir hier verlangen, in der neueren 
Geometrie mannigfache Vorarbeiten, in unserer Wissenschaft aber ist 
uns der Weg selbst aufs TolUiommenste YorgezeidiDet. 

§ 75-— 79. Kein geometrische DarstellTing der Proportionen 
in der Geometrie, 

S ra. 

Es bieten sich hier zwei Ausgangspunkte dar, welche jedoch ihrem 
Wesen nach zusammenfallen, wie Tersehieden auch ihr Ausdruck klingen 
mag. Nämlich vier Strecken, von denen die beiden ersten und die 
beiden letzten unter sich parallel sind, aber nicht diese mit jenen, 
stehen in Proportion, nach der ersten Betrachtungsweise, wenn das 
Spatheck aus der ersten und vierten gleich ist dem . aus der zweiten 
und dritten; nach der zweiten Betrachtungsweise, wenn die Summe 
aus der ersten und dritten (im Sinne unserer Wissenschaft) parallel 
ist mit der Summe aus der zweiten und vierten. Schon aus der in 
j,j j^^ § 67 geführten Entwicklung geht die wesentliche 

lieber ein Stimmung beider Betrachtungsweisen her- 
vor, indem wenn 

ßj . 6 = a . ?ij 
war, daraus hervorging, dass 

(», + »,).(« + *)~0"), 
das heisst beide Summen (a + h) und (% -|- 6^) 
parallel waren, und ebenso wurde aus der letzten 
111 Gleichung die erste folgen; und es ! ist also gleichgültig, von welcher 
der beiden Gleichungen wir die Gültigkeit der Proportion 

öj : n = &, : ö 
abhängig machen. 

IDiZhlö -w m W htttklth 

ht MllktZhllh t ttlmMng Bht 

d ttg Prm lljttttg & d ttlt l 

dkrt ZUb ffk wg 

)DF 1 Ih El tt mtk&t 1 

jdlM dllt 1 k T't,2 
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Wir wollen die zweite Betr ach timga weise als die geometrisch ein- 
fachere wählen und können dieselbe so ausdrücken: Wenn zwei Drei- 
ecke parallele Seiten haben, so sagen wir, dass zwei beliebige parallele 
Seiten beider sieh verhalten, wie zwei andere in entsprechender Folge 
genominen ; denn wenn a «nd b zwei Seiten des einen, und «, und 6, 
die damit parallelen Seiten des andern sind, so sind eben dann und 
nur dann a -^ b und a^ -{■■ b^ einander parallel. Hierbei ist wohl zu 
beachten, dass auf dieser Stufe vier Strecken, als Strecken, das heisst, 
mit festgehaltener Länge und Richtung aufgefasst, nur dann als pro- 
portionirt erscheinen, wenn sie paarweise parallel sind, und diese paral- 
lelen Strecken stellen wir dann in der Proportion auf die beiden ersten 
und auf die beiden letzten Stellen. 



§ 76. 
Der eigentliche Nerv der Entwickelung beruht nun darin, die Pro- 



portion als Gleichheit z 
a: a, =b i b^, und a : i 




weier Verhältnisse nachzuweisen, so dass, wenn 
i^ = c: C| ist, auch b:b^=c■. c^ sei. 

Um den geometrischen Ausdruck dieses 
Satzes zu finden, setzen wir*) 

a = AB, a^ = AC, 

b^BD, b,^CE; 
dann würden, wenn die erste Proportion be- 
stehen soll, die Punkte Ä, D, E eine gerade 
Linie bilden müssen, weil a -\- b , das heisst 
AD parallel sein soll a^ -\- h^, das heisst j4i^. 
Ebenso sei 



'-BF 



c, = CG, 



so werden wieder vermöge der zweiten Proportion die Punkte A, F, G 
eine gerade Linie bilden. SoU nun auch die dritte Proportion richtig 
sein, so müsste DF parallel mit i^ö sein; es ist also zu zeigen, dass, 
wenn die Ecken eines Dreiecks in geraden Linien fortrücken, die sich 
in Einem Funkte schneiden, und zwei von den | Seiten parallel bleiben, iii 
auch die dritte parallel bleiben müsse. 

Dieser Satz ergiebt sich sogleich, wenn die beiden Dreiecke oder 
(waa auf dasselbe zurückläuft) die drei Linien, in welchen sich die 
Ecken bewegen, nicht in derselben Ebene liegen. In diesem Falle darf 
man nur durch je zwei der von A ausgehenden Linien eine Ebene ge- 

*) S. Fig. 121d. 



y Google 




140 Aj. Absohn. L Kap. 4. Aeussere Division, Zaklengröiäse. g 76— J8. 

legt denken, und durch den Punkt C eine mit BDF parallele Ebene 
legen, so wird diese die drei ersten Ebenen in Kanten schneiden, welche 
mit den Seiten jenes Dreiecks BDF parallel sind, und wovon zwei mit 
CD und C(? zusammenfallen; somit wird auch die dritte mit EG zu- 
!n, also EG mit DF parallel sein. 



Liegen jene Linien in Einer Ebene, so hat man nur von B und 
ii ausserhalb der Ebene liegende einander parallele Linien zu ziehen, 
welche durch eine von A a.u3 gezogene Linie in 
^^ '■^'' den Punkten //und I geschnitten werden. Dann 

ist nach dem Satze des vorigen Para^aphen 
erstens HD parallel IE, zweitens J5'i'' parallel 
IG, also vermöge des Parallelismus dieser bei- 
den Linienpaare wieder nach demselben Satze 
^ DE parallel mit EG. 

Somit haben wir allgemein bewiesen, dass, 
nn die Ecken eines Dreiecks sich in geraden 
Linien fortbewegen, die durch einen Punkt 
gehen, und zwei Seiten parallel bleiben, auch die dritte es bleibt ; oder 
dass, wenn zwei Streckenpaare einem und demselben Streckenpaare 
proportionirt sind, sie auch unter einander proportionirt sein müssen, 
sobald die drei Streckenpaare drei verschiedene Eiehtungen darbieten. 



§ 78. 
Der Begriff einer Proportion zwischen vier parallelen Strecken hat 
in dem Vorigen noch keine Bestimmung erfahren. In der That ist 
dieser Fall, obgleich arithmetisch der einfachste, doch geometrisch der 
verwickeltste , sofern zu drei parallelen Strecken die vierte Propor- 
tionale geometrisch nur durch zu Hälfe nehmen einer neuen Richtung 
erfolgt. 

Nach dem Princip der im vorigen Paragraphen geführten Ent- 
wickelung haben wir ein Streckenpaar einem ihm parallelen als pro- 
113 portionirt zu setzen, wenn beide einem und j demselben Streckenpaare 
proportionirt sind; denn sind sie es mit Einem solchen, so sind sie es 
nach dem vor^en Paragraphen auch mit jedem andern, welches dem 
vorher angenommenen selbst proportionirt ist. Es gilt somit, wenn 
wir diese Definition noch zu Hülfe nehmen, allgemein der Satz, dass 
zwei Streckenpaare, welche einem und demselben Streckenpaare pro- 
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portioairt sind, es auch unter einander sein müssen, j Somit können HS 
wir auch die Proportion, wie wir ihren Begriff geometrisch bestimmten, 
in der That als Gleichheit zweier Ausdrücke darstellen, deren jeden 
wir ein Verhältniss nennen. 

Geometrisch sagt dies Resultat, indem man die proportionirten 
Strecken an Einen Punkt anlegt, zunächst nur aus, dass wenn die 
Ecken eines Dreiecks oder überhaupt eines Vielecks sich in geraden 
Linien bewegen, die durch Einen Punkt gehen, und die übrigen Seiten 
dabei sich parallel bleiben, auch die letzte sich parallel bleiben müsse, 
und ebenso jede Diagonale. Oder betracktet man dies sich ändernde 
Vieleck in zweien seiner Zustände, so hat man den Satz: „Wenn die 
geraden Linien, welche die entsprechenden Ecken zweier Vielecke von 
gleicher Seitenzahl verbinden, durch Einen Punkt gehen, und alle ent- 
sprechenden Seitenpaare bis auf eines parallel sind, so muss auch dies 
eine Paar parallel sein." Jene Vielecke heissen dann bekanntlich „ähn- 
lich und ähnlich liegeM^', jener Eine Punkt ihr „Äehnlicbkeitspunkt". 
Umgekehrt ergiebt sich, dass zwei Dreiecke, welche parallele Seiten 
haben, auch ähnlich und ähnlich liegend sind, oder dass die geraden 
Linien, welche ihre entsprechenden Ecken verbinden, durch Einen 
Punkt gehen. Hieraus wieder folgt, dass in ähnlichen und ähnlich 
liegenden Figuren die Durchs ehnittspunkte zweier entsprechender Dia- 
gonalenpaare mit dem Äehnlichkeitspunkte in einer geraden Linie hegen, 
und überhaupt, dass, wenn man die Verbindungslinien entsprechender 
Punktenpaare und ebenso die Durchs ehnittspunkte entsprechender Linien- 
paare als entsprechend setzt, dann jedesmal in ähnlichen und ahnlick 
hegenden Figuren je zwei entsprechende Punkte mit dem Äehnlich- 
keitspunkte in gerader Linie liegen, je zwei entsprechende Linien aber 
parallel sind. 

Hiermit sind dann die Sätze für die Aehnlichkeit, so weit man 
sie auf dieser Stufe (ohne den Begriff der Länge aufzunehmen) ableiten 
kann, entwickelt, und überall auf dem Begriff des Aehnlichkeitspunktes 
basirt. Es ist aber auch leicht abzusehen, wie j dem ganz entsprechend, 114 
wenn man noch den Begriff der Länge, wie es in der Geometrie ge- 
wöhnlich geschieht, sogleich mit aufnimmt, alle Sätze der Aebnlich- 
keit selbst genau in der Form, in welcher man sie gewöhnlich auf- 
stellt, dargestellt werden können, ohne dass man irgend den Begriff 
der Zakl aufzunehmen Ursache Mtte. Auf die weitere Darlegung 
dieses Gegenstandes kann ich mich um so | weniger einlassen, da 114 
die Entwickelung dem zweiten Theile dieses Werkes parallel gehen 
würde. 
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§ 79. 

Nachdem wir so das Princip der Entwickelung für die G-eometrie 
dargelegt haben, können wir uns wohl der Mühe überheben, die Ent- 
wickelimg noch auf die Proportionalität der Fläcbenräume auszudehnen. 
Auch erscheint es überflflssig, für die Verkniipfiuigen der Zahlen- 
grössen, wie wir sie in der abstrakten Wissenschaft formell bestimmt 
haben, noch die entsprechenden Sätze der Geometrie aufzustellen, da 
dieselben ihres Formalismus wegen nur für die Analyse eine Bedeu- 
tung haben, und mehr als blosse analytische Abkürzungen erscheinen, 
als dass sie eigenthümliche räumliche Verhältaiisse darlegten. 

Interessant ist es noch zu beuierken, wie bei der rein geometri- 
schen Darstellung wie auch in der abstrakten Wissenschaft die Be- 
trachtung Yom Räume aus zur Ebene, und dann erst von dieser zur 
geraden Linie führt, uuiä dass somit diejenige Betrachtung, in welcher 
alles räumlich aus einander tritt, sieh räumlich entfaltet, auch als die 
der Raumlehre eigenthümUche und für sie als die einfachste erscheint, 
während, wenn die Gebilde in einander liegen, dann auch alles noch 
verhüllt erseheint, wie der Keim in der Knospe, und erst seine räum- 
liche Bedeutung gewinnt, wenn man das Ineinanderliegende in Be- 
ziehung setzt zu dem räumlich Entfalteten. 



Fünftes Kapitel. 
GleichuDgeii, Projektloüen. 

A. Theoretische Entwiekelung. 

§ 80. Ableitung neuer Gleichungen aus einer gegebenen durch 
Multiplikation. 

Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Verknüpfaugsge setze 
kennen gelernt haben, welchen die Ausdehnungsgrössen unterliegen, 
15 so bleibt uns nun übrig, diese Gesetze auf | die Auflösung und Um- 
gestaltung der Gleichungen, welche zwischen solchen Grössen statt- 
finden können, anzuwenden. 

Da die Glieder auf beiden Seiten einer Gleichung als zu addirende 
oder zu subtrahirende alle von gleicher Stufe sein müssen, so können 
wir der Gleichung selbst diese Stufenzahl beilegen, und also unter 
einer Gleichung )j-ter Stufe eine solche verstehen, deren Glieder von 
n-ter Stufe sind. Zunlicliat haben wir uns nun die l'rage zu stellen, 
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was für Umgestaltungen wir mit solclien Gleichungen vornekuien liürfen, 115 
oder wie wir andere Gleichungen daraus ableiten können. Dass man 
die Glieder derselben mit Äenderung der Vorzeichen von einer Seite 
auf die andere bringen kann, ist klar, und es fragt sich also nur noch 
nach den Umgestaltungen, welche eine Gleichung durch Multiplikation 
und Division erleiden kann. Dabei wollen wir annehmen, dass aUe 
Glieder auf dieselbe (hnke) Seite gebracht seien, und also die andere 
(rechte) Seite gleich Null ist. 

Nun ist klar, dass, wenn man beide Seiten der Gleichung mit 
einer und derselben Ausdebnungsgrösse niultiplicirt, dann die rechte 
Seite null bleibt, auf der linken aber statt der ganzen Summe die ein- 
zelnen Glieder multiplicirt werden können. Man kann also, indem man 
alle Glieder einer Gleichung jedesmal mt derselben Ausdehnungsgrösse 
multiplicirt, eine Reihe neuer Gleichungen aus derselben ableiten, welche 
im Allgemeinen (wenn der hinzutretende Faktor nicht etwa von nullter 
Stufe ist) Ton höherer Stufe sind als die gegebene. 

Ist die gegebene Gleichmig von )»-ter Stufe, und ist das System, 
welchem alle Glieder angehören, und welches wir das Hauptsystem 
der Gleichung nennen, von u-ter Stufe, so kann man insbesondere jene 
Gleichung mit einer Ausdehnung von ergänzender, das heisst von 
{n — m)-ter Stufe, welche gleichfalls dem Hauptsysteme angehört, multi- 
pliciren, und erhält dadurch eine Gleichung von n-ter Stufe, deren 
Glieder alle einander gleichartig sind. Hiernach kann man also aus 
jeder Gleichung, deren Glieder ungleichartig sind, insbesondere eine 
Reihe von Gleichungen ableiten, deren jede lauter gleichartige Glieder 
enthält. 

§ 81. Wie derber Stellung der iiKsprünglichen Gleichung. 
Obgleich man nun aua einer Gleichung beliebig viele Gleichungen 
höherer Stufen ableiten kann, so kann man doch nicht umgekehrt aus 
einer der letzteren die ursprüngliche Gleichung herstellen. In der That, 
wenn man ans der ursprünglichen Gleichung 

^ = 0, 316 

in welcher A ein Aggregat von beliebig vielen Gliedern bedeutet, 
durch MultipHkation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue 
Gleichung 

.A . 7, = 

abgeleitet hat, so folgt nun, wenn nur die Richtigkeit der letzten 
Gleichung gegeben ist, keinesweges daraus die Richtigkeit der ersteren; iic 
vielmehr folgt aus jener letzten nur 



y Google 



144 ^r Abschn. I, Kap. 5. Gleiclningtn. Prajektiuuen. S 81--8S, 

in welelier ua^li dem vorigen Kapitel j jette von L abhängige 
die Null mit eii^escbloasen, darstellt. Die Gleicliuiig J. = wird sich 
daher nur dann ergeben, wenn vorausgesetzt ist, dass A keinen von L 
abhängigen geltenden Werth habe, oder mit andern Worten, wenn die 
Glieder, als deren Summe A gedacht ist, einem von L unabhängigen 
Systeme angehören; das helsst: 

wenn die Glieder einer Gleichung alle einen genieinsdiaßlichen Faktor 
L auf derselben Stelle haben, wnd die sämmÜichen übrigen Faktoren aller 
Glieder einem von diesem gemeinschaftlichen Faktor unabhängigen Systeme 
a7iffehoren, so Tcawn man den Faktor L m allen Gliedern leeglassen. 

§ 82. Projektion oder Abschattung. Abschattung einer Summe. 
Durch Verknüpfung der Verfahrungs arten der beiden vorigen 
Paragraphen gelangen wir nun zu einem Verfahren, um aus einer Glei- 
chung andere Gleichungen derselben Stufe abzuleiten. 
In der That, ist 

A + B-\- ■■■ = 
die ursprüngliche Gleichung, so erhalten wir durch Multiplika.fciou mit 
L (nach § 80) die Gleichung 

A .L + B.L-\ = 0. 

Wollen wir nun hierauf das Verfahren von % 81 anwenden, um den 
Faktor L wegzuschaffen, so müssen wir die Glieder dieser Gleichung 
in solcher Form darstellen, dass die Faktoren, mit welchen L muUi- 
plicirt ist, ins Gesammt einem von L unabhängigen Systeme angehören. 
Es sei G ein solches System und A', B', . . . seien Ausdehnungen, 
welche diesem System angehören, und die Beschaffenheit haben, dass 
l]7 Ä.L = A.L, B-.L^B.L, ... 

sei, «o hat mau die Gleichung 

^'.L + U'.i + --- = 0, 
und da.raus nach dem vorigen Paragraphen 

a:-\-b' -^ = 0, 

eine Gleichung, welche von derselben Stufe ist, wie die ursprüngliche. 
117 Ein jedes Glied der letzten Gleichung ist aus dem entsprechenden der 
ersten dadurch hervorgegangen, dass man in dem Systeme G eine 
Grösse gesucht hat, welche mit einer von G unabhängigen Grösse L 
multiplicirt dasselbe giebt, wie das entsprechende Glied der Ursprung- 
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liehen Gleichung, und es zeigt sieh sogleich, dass, wenn eine solche 
Grosse möglich ist, auch immer nur Eine möglich sei. Nimmt maa 
nämlich zwei solche am, etwa M und JCy welche aus A auf die an- 
gegebene Weise entstanden sein sollen, so müssen sie nach der Vor- 
aussetzung mit L multiplicirt gleiches Resultat geben (nämlich A.V)\ 
wir erhalten also die Gleichung 

Ä.L = Ä'.L, 
und da das System Gr, welchem ^ und X' angehören, von X unab- 
hängig sein soll, so kann man nach § 81 hier I4 weglassen und hat 

Ä = Ä' , 
das hßiast, beide Werthe fallen in Einen zusammen; es ist also in der 
That nur Eine solche Grösse möglich. Wir nennen hier A die Pro- 
jektion oder Abschattung *), A die projicirte oder abgeschattete Grösse, 
Gf das Grandsyatem, das System L das Leitsystem, und sagen, dass 
Ä die Projektion oder Äbsehattung von A auf G nach (gemäss) dem 
Leitsystem L sei. Also unUr der Projektion oder Ahschattung einer 
Grösse (^Ä) avf ein Grundsystem (G) nach einem Leüsysteme (L) ver- 
stehen wir äigenige Grösse, welche, rfem Grundsysteme angehörend, mit 
einem Theil des Leitsystems gleiches FroduM liefert, wie die projieirte 
oder abgeschattete Grosse (A). 

Wir können somit den im Anfange dieses Paragraphen entwickelten 
Satz in der Form aussprechen: 

Eine Gleichung ilmbt als solche Gestehen, wenn man alle ihre Glieder lis 
in demselben Sinne ahschatiet (projicirt); 

oder auch, wenn man Ein Glied auf die eine Seite allein gesehafi't 
denkt, 

die Äbsehattung {Frojelction) einer Summe ist gleich der Summe aus 118 
den Ahschattungen der StOcke.**) 

% 83. Wanu dia Absohattung null und wann sie unmöglich trird. 
Um der Betrachhmgsweise eine grössere Anschaulichkeit zu geben, 
haben wir zu untersuchen, wann die Abschattung null, und wann sie 
unmöglich wird. 

*) Die Namen Projektion und Abschattung sollen nicht überall daBaellie 
bedeuten, ihi- Unterschied wird abor erst im zweiten Abschnitte dieses Theües 
heraustreten; auf die Her betrachteten Grössen angewandt, fallen beide Begriffe 
zusammen. 

**) Ich ziehe in dem Auadmck der Sätze den Namen Ahschattung vor, weil 
in dieser Form die Satze aUgemeiii sind, und auch für die apSiter zu entwiekelnden 
Grösse» hestehen bleiben. 
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Soll die Absobattung A' null werden, so muss auch, da 
A'.L^Ä.L 
ist, das Produkt A . L null, daa heisst A von L abhäugig sein; aber 
auch umgekehrt, herrscht diese AbMngigkeifc, so muss, weil das System, 
dem jeder geltende Werth von A' angeboren soU, von L unabhängig 
ist, also das Produkt A'. L nicht gleich Null machen kann, A' selbst 
null sein. Also ist die Absehattung dann, aber auch nur dann null, 
wenn die abgeschattete Grösse vom Leitaystem abhängig ist. Da end- 
lich jede dem Systeme G angehörige Grösse, mit L multiplicirt, dem 
Systeme G . L angehören muss, so wird A' . L, also auch das ihm 
Gleiche A.L, nofchwendig dem Systeme G.L angehören, wenn die 
Abschattung möglich sein soll; wobei der NuUwerth, wie immer, als 
jedem beliebigen Systeme augehörig und von ihm abhängig betrachtet 
wird. Aber auch mngekehrt, wenn A . L dem Systeme . L angehört, 
so ist die Absehattujjg allemal möghch; denn wenn A.L nicht null 
ist, und es dem Systeme O.L angehört, so müssen die einfachen 
Faktoren von A . L sich als Summen von Stücken darstellen lassen, 
welche denen von G . L gleichartig sind ; also muss dann namentlich A 
sich auf diese Weise darstellen lassen; aber diejenigen Stücke, welche 
mit den Faktoren von L gleichartig sind, kann man, ohne den Werth 
des Produktes A-L zn ändern, [aus A] weglassen; thut mau dies, und 
nennt die so gewonnene Grösse, welche nun statt A eintritt, A', so 
sind die Faktoren von A' nur von G abhängig, A' gehört also zn- 
llü gleich dem Systeme G au, ist also die | Abschattung von A. Ist aber 
A . L gleich Null, so haben wir schon nachgewiesen, dass die Absehat- 
tuBg auch null, also möghch ist. 

Somit hat sieh ergeben, dass die Absehattung allemal dann, aber 
avich nur dann, möglich ist, wenn das Produkt der abgeschatteten 
119 Grösse in das Leitsystem dem Produkte des Grundsystems in das Leit- 
system angehört. Da, wenn A.L nicht null ist, die angeführte Be- 
dingung mit der Bedingung identisch ist, dass A dem Systeme G . L 
angehöre, so können wir die Resultate dieses Paragi-aphen auch in 
folgendem Satze zusammenfassen: 

Ist die aieusckatienäe Grösse voji dem Leüsysteme abhängig, so ist 
die Abscliatttmg null; _ist sie davon unabhängig, so hat die Ahschaüung 
allemal dann einen geltenden Werth, wenn die ahmschaitenäe Grösse dem 
aits dem Grund- und Leitsysteme susammengeseteten Systeme angehört; 
in jedem andern Falle ist sie unmöglich. 

Wenden wir den Begriff der Äbscbattung auch auf die Grössen 
nullter Stufe, das heisst auf die Zahlengrössen an, so haben wir nur 



y Google 



Möglichkeit ilov AljEchattimg, Abschattung eines Pvoduktes. 147 

zii beachten, dass die Allgememlieit der Gesetze es erfordert, dieselben 
als jedem beliebigen Systeme angehörig, aber, wenn sie nicht null 
sind, als von ihnen unabhängig zu betrachten (s. Kap. 4). Daraus geht 
dann hervor, dass die ZahlengrÖssen bei der Absehattung sieb nicht 
ändern. 



§ 84. AbschattTjng eines Procluktes und. eines Quotienten. 
Allgemeines Gesotz. 

Wir geben nun zur Äbachattung eines Produlttes über, um die- 
selbe mit den Absobattungen seiner Faktoren zu vergleichen. 

Es sei A.B das Produkt, A' und B' die Abschattongen von A 
und B auf das Grundsyatem G nacb dem Leitsysteme L, so hat man 
die Gleichungen 

A'.L==A.L und 7>" . L = B - L . 
Die Absehattung des Produktes A . B "wird nun diejenige Grösse 
sein, welche, dem Systeme (} angehörend, mit L multiplicirt ein Pro- 
dukt giebt, welches gleich A.B .L ist. Da nun A . L gleich ist A'. L, 
so kann ich in dem Produkte A.B .L statt A den Werth Ä setzen, 
wie sich sogleich durch zweimalige Vertausehung und Zusanmienfassung 
ergiebt.*) Somit erhalte ich 

A.B.L^Ä.B.L = Ä .B' .L, lac 

letzteres, weil B.L gleich ist B'.L. Da nun A! und B' beide dem 
Systeme G angehören, so gehört auch A! . B' ihm an, und da zugleich, 
wie wir eben zeigten, 

Ä.B.L = Ä .B'.L 
ist, so ist in der That Ä . B' die Absehattung von A . B\ also bat 
man den Satz: 

Die Ahschaihmg eines Troäiiktes ist das Prodaht aus den Abschaf- 
üingen seiner Faktoren, wenn alle JbschaUmigen in demselben Sinne ge- 
nommen {das heisst Grundsysteni und Leitsystem äieselbeti) sind; 
oder mit dem früheren E-esultate zusammengefaast : 
Eine riditige Gleichung bleibt richiig, wenn man ävre Glieder, oder 
die Faläoren ihrer Glieder, alle in demselben Sinne abschattet. 

") In dei- That kium ich A . B . L entweder gleich A . L . B odur gleich 
— Ä .L . B setzen, dann die Paktoren ^ . i zu einem Produkt zusammen fassen, 
statt dieses Produktes das ihin gleiche A'.L setzen, und dann die vorige Oid- 
niuig -wiederherstellen, wobei, wenn das «imus-Zeichen eingetreten war, sieh noth- 
wendig das ursprüngliche Zeichen wiederherstellt. 
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Hat man ins Besondere die Gleichung 

A^ = aÄ , oder -~ = « , 

wo K eine Zahlengrösse bezeichnen soll, so folgt daraus, wenn A'i niid 
Ä' die Absehattnngen von A^ und A sind, die Gleiclnmg 

Ai = aA oder -T' ^ «j 

das heisst der Werth eines Quotienten zweier gleichartiger Grössen 
ändert sich nicht, wenn man statt derselben die in gleichem Sinne ge- 
nommenen Äbschatiungen setzt. Oder allgemeiner, sucht man die Äb- 
schattung eines Quotienten ~=, so hat man, da dieser Quotient jede 
Grösse C bezeichnet, welche der Gleichung 

G.B=A 
genügt, durch Ahschattung der einzelnen Faktoren in gleichem Sinne 
die neue Gleichung 

C'.B- =,A' oder C = ~, 

131 das heisst, statt einen Quotienten abzuschatten, kann man Zähler und 
Nenner in demselben Sinne abschatten. Fassen wir dalier Addition, 

121 Subtraktion, äussere Multiplikation und Division unter dem | allge- 
meinen Begriffe der Grundverlcnüpfungen zusammen, so können wir den 
allgemeinen Satz aufstellen, welcher die fi:äheren in sich schliesst: 

StaU das ErgeTmiss einer Gnmäverlmüpfvm.g abzuschatten, kann man 
deren Glieder in demselben Sinne abscMUen. 

§ 85. Analytischer Ausdruck der Absohattung. 
Ea bietet sich uns hier die Aufgabe dar, die Ahschattung ana- 
lytisch auszudrücken, wenn die Grösse, weiche abgeschattet werden 
soll, und der Sinn der Abschaltung, das heisst Grundsystem und Leifc- 
system gegeben sind. Doch beschränken wir uns hier nur auf den 
Fall, daas die abzuschattende Grösse mit dem Grundsysteme von gleicher 
Stufe ist, indem die Lösung im allgemeineren Falle zwar auch schon 
hier leicht zu bewerkstelligen ist, jedoch zu einem Ausdrucke führen 
würde, der an Einfachheit dem später zu entwickelnden Ausdrucke 
(s. Äbsehn. II, Kap. 4) sehr nachstehen würde. 

Es sei A die abzuschattende Grösse, L ein Theil des Leitsystems, 
G des Grundsystema, und A und G seien von gleicher Stufe, so wird 
die Äbschattung Ä mit G gleichartig sein müssen, also 

A' = xG 
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gesetzt ■werden können, wo x eine Zahlengrösse isb. Multiplicirt man 
diese Gleicliung mit L, so liat man 

Ä'.L^xG.L, 
oder, da A' . 7/ nach dem Begriff der Äbsckattung gleich A.L ist, so 
hat man 

' G :l 

nnd daraus 

G.L 



Ä.L—xß.L, 



A---^0, 



Wim der gesuchte analytische Änsdrnck ist.' Den Wortausdmck dieses 
Resultats verspareu wir nns bis zur Behandlung des allgemeinen Falles. 

§ 86. Ableitung eines Vereins von Gleichungen, welcher die 
■ursprüngliche ersetzt. 

Dagegen müssen wir dün h'aden wieder anknüpfen, den wir oben 
(§ 81) fallen Hessen. Wir hatten nämlich dort gezeigt, wie man zwar 
ans einer Gleichung 

A-i- F. -\ = 1^3 

durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue 12'.! 
Gleichung 

A.L+B.L+---^0 

ableiten, aber au? dieser im Allgemeinen nicht wieder die nrspriing- 
liehe hetleiten könne; es kommt also jetzt darauf an, aus jener Glei- 
chung einen Verein von Gleichungen dieser Art abzuleiten, welcher 
jene eme ersetze, das heisst, ans welchem sich jene erste wiederum ab- 
leiten las st 

Tn'^ Besondßie Hess sieh der Faktor L so auswählen, dass nach 
dei Multiplikation der einzelnen Glieder luit diesem Faktor eine Glei- 
Lhimg ans lautei gleichartigen Gliedern hervorging, und da solche 
Gleichungen als die einfachsten erscheinen, so wird es besonders darauf 
ankommen, jene erste Gleichung durch Gleichungen dieser Art zu er- 
setzen Die Entwickelung der folgenden Paragraphen zeigte, wie die 
Gleichung 

A.L-\- B .L-\ =-(1 

eifctit werden konnte durch eine Gleichung zwischen den Abschat- 
tungen aut eil! und dasselbe Grondsystem nach dem Leitsystem L, 

} Wir si^Pii überhaupt, dass sieb, Kwei Vereine von Gleichungen gegenseitig 
er'^etien, wenn man aus jedem der beiden Voreine den andern ableiten kann. 
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also, weiin Ä , J3', , , . solche Äbschattungen Ton Ä, B, . . . darstellen, 
durch die GleictuBg 

4-+J/+... _0; 

und die Aufgabe, die wir uus stellten, ist also identisch mit der, eine 
Gleichung zu ersetzen durch einen Verein von Gleichungen, welche 
durch Absehattungen der ersteren hervorgehen, und namentlich eine 
Gleichung zwischen ungleichartigen Gliedern durch solche Äbschattungs- 
gleichungen, deren Glieder alle gleichartig sind. 

Es sei die ursprüngliche Gleichung yon m-ter Stufe, und ihr 
Hauptsjstem, das heisst das System, welchem alle ihre Glieder ins 
Gesammt angehören, von «-ter Stufe, und zwar sei dies letztere dar- 
gestellt als Produkt von n unabhängigen einfachen Faktoren a .b .... 
Alsdann wird nach dem Begriffe des Systems n-ter Stufe sich jeder 
einfache Faktor eines jeden Gliedes der gegebenen Gleichung als Summe 
darstellen lassen, deren Stücke jenen Faktoren a, b, ... gleichartig sind, 
23 also in der Form ai -{- b^ -\- ■ ■■ . Denkt man sieh I jeden einfachen 
Faktor jedes Gliedes der gegebenen Gleichung auf diese Weise dar- 
gestellt, und führt die Multiplikation aus, so dass die Klammern ver- 
schwinden, so erhält man eine Summe von Gliedern, deren jedes mit 
einem der Produkte zu m Faktoren aus a,h, ... gleichartig ist. Multi- 
plicirt man nun die Gleichung mit («— »k) von den Faktoren a, b, . . . , 
so bleiben nur diejenigen Glieder von geltendem Werthe, welche mit 
dem Produkte der m übrigen Faktoren jener Reihe a, h, . . . gleich- 
artig sind, indem alle andern wenigstens Einen einfachen Paktor ent- 
halten, der mit den neu hinzutretenden Paktoren gleichartig ist, also 
bei dieser Multiplikation verschwinden. Nun kann man aber wiederum 
nach § 81 die hinzugetretenen Faktoren hinweglassen, indem das System, 
dem die übrigen ar^ehören, von dem System der hinzutretenden un- 
abhängig ist. Man erMlt auf diese Weise einen "Verein richtigei Glei- 
chungen, wenn maji, nachdem die ursprüngliche Gleichung auf die 
angegebene Weise umgestaltet ist, jedesmal die gleiehaitigen (jflieder 
zu einer Gleichung vereinigt. Und da die sämmtliehen so gewonnenen 
Gleichungen bei ihrer Addition die ui^prüngliche wiedeigeben, so 
haben wir einen Verein von Gleichungen gewonnen, welcher die ur- 
sprüngliche genau ersetzt, und die Aufgabe ist gelöst. Somit haben 
wir den Satz: 

Wenn man in einer Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder einem 
Systeme n-ter SUtfe angeMrm, jeden einfachen Faktor eines jeden Gliedes 
als Stimme darstellt, deren Studie n von einander unabhängigen Sirecken 
gleicha/rtig sind, imd durchmultiplicirt, so kann man jede Beihe von gleich- 
artigen Gliedern, welche daraus hervorgehen, m Einer Gleichung zusammen- 
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fassen unä erhält dadurch einen Verein von Gleichwngen, welcher die w~ 
sprüngliche ersetzt. 

Oder, da jede dieser Grleieliungen ersetzt wird durch eine Glei- 
chung, welche aus der ursprünglichen durch Multiplikation mit (ii — ni) 
von den Faktoren o, l>, ... hervorgeht, 

wmn man eine Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder einem Systeme 
n-ter Stufe angehören, nach und nach mit jedem ProduM m (« — m) Falc- 
toren, welches sich aus n von einander unahhmgigen Strecke, jenes Systems 
hild&ii lässt, mult^licirt, so ] erhält man einen Verein von Gleichungen, 124 
tvelcher die ursprüngliche ersetst 

Da die Glieder, welche hei dem vorhergehenden Satze in jeder 
abgeleiteten Gleichung erschienen, sich unmittelbar als Absehattungen 
der Glieder, welche in der ursprünglichen Gleichung vorkamen, zu er- 
kennen gehen, so können wir den gewonnenen Sata auch vermittelst 
des Begriffs der Absehattungen aussprechen, haben jedoch für den be- 
quemeren Ausdruck noch eine Reihe neuer Begriffe aufzustellen. 

§ 87. Bichtsysteme (Koordinatensysteme), Uiehtgebiet, l^icMimasec, 
Hauptmaas. 

Nämlich die Betrachtungsweise des vorigen Paragraphen führt 
uns zu dem Begriffe der Koordinatensysteme oder Richtsysteme, welche 
wir jedoch in einem viel ausgedehnteren Sinne auffassen, als dies ge- 
wöhnhch geschieht. Auch erlaube ich mir, die sonst üblichen Benen- 
nungen, welche namentlich, wenn sie der durch die Wissenschaft ge- 
forderten Erweiterung unterworfen werden sollen, als sehr schleppend 
erscheinen, und Qherdiea fremden Sprachen entlehnt sind, durch ein- 
fachere zu ersetzen. 

Ich nenne die n Strecken a, h, ..., welche ein System is-ter 
Stufe bestimmen, (also alle von einander unabhängig sind), sofern jede 
Strecke des Systems durch sie ausgedrückt werden soll, die Richt- 
masse erster Stufe oder die Grundmasse dieses Systems, ihren Verein 
ein Richtsystem, die Produkte von m Grundmassen (mit Festhaltung 
der ursprünglichen Ordnung derselben) Richtmasse m-ter Stufe, 
das Riehtmass «-ter Stufe das Hauptmass, die Systeme der Richt- 
masse wi-ter Stufe endlich nennen wir Richtgebiete m-ter Stufe, 
die Systeme der Grundmasse ins Besondere Richtaxen (Koordinaten- 
axen). Ergänzende Richtmasse nennen wir solche, die mit ein- 
ander multiplicirt das Hauptmass geben, und die ihnen zugehörigen 
Richtgebiete nennen wir gleichfalls ergänzende. 
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i 88. Eichtatüeke , Zeiger, 



Durcli die in § 86 geführte Entwickelung ist klar, wie jede Aus- 
dehntmg «f-ter Stufe, welche einem Systeme «-ter Stufe angehört, sich 
als Summe darstellen lässt von Stucken, welche den Bichtmassen m-ter 
Stufe, die zu jenem Systeme gehören, gleichartig sind. Diese Stücke 
nim nennen wir Richtstücke jener Grösse, so dass also jede Grösse 
als Summe ihrer Richtstüeke erscheint; die Zahlengrössen, welche her- 
vorgehen, wenn die Richtstüeke einer Grösse durch die entsprechenden 
J5 5 (gleichartigen) , Richtmasse diyidirt werden, die Zeiger der Grösse, 
125 so dass also jede Grosse als | Vielfachen-Summe*) der Richtmasse 
gleicher Stufe erscheint. Die Richtstüeke einer Grösse erster Stufe 
sind es, welche sonst auch Koordinaten genannt werden. Eine ( 
im Sinne des ßichtsystems abschatten (projiciren), heiast, sie auf e 
der Riehtgebiete gemäss dem ergänzenden Richtgebiete i 



§ 89. Gleichungen zwibclu^n den Riohtstucken und zwischen 
den Zeigern 

"Wenden wii diese Begriffe auf die m § '^G lufgestt.lltcn l?i,tzL 
an, so gehen diesellen m folgende ubei 

In einer GUichunq lann man statt allo GliuJa du Eiciitstiiüc oäo 
Zeiger derselben setsen, welche einem ieltebtgen abet alle demselben Sicht- 
masse mgehSren, wnd fuhrt man dien in Bezug auf alle Etehtmasse d» 
selben Stufe aus, so erhalt man einen Veiem ton frl ichungeii, uelclia 



Die in § 8b abgeleiteten Gleithungen %md namlich eben diese 
Gleichungen zwi<<chen den ßichtstuLken, und lus ihnen eih tlt man die 
Zeiger gleichungen durch Division mit ilem ledesmal zugehoiigen Rieht 
masse.'*'*) Pernei 

Aus einer Gleiclmng hann man einen sie e^sekenden V&em von 
GMchungen ableiten, indem man jene Gleichung nach und nach mit den 
sämmilicken Mchtmobbcn deren Sitifmmhl du du Gkiüiunj m de> di 
Rawplsystems ergänzt mHltiphciit 

*) Jedes Produkt einer Grösse in eine ZahlengrösBC nennon wir nämlicli 
ein VieKaohes dev ersteren, und unterscheiden davon das Melirt'a«]ie, boi weJotem 
jene Zahlengrösse eice ganze Zahl sein muss. 

**) Diese Zeigergleiohungeu, als GleichungBn zwischen blossen Zahlengi-ü^seii, 
Temiitteln am. vollständigsten den Üehergang znr Arithmetik. 
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§ 90. Absohattmigeu einer Gleichung im Sinne eines Eicht Systems, 
Ausdruck für den Zeiger. 

Wenn wir eine als Summe ihrer Richtstiicke dargestellte Grösse 
in -ter Stufe mit einem Riclifcmasse von ergänzender, das heisst (n — «j)-tec 
Stufe multipliciren, so fallen alle Riclitstücke bis auf eina'weg, und 
dies eine erscheint daher als Ahachattung jener Grösse auf das Racht- 
gebiet Hj-ter Stufe gemäss dem ergänzenden Ricbtgebiete, und alle 
Richtstücke jener Grösse erscheinen also als im Sinne des Richtsystems 
erfolgte Abschattungen auf die verschiedenen Richtgebiete gleicher 
Stufe. Wir können daher sagen, 

eine Gleichinig m-ter Stufe werde ersetzt durch einen Verein von 
Gleichungen, tvelcke durch Ahschaitung auf die \ verschiedetien liiditgthiete 126 
m-ter Stufe im Sinne dps Riditsystems hervorgehen*) 

Zugleich ergiebt sich hieraus ein einfacher analytischer Ausdruck 
für die Richtstiicke oder Zeiger einer Grösse. Es werde nämlich das 
einem Eichtmasse Ä zugehörige Richtstüek P' einer Grösse P ge- 
suchtj B sei das zu Ä gehörige ergänzende Richtmass, so h^t man, 
da P' die Abschattung von P auf A nach B ist (s. § 85), 

also ist der zugehörige Zeiger gleich 

P.B 

A.B' 
das heisst 

de) emicm 1 irktmab', A ^wjehörige Zeiger einer Grösse ist gleich 
einem Brtiche, dessen Zuhiei das Produkt der Grösse in das ergänzende 
Richfmob^ und dessen Nennet das Proditlct jenes ersten Ricktmasses in 
das nganstnde i^t 

B. Anwendungen. 

§ 91. Abschattung in der Geometrie. 

Wenden wii die m diesem liipitel cntwn-kplteu "Begutte lui die 

Geometrie an, so eigicbt sich zunächst füi die Ebene iiui Eine ^il 

der Projektion (Abs(hattungV), indem eine Stieuke ^ut eine ^egebeue 

") Da&s eine Glfiehung m ter Stufe m Linem System n ter Stufe durch uo 
■viel einfache Gleichungen ersetzt werde iik eb KorabmationPü au? n Elementen 
•mt (H-ten Klasse gele bedarf wohl Icaum einer EiwBhnuii^ 

**) Wn ziehen hei dusei Zuwendung wiedei den Namen iei PicitLtnn v i 
aus GrünÄen die '>plt«ihm von selb'it einbuchten ntiden 
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gerade Linie nach einer gegebenen Richtung projicirt werden kann. 
Das üicMsystem für die Ebene bietet nur zwei Grundmasse und zwei 
ihnen zugehörige Richtaxen dar. Als Hauptmass erscheint der Flächen- 
raum des von den beiden Grundraassen gebildeten Spathecks (Paral- 
lelogramms). 

Im Räume treten drei Arten der Projektion hervor, nämlich es 
werden entweder Strecken oder Flächenräume auf eine gegebene Ebene 
nach einer gegebenen Richtung projicirt, oder es werden Strecken auf 
eine gegebene gerade Linie parallel einer gegebenen Ebene projicirt. 
Das Riehtsyatem für den Raum bietet drei Grundmaaae und drei ihnen 
zugehörige Ricbtaxen dar, ferner drei Richtebenen als Richfcgebiete 
127 zweiter | Stufe, und drei ihnen zugehörige Richtmasse zweiter Stufe, 
welche die Flächenräume der aus je zwei Grundmassen beschriebenen 
Spatheeke mit Feathaltung der Richtungen ihrer Ebenen darstellen. 
Als Hauptmass erscheint das von den drei Grundmassen beschriebene 
Späth (Paiallelepipedum). Interessant erseheint hier besonders die Dar- 
stellung eines Flächenraums von bestimmter Riehtur^ als Surame seiner 
Richtstucke, nämlich als Summe dreier Flächenräume, welche den drei 
Richtebenen angehören. Da die Sätze, welche sich über Projektionen 
und Richtsysteme in der Geometrie aufstellen lassen, in unserer Wissen- 
schaft schon ganz in der Form aufgestellt sind, in welcher sie für die 
Geometrie auszusprechen wären, so käaiieii wir uns der Wiederholung 
derselben hier üborhcbon. 

§ 02. Verwandlung der Koordinaten. 

Dagegen wollen wir da« Problem der Koordinatenverwaudlung zu- 
nächst für die Geometrie und demnächst auch allgemein für unsre 
Wissenschaft losen. 

Es seien a, 6, c drei Grundmasse und c^, e^, e^ drei neue von 
einander unabhängige Grundmasse, welche als Vielfachensummen jener 
ursprünglichen Grundmasse gegeben sind, so ist nun die Aufgabe: eine 
Grösse jo, einestheils, wenn sie als Vielfachensumme der ursprünglichen 
Grundmasse gegeben ist, als Vielfachensumme der neuen Grundmasse 
darzustellen, und umgekehrt, wenn sie in der letzteren Form gegeben 
ist, sie in der ersteren darzustellen; in beiden Fällen sind die Zeiger 
zu suchen. Diese Aufgaben sind nun in der That durch den Satz in 
§ 90, welcher die Zeiger finden lehrt, gelöst. Danach ist in Bezug auf 
die erste Aufgabe der zu gj gehörige Zeiger von p gleich 



und in Bezug auf die zweite der zu a gehörige Zeiger von y gleicli 
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und durch diese so höchst einfachen Ausdrücke ist das Problem der 
KoordinatenTerwantiluiig in seiner grössten Allgemeinheit gelöst. 

Die zweite Aufgabe iat besonders bei der Theorie der Kurven und 
Oberflächen von Wichtigkeit, indem dieselben dadurch bestimmt werden, 
daas zwischen den Zeigern einer Strecke, welche von einem als An- 
fangspunkt der Koordinaten angenommenen Punkte nach einem ! Punkte 128 
der Kurve oder Oberfläche gezogen ist, eine Gleichung aufgestellt wird. 
Es sei p =^ xa -^ yh -^ zc diese Strecke, und 

fix, y,i)-0 
die Gleichung, welche eine Oberfläche bestimmt; sucht man nun die 
Gleichung derselben Oberfläche zunächst für denselben Anfangspunkt 
der Koordinaten, aber in Bezug auf neue ßichtaxen und auf die ihnen 
zugehörigen Bichtmasse, e^, e^, e^, so hat man, wenn 

p = WjC, + ii^e^ -|- WjCä 
ist, die Gleichung 

fip.h.c a.p^c a.b.p\ __ , 
'Xa.b'.l' a~:i:~c' ä.h.cl~^' 
eine Gleichung, welche, wenn man statt p seinen Werth subatituirt, 
als Gleichung zwischen den neuen Variahein Mj, u^, Wg erscheint. Will 
man auch den Anfangspunkt der Koordinaten etwa um die Strecke c 
verlegen, so hat man nun, wenn q die Strecke ist von dem neuen 
Anfangspunkt nach demselben Punkte der Oberfläche, nach welchem 
der entsprechende Werth von p gerichtet, und 

ist, nur in der obigen Gleichung statt p seinen Werth <'[-\- c einzu- 
führen, um die verlangte Gleichung zu erhalten, oder iwt 

e-aa + ft + rc, 
SO hat man, wie sich sogleich ergiebt, 



als die vtilangte Gleichung zwischen den neuen Yaridbeln i 
Will man diese Gleichung als blosse Zahlengleichuug 1 
hat man nur die neuen Gnindmasse auf bestimmte Weise als Viel- 
fachensummen dei m sjirün glichen diizu'-tellfn und m die Gleichung 
einzuführen Es spi 

'-i = c^i« + f'i?' + I',^ 
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SO zeigt sich un mittelbar, wiü sich ilio verlangte Gleichung tiarsiellt 
in der Form 

f (« + «i", + %". + V. > ß + |3i^i + ß.^, + ß.^, > 
7 + ^1% + n'Oi + 73%) = , 
123 eine Gleichnng, welche an Einfachheit nichts zu wünschen übrig lilsst. 
Für den allgemeinsten Fall der abstrakten Wissenschaft ergiebt 
sich die Lösnng unserer Aufgabe mit derselben Leichtigkeit. In der 
That, ist eine Grosse P als Yielfachensnmme gewisser Eichtmasse ge- 
geben, und man will dieselbe als Vielfachenaumme anderer Richtmasse 
auadrüeken, so hat man den zu einem derselben, A gehörigen Zeiger, 
wenn J? das zu A gehörige ergänzende Eichtmass ist, nach § 90 gleich 
1 >.B 

~a.b' 

§ 9B. Elimination einer Unbekannten ans Gleietiungcn 
höherer Grade, 

Was nun die Anwendung anf die Theorie der Gleichungen betrifft, 
so haben wir schon oben (§ 45) die Methode, Gleichungen des ersten 
Grades mit mehreren Unbekannten durch Hüü'e unserer Analyse auf- 
zulösen, vorweggenommen. Wir setzen diesen Gegenstand hier fort, 
indem wir die durch unsere Wissenschaft dargebotene Methode, aus 
Gleichungen höherer Grade mit mehreren Unbekannten die Unbe- 
kannten zu eliminiren, darlegen. 

Es seien zwei Gleichungen höherer Grade mit mehreren Unbe- 
kannten gegeben, es soll eine derselben, etwa y, eliminirt, also eine 
Gleichung zwischen den übrigen Unbekannten aufgestellt werden. Die 
gegebenen Gleichungen seien nach Potenzen von y geordnet: 
a„.y'"-\ |-«,y + «, = 

M'' + --- + öiy + f'. = o, 

wo fl , , «0 und b , ,lj behebige Funktionen dei indem ünbekinnten 
Bind, ff und \ abei nicht gleich Null sein sollen Miütiplicnt man 
die erste Gleichung nach dei Eeihe mit y, if , , y , die letzte nich 
und nach mit y y^ , it , so eihilt man itt -{- v neue Gleichungen 
Betiachtet man die Koefhctenten emex leden dieser m -j- n Gleichungen 
ils unter siuh glfichirtig hingegen die der veischiedenen Gleiuhungeii 
ils von eiuandei unabhmgig (auch wenn sie bis dahin mit dtm'^plben 
Buchstaben bezeichnet waien), so erhalt min wenn man die %o lui 
gefissten Ghichnn^on im Smne unseiei ^Vi'^SBnschift addirt eine Glei 
chun_ ^un dei 1 oiin 

'<M'.y ^ + +fii/ = ' 
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Multipliciren wir diese G-leiclitmg mit dem äusseren Produkt 
e^ . Cj . . . e,„4-„ , so fallen alle Glieder bis auf das letzte nach den ; Ge- 130 
setzen der äusseren Multiplikation weg, und wir erhalteu die Gleichung 

r^ . e.y. e.j . .. e,„+„y = 0, 
oder, da y nicht null sein kauu, weil dann in den gegebenen Glei- 
chungen wider die Voraussetzung «^ und \ gleich Null sein wfirdeii, 
so hat man 

als die verlangte Eliminationsgleichung. 
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Zweiter Abaclnütt. 

Die Elementar grosse. 

Erstes Kapitel 
A(l(U1;ion imd Subtralitioii der Elciiieiitargrössen erster Stufe. 



§ 94. Gesetz über die Summe der Strecken, welche von einem 
verUnderlielien Elemente nach, einer Reihe fester Elemente 
gezogen sind, 
31 Ich knüpfe den Begriff der Elementar grossen an die Lösung einer 
einfachen Aufgabe, durch die ich zuerst zu diesem Begriffe gelangte, 
und die mir üTierhaupt zu dessen genetischer Entwickelung am ge- 
eignetsten zu sein acheint. 

Aufgabe. Es seien drei Elemente a^, a^, ß^ und ausserdem ein 
Element q gegeben; man soll das Element ß^ fiBden, welches der Glei- 
chung 

[&u;}^lQo:,]=[Qß,]-\-[Qß,] 

genügt. 

Auflösung. Schaut man die Glieder der linken Seite auf die 
rechte, ao hat man, da 

ist, die Gleichung 

l«.ft] + l«,M-o, 

durch welche das Element ß^ auf eine einfache Weise bestimmt ist. 
Um dies Reaultat der Anschauung näher zu bringen, wollen wir 
es auf die Geometrie anwenden, und also die Elemente als Punkte an- 
nehmen; so finden wir den Punkt ß^,, indem wir [«ä/^a] entgegengesetzt 
gleich mit [cc^ß^\ machen. — Das Interessante Ijei dieser Auflösung 
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ist, daSH das Eiemenb ß^ ganz imabliängig j von q bestimmt ist, und 133 
da wir aus der letzten Gleichung, welche in der Auflosung vorkommt, 
durch das umgekehrte Verfahren wieder die erste in Bezug auf jedes 
beliebige p ableiten können, so haben wir zugleich den Satz, dass, 
wenn die Gleichung 

[p«i] + [q<\ = [Qß,] + [pM 
für irgend einen Punkt p gilt, sie auch für jeden aadern Punkt gilt, 
der statt q eingeführt werden mag. 

Dieser Satz lässt sich direkt ableiten, doch wollen wir ihn vorher 
verallgemeinem; denn es ist klar, wie das angegebene Verfahren auch 
noch anwendbar bleibt, wenn man statt der zwei Elemente «,, k^ und 
ßi, ß^ beliebig viele, nur auf beiden Seiten eine gleiche Anzahl, ein- 
fährt, ja, da unter den Elementen beliebig viele zusammen fallen 
können, auch dann noch, wenn zu den Strecken auf beiden Seiten be- 
liebige Koefficienten hinzutreten, sobald nur die Summe dieser Eoeffi- 
cienten auf beiden Seiten dieselbe ist. In der That, es sei 

h [9«,] + ■■■ + in i:$C.,a = h, [p,3J + ■■■ + /r™ [pW, 

WO die Grössen i,,... und fr,,... ZahlengrÖssen darstellen, und es sei 
zugleich 

;, + •■■ + % = '«, + ••• + ''., 

so können wir zeigen, dass die erste Gleichung auch fortbesteht für 
jeden Punkt 0, der statt p eingeführt wird. Denn es ist 
[(>«]-[?•] + [««]. [(.fl - [(.6] + [«ffl. 
Führt man diese Ausdrücke in Bezug auf die betreffenden Zeiger 
(1 .,,)}, l...ni) in die obige Gleichung ein, löst die Klammem auf 
und fasst die Glieder, welche [pö] enthalten, auf jeder Seite zusammen, 
so erhält man auf jeder Seite [pö] multipUcirt mit der Summe der 
Koefficienten, und da diese auf beiden Seiten gleich ist, so hebt sich 
das so gewonnene Glied auf beiden Seiten auf, und man behält 

i, [»«,] + ■•■ + .■. 1««.] - *, [»ftl + • ■ ■ +''. [»M , 

das heisst, die Gleichung besteht fort in Bezug auf jedes Element, was 
statt p eingeführt werden mag. Also: 

Wmn man von einem Elemente p S^eelcen nach helieliig vielen festeii 
Elementen sieht, und ewei heliebige Vielfaclunsuv^men derselbm, deren 
Koefficienten aier gleiche 'Summe Jiaben, einander gleich sind, so besteht 
diese Gleichheit fort, wie sich auch das Element q ändern mag. 

Ist ins Besondere die Summe der Koefficienten in dem Ausdrnclte i'iis 

i, [?«,] + ■■■ + ». [p«.i 

null, so ergiebt sich, indeui man auf die oben angegebene Weise, 
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nämlich atatt \ga\ überall [pö[-f-[öß|, substituirt, jener Ausdruck 

*'* i.i««,i + --- + i. [•«.], 

weil nämlich das Glied (ii -f- ■" + '") [&^] wegen des ersten Faktors 
null wird Also 

Wum man ii/)i eiitc^i ta anätrlicheii Elmiente p Shcckai nach he 
htbig vielen festen Elenientm neht, so vtt jede Vtdfaclwmimme diesem 
Sinclen, deten Koeff cientenmmme null Zbt, eine konstante Gto'^^e 

Auch geht aus der Ait, wie sich die Grleiohungen dieses Paii 
graphen aus einander ableiten lassen, unmittelbar hervor, dass, wenn 
zwei beliebige Vielfachen summen jener Strecken in Bezug auf die- 
selben zwei Anfangselemente p und ö einander gleich sind, auch ihre 
Koefficientensummen gleich sein, und daher ihre eigene Gleichheit bei 
jeder Aenderung von p fortbestehen müsse, und ebenso dass, wenn 
eine solche Vielfachensumme in Bezug auf zwei Anfangs -Elemente p 
und 8 gleichen Werth behält, ihre Koefficienten summe null ist, und 
sie selbst daher bei jeder Aendei'uug von p denselben Werth behält. 



§ i>5. Abweichung eines Elementes, eines Elementarvereins, 
Gewicht. 

Um die Resultate des vorigen Paragraphen einfacher einkleiden 
zu können, führen wir einige Benennungen ein, die wir auch für die 
Geometrie festhalten. 

Nämlich wir verstehen unter der Abweichung eifus Elementes k 
von einem Etetnenfe p die Strecke [pa], unter der Gesammtahwekhuufj 
einer Elcmentenmhe von e^nem Ekumile p die Summe aus den Ab- 
weichungen der einzelnen Elemente jener Reihe von dem Elemente p. 
Fallen unter jenen Elementen mehrere {m) in eins (c) zusammen, so 
wird auch die Abweiühung [p«J dieses Elementes ebenso oft (i« mal) 
111 jenei Summe ^olll.ommell Hieidurch gelangen wir zu einei Erwei 
terung des Begiifts, namlich nennen wii euien Veiem von Elementen, 
deien jedes mit emer bestimmten Zahlengrosse behaftet ibt, einen 
Elemenüii oeretn , so weiden wii unter der Gesammtalmeichung eines 
Elemintatvci cinii t07h etiieiii EUmeuft p eme Vielfachensumme aus Jen 
Abweichungen der jenem Vereine angehoiigen Elemente von dem Ele 
i^iment p verstehen müssen, deren Koeftiaenten die Z ahleng losbcn | sind, 
mit welchen die zugehoiigen Elemente behaftet sind Die Summe 
diesei Zahlengrossen nennen wir du GiiitcM*') df^ Elemeniaiietein^, 



*) Dei Name Gewi 
bcheinbchkeitsiechiiuiig) i 
ln,iiiBi BeL.hfförtigui>g 






et m dPi Mj,th.ein itik (in der Walu 
e ^ebiiiitlihch und ledut inU Iiip) 
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SO wie die ZablengrÖssea, mit welchen die einzelnen Elomenbe behaftet 
sind, die ihnen zugehörigen Uewiehte. Besteht also der Elementarverein 
aus den Elementen tx, ß, ... und den zugehörigen Gewichten a, 6, ..-, 
so ist die Ahweiehnng jenes Elementarvereins von einem Elemente q 
gleich 

o[p«] + 6[()W + ---- 
Somit haben wir denn die Sätze: 

Wenn gwei Elementarvereine von demselben Elemente um Giftes") 
abweichen, nnd ihr Gemckt gleich ist, oder leenn me von denselben zwei 
Elemmtm um Gleiches äbweichm, so weichen sie auch von jedem andern 
Element um Gleiches ab, und im letetem Falle ist ihr Gewicht gleich, 

und 

Ein Elementarverein, dessen Gewicht null ist, weicht von je zwei 
Elementen um Gleiches ab, tmd ein Elemmtarverein, welcher von mvei 
Elementen um Gleiches (ümeicM, hat Null sum Gewicht und weicht von 
allen Elementen um Gleiches ab**). 

§ 96, Begriff der ElementargrÖsaen und ihrer Summe. 
Jedes Gebilde wird dadurch ils Tj-rosse fasirt da^s der Beicich 
seiner Gleichheit und Verschiedenheit bestimmt wiid Wu bezeichnen 
daher zwei Elementar vereine als ^le ch Gus en und zwii als ^le che 
Elementargrossen, wenn ihre Abweich mgen i on lenselben Elementen 
jedesmal gleichen Werth haben Em Elemei tai verein wiri also zui 
Elementar grosse, wenn man von lei 1 esonderei \rt se nei 7usimmen 
Setzung absieht, und nur die Abweichungswei the festhält welche ei 
mit anderen Elementen bildet so das<f also eine Elementirgrosae auf 
verschiedene Weise als I Elementaiveiem da gern kann und jeder Ele-ij5 
mentarverein als eine j besondeie Verlijiierung einer Elementaigrosseiai 
oder, wie wir es oben bezeichneten als elementaie oder konkrete Dai 
Stellung einer Elementar grosse autzulissen ist Hiernach Tbisteht e 
sich nun schon von selbst, dass untei der Abweching und lem Ge 
wichte einer Elementargrösse dasselbe zu vei stehen ist v,\s wu untei 
der Abweichung und dem Gewichte de» Elementarverems verstinden 
welchem sie zugehört, und dass zwei Elenentargirssen nui dinn gleich 
sein können, wenn sie gleiches Gewicht unl gle che ^Iweichung-i 
werthe darbieten, dass aber die Gleichheit lei Llpmentai„ s n sthoi 

*) Das heisst, die Abweieliung-en soll n i^le et aem 

**) Dabei versteht sich von selbst dase auch jedes einzelne Elen ent 'owol 1 
für aich, als wenn es mit einer Zihlengrosse behaftet tt als Blementarveiem 
aufgefasst werden kann, indem die Gewichte der ibr gen Elemente n dl Bind 
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erfolgt, wenn auch, rur irgend zwei solche Werthe als gleich darge- 
than sind. 

Unsere Aufgabe iat nun, die Ärb der Verknüpfung auazuniittcln, 
in welclie die verschiedenen Elemente und die zugehörigen Zahlen- 
grossen eines Elementarvereins eingehen müssen, wenn als das Re- 
sultat der Vertnüpfung die Elementar grosse erscheinen soll. 

Die Yerbnüpfungen. sind von zwiefacher Art, einestheils nämlicli 
zwisciien einem Element und der zugehörigen Zahlengrösse, dem Ge- 
wichte, andererseits zwischen den mit Gewichten behafteten Elementen 
und überhaupt zwischen den Elementar vereinen, sofern sie ihren Ab- 
weichungen nach betrachtet werden, das heiast zwischen den Elementar- 
grössen unter sich. 

Betrachten wir zuerst diese letzte Verknüpfungs weise, so ist klar, 
dass die Gesammtab weichung eines Elementarvereins dieselbe bleibt, 
in welcher Ordnung man die einzelnen Theile dieses Vereins nehmen, 
und wie man sie unter sich zu hesonderen Vereinen zusammenfassen 
mag, und daas endlich, wenn man zu Elementarvereinen, welche ver- 
schiedene Abweichung darbieten, Elementar vereine, welche gleiche Ab- 
weichungen darbieten, hinzufügt, die so erzeugten Gesammt vereine 
auch verschiedene Abweichung darbieten müssen; und zwar wird dies 
alles der Fall sein, weil es für die Addition der Strecken gilt. Diese 
Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Glieder, und auf der andern 
Seite das Gesetz, dass, wenn das eine Glied der Verknüpfung konstant 
bleibt, das Resultat nur dann konstant bleibe, wenn auch das andere 
Glied es bleibt, bestimmt jene Verknüpfung nach % 6 als eine additive, 
und die Gesetze der Addition und Subtraktion gelten allgemein für 
diese Verknüpfui^. 

Was nun die Verknüpfung des Elementes mit dem zugehörigen 
lae Gewichte betrifft, so leuchtet ein, \ dass, wenn in einem Elementar- 
J56 vereine | dasselbe Element mehrmals und zwar mit verschiedenen Ge- 
wichten behaftet vorkommt, man statt dessen das Element einmal und 
zwar mit der Summe der Gewichte behaftet setzen kann, ohne dass 
die Abweichung des Vereins geändert wird, wie dies aus den Gesetzen 
der Multiplikation von Zahlengrössen mit Strecken bekannt ist. Be- 
zeichnet man daher vorläufig diese zweite Verknüpfungsweise durch 
das Zeichen i^, so hat man, wenn k ein Element, m und n die Ge- 
wichte sind, 

)K n K -j- 'i " K = (™ + «) " « , 
eine Gleichung, welche das multiphkative Grundgesetz in Bezug auf 
das erste Verknüpfung^lied darstellt, und da die Verknüpfung einer 
Zahlengrosse mit einem Verein aus mehreren Elementen noch nicht 
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ilirem Begriffe nach gegeben ist, also aueli die andere Seite jenes Grund- 
gesetzes noch nicht hervortreten kann, so ist jene Verknüpfung, so 
weit sie überhaupt bestimmt ist, als eine multiplikative bestimmt. 

Fassen wir dies zusammen, so ist die Elementargrösse eines Ver- 
eins von Elementen a, ß, ... mit dou zugehörigen Gewichten a, 6, ... 
gleich 

tlK + 6^ + ---, 

das heisst, sie ist als Vielfachensumme der Elemente dargestellt, deren 
Koefficienten die den Elementen zugehörigen Gewichte sind, und zu- 
gleich ist dadurch die Addition der Elementargrossen uuter sich be- 
stimmt. 

§ 97. Vervielfachung dieser Grössen. 

um nun die multiplikative Verknüpfung allgemeiner darzustellen, 
haben wir die Multiplikation einer Zahlengrösse mit einer Elementar- 
grösse so zu definiren, dass auch die andere Seite des multiplikativen 
Grundgesetzes fortbesteht; dies geschieht, indem wir festsetzen, dass 
eine Vielfachensumme von Elementen mit einer Zahlengrösse multi- 
plicirt werde, wenn mau die Koefficienten derselben mit dieser Zahlen- 
grösse multiplicirt. 

Nämlich dann ergiebt sich sogleich, wenn a und h beliebige Ele- 

mentar grossen, das heisst Vielfachensummen von Elementen darstellen, 

die Geltung der beiden multiplikativen Grundgesetze 

)w a -j- )m = {m -\- li) a 
unl 

I d + Mift "= m (a + Z) 

J) i nun i ch 1 s Iie ultat dei Division mit ei f /ihlengrijsse, i so- lai 
bild d ese ni lit null ist em bestimmtes ei eigieht sich leicht, indem 
veischiedene Elementargrossen las hei st solche deien Abweichungen 
von denselben Elementen Veischiedenheiteu dirbieten auch nachdem 
sie mit derselben Zihlengiosse die muht null lat multiplicirt sind, 
veischielene Abweichungen ditlieten müs en Uso \eischiedeu bleiben. 
Und eben'^o leicht erg ebt sifh au h diss wenn vii ßi: chartige Elc- 
mentaigrobsen solche nennen welche aus derselben Elementai^röase 
duich Multiplikatioi mit Zihlengr dsspu heivcrgegdngen sind, der Quo- 
tient zweier gleichaitigei Elementai giosöen wenn nicht der Divisor 
n ill ist eine bestimmte Zahlengrösse lieteit Somit gelten alle Ge- 
setze anthmetiscliei Multiplikation und Division fui die fragliche Ver- 
knüpfung 

Die Verknüpfung des Elementes q mit andern Elementen oder 
Elementargrössen, wie sie bei der oben eingeführten Bezeichnung der 
Abweichung eintritt, behalten wir dem folgenden Kapitel vor. 
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§ 98. Die Elementargrösse als vielfaches Element. 

Es erschien bisher die Eiementargrösse im Ällgemeineii als eine 
Vielfachensumme von Elementen, und wir müssen uns dia Aufgabe 
stellen, eine Eiementargrösse, welche in dieser Form gegeben ist, in 
möglichst einfacher Form darzustellen. 

Zunächst machen wir den Versuch, sie in Einem Uliede, also als 
vielfaches Element darzustellen. Es sei daher 

aa-\-bß-\ = ira 

gesetzt, wo ff ein Element, x sein Gewicht bezeichnet; da das Ge- 
sammtgewicht auf beiden Seiten gleich sein mnss, so erhalten wir so- 
gleich 

«-» + i> + --, 

und wir haben nur noch e so zu bestimmen, dass die Gesammtab- 
weichung von irgend einem Elemente p auf beiden Seiten gleich ist, 
und erhalten 



1 heisst 



..]. 



wodurch ff bestimmt ist, sobald a-|-i + '-' einen geltenden Werth 
hat, das heisst: 

JiJine Eiementargrösse, deren Gewicht nicht null ist, lässt sich als ein 

38»»»( gleichem Gewichte behaftetes Element darstellen, \ und nwar ist die 

Ahweichunff dieses Elementes von einem Elemente q gleich der durch 

das Gewicht äividirten Abweidmng der Eiementargrösse von demselben 

Elemente. 

Setzt man übrigens in jener Gleichung, welche für jedes Element p 
gilt, dies Element mit ff identisch, so hat man, weil [6 ff] null ist, mit 
Weglas sung des Divisors die Gleichung 

= a[ffß] +6 [6/3] + ---, 
das heisst, die Gesammtabweichung einer Vielfachensumme von Ele- 
menten von dem Summenelcment (ff) ist gleich Null. 

§ 99. Die Eiementargrösse mit dem Gewichte Null ist 

eine Strecke. 

Ist das Gewicht der Eiementargrösse null, so haben wir schon 

gezeigt, dass dann die Abweichungen der Eiementargrösse von je zwei 

Elementen gleich gross sind; ist diese Abweichung daher in Bezug 

auf irgend ein Element null, so ist sie es auch in Bezug auf jedes 
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andere, und jene ElementargrÖsse liann dann einem beliebigen Elemente 
mit dem Gewichte Null gleicligesetst werden, wie dies auch die Formel 
des Yorjgen Paragraphen schon darlegt, oder sie kann selbst gleich 
Null gesetzt werden. Ist aber die Abweichung einer solchen Elementar- 
grÖsse (deren Gewicht null ist) von irgend einem Elemente gleich 
einer Strecke von geltender Grösse, so ist auch die Abweichung der- 
selben von jedem andern Elemente derselben Strecke gleich, und diese 
Strecke, welche jene konstante Abweichung misst, repräsentirt daher 
jene ElementargrÖsse Tollstitndig, so dass zu gleichen Elementargrossen, 
deren Gewichte null sind, auch gleiche Abweichungswerthe gehören, 
und umgekehrt. 

Werden nun solche Elementargrössen zu einander addirt oder mit 
Zahlengrössen multiplicirt, so geht der Abweiehungawerth des Resul- 
tates aus denen jener Elementargrössen durch dieselbe Addition oder 
Multiplikation hervor, es tritt also zwischen solchen Elementargrössen 
und ihren Abweichungswerthen weder an sich, das heisst in ihrem 
BegrifFsumfange, noch in ihren Verknüpfungen, irgend ein Unterschied 
hervor, und wir sind somit berechtigt, jene ElementargrÖsse und ihren 
Äbweichungswerth als gleich zu definiren, ja wir sind dazu gezwungen, 
wenn wir nicht durch unnütze Unterscheidungen den Gegenstand ver- 
wirren wollen. Wir setzen daher eine Ekmentargrösse, deren Gewicht 
null ist, derjenigen Iconstanten Strecke gleich, um welche jene Grösse von 
helid>igen Elementen dhwmU, oder, wir verstehen tmtm- der | Abweichung 139 
einer SirecJce von einem Element jene Strecke selbst, und die Strecke | er- 139 
scheint als eine besondere Art von Elementargrössen. 

Um dies noch anschaulicher zu übersehen, können wir zunächst 
nachweisen, dass sich jede Element r^ osse de ei Gewicht null ist, 
»Is Differenz zweier Elemente (/3 — ) larsteilen lässt, deren eins {te) 
wiUkührlieh ist. In der That, da das & sim ut^ew cht dieser Differenz 
gleichfalls nuU ist, so kommt es nar d a f n dass in Bezug auf 
irgend ein Element (p) die Abweichung gl h md. Die Abweichung 
jener Differenz von p ist [p/S] — [po'] 1 h is t sie ist gleich [ß/S], 
und dadurch ist nicht bloss das Element ß 1 st mmt, wenn « gegeben 
ist, sondern auch die konstanto Abwe h ng d gebenen Elementar- 

grÖsse selbst gefunden, und es folgt 1 te n , dass 

[»/ii - , - 

ist Beide stellen also nur verschiedene Bezeichnungen dar, und da 
die erstere wiUkührlieh, die letztere nothwendig ist, so werden wir von 
jetzt an am liebsten jene von Anfang an nur als vorläufig dargestellte 
Bezeichnung gegen die letzte fallen lassen, und also künftig eine Strecke, 
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welche, wenn k als ihr Änfangselement gesetzt wird, ß zum Endelement 
hat, mit ß — tx bezeichnen*). 

Fassen wir das Ergehniss beider Paragraphen ziisammen, so 
zeigt sich, 

dass eine Elementargrösse erster Stufe, denn so bezeichnen wii' 
die bisher behandelte Elementargrösse im Gegensatz gegen die später 
zu behandelnden, sich, wenn ihr Gewicht einen geltenden Werih hat, als 
vielfcu^s Ehinmt, wenn ihr Gewi<üit null ist, als Strecke darstellen lässt, 
und stear erhält man jedesmal diesen Werth, indem man die Gewichte 
und die Atnceichungen von irgend einem Elemente gleichsetiit, wobei die 
Äiweichung einer Streclze von einem Elemente jener Strecke selbst gleich 
gesetzt, und das Getvicht einer Strecke null gesetzt tvird. 

§ 100. Summe einer Strecke und eines elnfaohei) oder vielfaehen 

Elementes. 

HO Da nach dem vorigen Paragraphen die Strecke als eine besondere 

HO Gattung Yon Elementargrössen erster Stufe erschien, so ^sst sich | die 

Summe einer Strecke und eines eintaehen oder vielfachen Elementes 

gleichfalls als Elementargrösse auffassen, und den Begriff dieser Summe, 

der durch das Erühere schon bestimmt ist, wollen wir nun niiher vor 

Augen rücken. 

Suchen wir zuerst die Summe (k -\- p) eines Elementes a und 
einer Strecke p, so muss, da das Gewicht dieser Summe Eins ist, die- 
selbe wieder gleich einem einfachen Elemente ß gesetzt werden. Man 
hat dann aus der Gleichung 

die neue Gleichung 

das heisst « -|- ^ bedeutet das Element ß, in welches cc übergeht, wenn 
es sich um p ändert, oder dessen Abweichung von « gleich p ist. 
Betrachten wir die Summe eines vielfachen Elementes ma mid einer 
Strecke p, so haben wir, da das Gewicht der Summe m ist, die Gleichung 

ma -\- p = mß 
und daraus 

oder 

*) Es ist hier noch zu erwähnen, dass die Formel des vorigen Paragraphen 
för diesen Fall die Elementargrösse als anendlich entferntes Element mit dem 
Gewichte Hüll darstellt, falls man nämlich die Division mit Hüll gelten lassen 
will; aber die bestimmte Bedeutung dieses Ausdrucks tritt eben erst durch, die 
hier gegebene Darstellung ans Licht. 
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(las hcisst mw+p bedeutet das ju-fache eines Elementes ß, desseji 
Abweicliimg von « der Mi-te Theil der Strecke p ist. Oder fassen wir 
beides zusammen und drücken es auf allgemeinere Weise aus, indem 
wir zugleich bedenken, daas, ■wenn ß von a um — abweicht, dann mß 
von K um p abweiche, so ergiebt sich, 

dass die Summe einer Elementargrösse von geltendem Getvichtswerthc 
mid einer Strecke eine MemcntargrÖsse ist, welche mit der ersteren gleiches 
Gewicht hat, und von dem Elemenie der ersteren mn die hin^iiaddirte 
Streehe abweicht. 

B. Anwendungen. 
§ 101. Mitte eines Punktvereins. 

Wollen Avir die in diesem Kapitel gewonnenen Resultate auf die 
Geometrie anwenden, so haben wir nur statt der Elemente uns Punkte 
vorzustellen; und behalten wir dann die übrigen Benennimgen, welche 
in diesem Kapitel eingeführt wurden, namentlich die Benennmigen „Ge- 
wicht, Abweichung, Elementargrösse" | hier in derselben Bedeutung lil 
bei, so erhalten wir auch dieselben Sätze, von denen wir jedoch die 
interessantesten in anschaulicherer | Form darlegen woUen. 141 

Stellt man sieh zunächst n Punkte ß^, ... «„ vor, so lässt sich 
stets ein Punkt 6 finden, dessen Abweichung von jedem beliebigen 
Punkte p der ji-te Theil ist von der Gesammtab weichung jener n 
Punkte von demselben Punkte q, und dieser Punkt ist durch eine 
solche Gleichung 

f,,l _ b.J +_+_&..!! 

vollkommen bestimmt TJiesei Punkt ist ii, weithin mm dtn Puul t 
der mittleien Entfcimuig zwi'ichen lenen n Punkten zu nennen pflegt, 
den loh aber kuizer aK deien Mttte bezeichnet habe (vgl fe 2-i.) 
Drücken wir umi den obigen Satz geometnachei lus so können wu 
sagen 

Zieht man vim emun oetandethchen PunJte q die Stte-rlen nach « 
festen Punhten, so gtht die ton p aws mit äe> Summe dieset Stseclev ge 
sogme Patällele duich emm festen Punlt ff, iielchet die 3fiüe ewis<^ien 
jenen n PwnJiten hetsst mid dessen Entßmu«g von p det n te Theil 
jener Stimme ist 

Odei, wtnn wii mth den Btt^iiff d i Summe ^einieiden wolleu 
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Zieht man von einetn veränderlichen Funkte q die Strecken nach n 
festen Funkten, und legt diese Strecken, ohne ihre Bichtung und Lange 
zu ändern, stetig, das heisst so an einander, äass der Endpunkt einer 
jeden Strecke jedesmal der Anfangspunkt der nächstfolgenden wird, und 
macht ^ mtm Anfangsfpmkt der ersten, so geht die Linie, welche die so 
gebildet Figur schliesst, durch emett festen Funkt ö, welcJi^r die Mitte 
der n Funläe heisst und von der schliessenden Seite nach dem Funkte 9 m 
den n-ten Tiieil abschneidet. 

Hieraus ergiebt sich eine hiJclist einfache Konstruktion der Mitte, 
und zugleich das Gesetz, tiaas die Strecken, welche von cier Mitte nach 
den n Punkten gezogen werden, stetig an einander gelegt eine ge- 
schlossene Figur geben, oder dass sie den Seiten einer geschlossenen 
Figur gleich und parallel sind. 

§ 102. Die Mitte als Axe. 
Es ist klar, wie die ini vorigen Paragraphen aufgestellten Gesetze 
auch noch gelten, wenn sieh mehrere der festen Punkte TCreinigen, 
wenn man dann mrr die Anzahl derselben festhält, und auch dann 
iJSnoch, wenn man diese Punkte mit beliebigen positiven oder | nega- 
tiven Zahlengrössen, welche wir auch hier Gewichte nennen können, 
multiplicirt denkt, so lange nur die Summe der Gewichte einen gel- 
tenden Werth hat; nennen wir dann wieder die Gesammtheit der so 
113 mit I Gewichten behafteten Punkte einen Panktverein, so können wir 
den Satz aussprechen: „Wenn man von einem veränderliehen Punkte p 
nach den Punkten eines festen Punktvereins Strecken zieht, diese 
Strecken, ohne ihre Richtung zu andern, mit den zugehörigen Gewichten 
multiplicirt, und die so gewonnenen Strecken von p aus stetig an ein- 
ander legt, so geht die die Figur schliessende Seite durch einen festen 
Punkt ö, welcher die Mitte jenes Punkfcvereins ist, und dessen Ent- 
fernung von p so oft in der sehiiessenden Seite enthalten ist, als das 
Geaammtgewicht beträgt." 

Ist das Gesammfcge wicht null, so fällt, wie sich aus der Formel 
a[eß]-|-_&[e|i±-- 

ergiebt, der Punkt 6 ins Unendliche, und die schliessende Seite geht 
dann durch denselben unendlich entfernten Punkt, das heisst, hat eine 
konstante Bichtung. Dies ergiebt sich noch einfacher und zugleich be- 
stimmter aus den Sätzen, die wir für den Fall, dass das Gesammt- 
gewicht null ist, oben aufgestellt hatten, und es folgt daraus zugleich, 
dass diese schliessende Seite zugleich eine konstante Länge hat. Es 
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fiacLeiiit also ila Mitte des Puukt Vereins, wenn das Gesimmtgew icht 
null ist, ein unendlitli entfernter Punkt, oder wat, dasselbe ist eine 
konstant'' iln,litung, aho niclit ein (endlich hegeiidi i ) Mittelpunkt son- 
dern eine Mitfcelaxe Da diesei Fall ein besonderes Inteies&e datbietet, 
so ipieehen wn ihn noch einmal mit mugliLh^ter Vermeidung lUer 
Kunstausdrucke aus 

Zieht man ton einem leiandethcJien Tunlie q di4- Stted-m na/h einer 
Tteihe festet Punlte, m uelclien eine ReiJte lon Zaklengtossm, deren 
Summe null ist, gehojt, und man legt diese Sfieelien, nacMeni man <.ie, 
ohne ihte Etcktung su veiandem, mit den eugehongen Zahlen multtplictrt 
hat, stetig an emandir, so Jiat die scklfssende Seite Jconstanifi Rzcldung 
und Taugt, und Imin df ixe jenis Vmiliio eins qmannt inydpn") 

§ 101 Schwerpunkt Axe des Gleichgewichts 
It Bezug iuf lie Stitik stellen mu ^ojeiih dis Hiuptgesetz lut, M.'i 
ni,mlu,h 

Wenn die PunJde eines Vereins von parallelen Kräften gesogen \ werden, 143 
welt^e den Gewillten jener PunMe proportional, aher von veränderlicher 
Richtung sind, so ist das Oesammtmoment jener Kräfte in Besug auf die 
Mitte jenes V^eins null, in Besug auf jeden «mfem FunU gleich dem 
Moment der an der Mitte angebrachten Gesammfkraft. 

Der Beweis ist höchst einfach. Ist nämlieh e die Mitte des Ver- 
eins 0«, b^, . . ., mid sind ap, ip, . . . die Kräfte, durch welche die 
Punkte a, ß, . . . gezogen werden, so hat man das Gesammfcmoment in 
Bezug auf 6 gleich 

[.«] .1) + 6 [«ffl .}> + ■ ■■ = (« l««] + » [«CJ +---)-P-0, 
da der erste Faktor nach dem vorigen Paragraphen null ist. Für jeden 
andern Punkt p hat man das Moment gleich 

(o[?«] + n9fl + ■■■)•}', 

und da der erste Faktor gleich (a -["'' + ■■■) [p^l i^^i gleich 

[p»].(o + 6 + --).!), 

das heiast gleich dem Moment der an ö angebrachten Gesammtkraft. 

Es ist bekannt genug, dass von der ersteren Eigenschaft die Mitte, 

wenn die Gewichte als physische Gewichte aufgefasst werden, der 

Schwerpunkt heisst. Da die physischen Gewichte immer als positiv 

*) Sollten die Kesultate dieses Paragraphen in rein geometrisetc Form ge- 
kleidet werden, ao müsste man statt der Gewichte parallele Strecken nehmen, 
deren Grössen das Verhältniss der öewichte darst-ellten. 



y Google 



nO Ai. Absclm,lI.Kap.l.Add,u.Subtr,derBlcmontargröSBeiiersterStiifo. g 103,104. 

eraebeinen, so hat der aweite Fall hier keine direkte Anwendmig. 
Denkt man sich aber einen in eine Flüssigkeit getauchten Körper, 
welcher von dieser Flüssigkeit ringa umgeben ist, und rechnet man 
die Kraft, mit welcher jedes Theilchen durch sein phjsischea Gewicht 
nach unten, und die, mit welcher ea durch den Druck der Flüssigkeit 
(welcher dem physischen Gewichte der verdrängten Flüssigkeit gleich 
ist) nach oben getrieben wird, zusammen, und betrachtet die Geeammt- 
kraffc als mathematisches Gewicht des betreffenden Theilchens, so hat 
man ebenso wohl positive als negative Gewichte. Wenn ins Besondere 
der Körper in der Flüssigkeit schwebt, so ist die Summe jener Ge- 
wichte null, und statt des mit einem Gewicht behafteten Schwerpunktes 
tritt nun eine bestimmte Strecke als Summe des Punktvereins auf, 
welchen der in der Flüssigkeit schwebende Körper darstellt. Diese 
l*i Strecke kann i ins Besondere null werden; dann schwebt der Körper 
in jeder Lage im Gleichgewicht; hingegen in jedem andern Falle be- 
stimmt die Richtung der Strecke die Ase, welche die senkrechte Lage 
1*4 annehmen muss, wenn der in der Flüssigkeit schwebende Körper | im 
Gleichgewichte sein aoU. 

Wie die Richtung und Länge dieser Strecke, welche für die Statili, 
wie wir im nächsten Paragraphen zeigen werden, eine bestimmte und 
einfache Bedeutung hat, gefunden werden könne, ergiebt sich sogleich 
aus dem folgenden Satze, welcher eine unmittelbare Folgerung aus 
dem Begriffe der Summe mehrerer Elementar grossen ist, nämlich aus 
dem Satze: 

Wenn ein Körper aus mehreren eimelneti Körpern mBammengefügt 
ist, so findet man aus den SchweipunMen und den Gevnchten der ein- 
seinen Körper den Schwerpunkt %md das Q-doicht des Gänsen, oder die 
Strecke, welche leides vertritt, indem man die Sumime aus den mit den 
beireffejtdeit Gewichten hekafteteit Schwerpunkten nimmt. 

In unserm Falle ist der Schwerpunkt des Körpers an sich und 
der des verdrängten Wassers zu nehmen, und beide mit den betreffen- 
den Gewichten, welche entgegengesetzt bezeichnet aind, au multipli- 
eiren; und da für den Fall, dass der Körper aehwebt in der Flüssig- 
keit, die Gewichte gleich sind, so erhält mau als Summe dies Gewicht, 
multiplicirt mit der gegenseitigen Abweichung beider Schwerpimkte ; 
die Äxe geht also durch beide Schwerpuiilcte und ist nuU, wenn die- 
selben zusammenfallen. 

§ 104. Magnetismus, magnetische Axe. 
Eine ungleich wichtigere Anwendung des letzten Falles, in welchem 
statt des Suromenpunktes eine Axe erscheint, ist die auf den Magnetismus. 
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Gaues hat gezeigt*), dasa ihc magtifitisclien IntensitÄten iimer- 
halb eines niagnetiscbeü Körpeis allemal zni Summe Null geben. 
Denkt man sich diese Intensitäten den zugehoiigen Punkten (oder 
Theilchen) als mathematische Gewichte beigelegt, ao iviid die Summe 
des 30 gebildeten Punktvereins eine Stiecke von bestimmter Richtung 
und Länge sein. Um die Bedeutung dieser Strecke für die Theorie des 
Magnetismus kennen zu lernen, denken wir uns eine magnetische Kraft, 
welche, wie etwa der Erdmagnetismus, oder die Kraft eines entfernten 
Magneten, die ! einzelnen Punkte m paiaUelen Richtungen, den magne-345 
tischen Intensitäten proportional forttieibt, so ist das Moment dieser 
Kräfte in Bezug auf irgend einen Punkt p gleich 

wenn ap,bp, ... die den magnetischen Intensitäten n, b, ... proportio- 145 
nalen auf die Punkte a, ß, ... wirkenden Kräfte sind; es verwandelt 
sich aber jener Ausdruck, wenn man den gemeinschaftlichen Faktor p 
ausserhalb einer Klammer setzt, und bedenkt, dass dann die von der 
Klammer eingeschlossene Grösse jener konstanten Strecke, welche die 
Summe des Punkt Vereins darstellt und von uns mit a bezeichnet 
werden soll, gleich ist, in 

a.p, 

das heisst, das Moment jener Kräfte ist in Bezug auf je zwei PuJikte 
gleich gross, nämlich, wenn wir a die magnetische Äxe, und p die ein- 
wirkende magnetische Kraft (wie sie auf einen Punkt von der zur 
Einheit genommenen Intensität wirkt) nennen, gleich dem äusseren 
Produkt der magnetischen Äxe in die einwirkende magnetische Kraft. 
Gleiel^ewicht ist also vorhanden, wenn dies Produkt null ist, das heisst, 
die magnetische Axe in der Richtung der einwirkenden Kraft liegt. 

Der Begriff der magnetischen Axe, wie ich ihn hier dargestellt 
habe, ist von dem sonst gangbaren nur dadurch verschieden, dass sie 
liier als eine Strecke von bestimmter Richtung und Länge aufgefasst 
ist, während man sonst an ihr nur die Richtung festzuhalten pflegt. 
Die Gründe, warum ich diesen Begriff modificirt habe, ohne die Be- 
nennung zu ändern, ergehen sich leicht, da einerseits die Wissenschaft 
die Verknüpfung der Richtung und Länge jener Strecke zu einem Be- 
griffe fordert, und andrerseits aus dem, was man über die magnetische 
Axe aussagt, jedesmal sogleich hervorgeht, ob die Länge in den Be- 
griff mit aufgenommen ist, oder nicht, so dass also keine 1 
möglich ist. Dass man bisher in der Theorie des Magnetismus 1 



*) In seiner AbtandluBg „Jnteimtas vis magncticav". [Wevko, Bd. V, S, 79 ff,] 
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stets gesondert betrachtet hat, liegt nur darin, dass die Einheit von 
Richtung und Länge, wie wir sie in dem Begriffe der Strecke aufge- 
fasst haben, bisher in der Geometrie keine Stelle fand, üebrigeiis be- 
weist schon die ausserordentliche Einfaehheifc, in welcher vermöge dieses 
Begriffes und der durch unsere Wissenschaft gebotenen Verknüpfung 

146 d&s magnetische Moment sich darstellt, die Ünentbehrlichkeit unserer 
Analyse für die Theorie des Magnetismus hinlänglich. 

Anmerkung. Wir sind hier zu dem ersten und einzigen Punkte 
gelangt, in welchem unsere Wissenschaft an schon anderweitig Be- 
kanntes her anstreift. Nämlich in dem barycentrischen Kalkül von 
Möbiua wird gleichfalle eine Addition einfacher und vielfacher Punkte 

146 dargelegt, zwar zunächst nur als eine kürzere Schreibart, aber doch 
mit derselben Eechnuugsmethode, wie wir sie in den ersten Paragrar- 
phen dieses Kapitels, wenn gleich in grösserer Allgemeinheit, dargelegt 
haben. Was jedoch dort gänzlich fehlt, ist die Auffassung der Summe 
als Einer Grosse für den Fall, dass die Gewichte zusammen Null 
betragen. 

Was den scharfsinnigen Verfasser jenes Werkes daran Linderte, 
diese Summe als Strecke von konstanter Länge und Richtung aufzu- 
fassen, ist ohne Zweifel die Ungewohntheit, Länge und Richtung in 
Einem Begriffe zusammenzufassen. Wäre jene Summe dort als Strecke 
fixirt, ao wäre daraus der Begriff der Addition und Subtraktion der 
Strecken, wie wir ihn in Kapitel 1 des ersten Abschnittes dargestellt 
haben, für die Geometrie hervorgegangen, und unsere Wissenschaft 
hätte einen zweiten Berührungspunkt jnit jenem Werke gefunden; auch 
würde dann der barycentrische Kalkül selbst eine viel freiere und all- 
gemeinere Behandlung gewonnen haben*). 

§ 105. Anwendung auf die Differenzialrechnnng. 

Es erscheint mir hier der geeignetste Ort, um die Anwendung 
unserer Wissenschaft auf die Differenzialrechnmig wenigstens anzudeuten. 



*) Als ich diese Anmerkung schrieb, war mir die llectanik von Möbius 
(Leipzig 1843), in welcher er die Addition der Strecken lehrte, noch nicht zw 
Gesieht gekommen. Die Abhandlung in Crelle's Journal (Band 28), in welcher 
MäbiuB den barjcentrischen ICalkiil in der hier angedeuteten Weise begründete, 
erschien erst nach dem Druck der Ausdehnnngalehre, obwohl das Datum der 
Unterschrift nachweist, dass dieselbe schon früher geschrieben war. Es gehört 
dies zu den merkwürdigen Berührungen wisBenschaftlicher Arbeiten, wie sie so 
oft aum Erstannen derer, welche so zusammentreffen, stattfinden. (1877.) [Gemeint 
sind die Elemente der Mechanik des Hinunels, b. Möbius gea, Werte Bd, 4, 
S. 1 — 318. Die erwähnte Abhandlung steht im Crelleschen Journale, Bd, 38 anf 
S. 1 — 9 und in den ges. Werken Bd, 1, S, 601—613.] 
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Um ZU einer solchen Anwendung zu gelangen, müssen wir die 
durch unsere Wissenschaft gewonnenen Grrössen ala Funktionen dar- 
stellen. Dies geschieht am einfachsten, wenn die unahhänglge Ver- 
änderliche als Zahlengrösse gesetzt wird, etwa gleich f. Dann wird 
sich jede Grosse P in der Form 

F^A-j-Bf + Ct^-] , 

oder noch allgemeiner in der Form 

P = A^f' + AJ- + ■ . 

darstellen lassen, wo Jl , B , C, . . . oder A„,, A„, ... nothwendig Grössen 
von derselben Stufe sind wie P, und als unabhängig von ( gedacht 
werden müssen. Setzen wir dann diesen Ausdruck als Funktion tob 
i gleich /"(()) also 

und setzen wir ferner 34 

so erhalten wir im allgemeinen FaUo 

^ = mA.i'^-^ + nA^t^-' + ■ - ■ . 

Als der einfachste Fall erseheint hier der, dass P, also auch 
J-m, A,... Elementargrössen erster Stufe sind. Nimmt man dann ins 
Besondere an, dass P ein konstantes Gewicht habe, so wird es sich, 
wenn man die Grossen jetzt als Grössen erster Stufe mit kleinen Buch- 
staben bezeichnet, in der Form darstellen lassen 

p = „ + 6^r + i'„f"H , 

wo 6,„, &„,... Strecken darstellen, a und j) also Elementar grossen YOn 
gleichem Gewichte. Dann erhält man 






nft^C'-^ + w^„f"-i + - 



I ^ 



und -fr stellt also eine Strecke dar. 

Man übersieht leicht, dass, wenn j) den Ort eines Punktes in der 
Zeit t darstellt, dann 



die Geschwindigkeit desselben ihrec Grösse und Uichtung nach, und 

seine Beschleunigung auf dieselbe Weise darstellt. Durch die Ein- 
führung dieser Betrachtungsweise in die Mechanik gelangt man mit 
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Äüweüdting unserer Analyse auf's Leichteste zu der Lösung manelier 
Probleme, die sonst als verwiekelt erseheinen; doch würde mich die 
weitere Verfolgung dieses Gegenstandes zu weit von meinem Ziele 
abführen *). 



Zweites Kapitel. 

Aeussere Multipliltaiion, Division und Abscliattnng 
äcr Elcmcntiirgrösscn. 

A. Theoretische Entwickelung. 
§ 106. In wiefern die Strecke als Produkt aufgefasst werden kann. 
Der Begriff der Abweichung, wie wir ihn der Entwickelmig des 
vorigen Kapitels zu Grunde legten, enthält dem Keime nach den Be- 
gi'iff des Produktes zweier Elementargrössen in sich. 
48 Wir verstanden dort unter der Abweichung eines Elementes a 
von einem andern Elemente p die Strecke, welche von p nach c ge- 
führt werden kann, und bezeichneten dieselbe mit [pa]; ebenso ver- 
standen wir unter der Abweichung eines Elementar Vereines von einem 
Elemente p die Yielfaehensumme »us den Abweichungen seiner Ele- 
mente von demselben Elemente p, wenn man als Eoefficienten dieser 
Vielfacheusumme die den betreffenden Elementen zugehörigen Zahlen- 
grössen (Gewichte) nimmt. Wir bestimmten darauf die einem Elementar- 
verein entsprechende Elementar grosse so, dass sie statt desselben ge- 
setzt werden konnte, sobald es sieh nur um die Abweichung handelte, 
und setzten eben die Gleichheit der Abweichimgen als einzige Be- 
dingung für die Gleichheit der Elementargrössen; daraus ergab sich 
dann, dass die einem Elementar vereine zugehörige ElementargrÖsse 
wiederum die mit den zugehörigen Gewichten als Koefficienten ver- 
sehene Vielfacheusumme der Elemente sei, also die entsprechende Viel- 
facheusumme der Elemente, wie die Gesammtah weichung jenes Vereins 
eine Vielfachensumme aus den Abweichungen der Elemente war. 

Bezeichnen wir daher gleichfalls die Abweichung einer Eiemeutai- 
grösse et von einem Elemente p mit [$«], so haben wir 
[(> (n« + 6/3 + •■■)]- a [?«] + b [?« + •■■; 
und so auch, da die G es ammtab weichung eines Elementarvereins die 
Summe ist aus den Abweichungen seiner Theile 

■") Vgl, meinen Anfsata: Die Mechanik nach, den Prineipien der Aiisdehiiungs- 
lohre, in den mathematischen Annalen Bd. XII, [S. 322—340]. (IS7T.) 
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[s (o + s + c + ••■)] - r?»] + [»''] + ■•■, 

wenn a,b,... belieljige Eltraintaigioshen vorstellen '^piterhin hatten 
■wir das Produkt einer Zahlengioabe m eme Elementargiosse, daa heisst 
in eine Vielfacbensumme von Elementen, als eine Vielfachensumme 
definirt, welche aus der ersteren duich Multiplikition ihier Koeffieienten 
mit jener Zahlengrösse hervorgeht, und daraus folgt nun, daes mau 
die Abweichung einer m-fachen Eli^mentai grosse fintlet, wenn man die 
der einfachen mit m multiphcirt, also dass 
{Q («.«)] - m [(,«] 
ist^-). Kurz es zeigt sich, dass die multiplikative Grundbeziehuiig j für 149 
die fragliche Verknüpfung von p mit einer Elementargröase, sowohl 
an sich, als auch in Bezug auf daa Hinzutreten Ton Zahlenfaktoren 
gilt, sobald man nur den zweiten Paktor als gegliedert betra.chtet. t49 
üeberdies zeigt sich, da [qq] null ist, und [pw] gleich — [apj, dasa 
diese Multiplikation eine äussere sein würde. 

§ 107. Elementarsysteme. 
Ehe wir nun zu dem vollständigen Begriffe des äusseren Produktes 
der Elementaigrössen übergehen, wollen wir den Begriff der Elementar- 
systeme feststellen. 

Dieser Begriff gründet sich wie der der Äusdehnungssysteme (§ 16) 
auf den Begriff der Abhängigkeit, Wir nennen eine Elemeutargrosse 
erster Stufe abhängig von andern Elementargrösaen, wenn sie sich als 
Vielfachensumme derselben darstellen lässt, hingegen nennen wir mehrere 
Elementar grossen erster Stufe unabhängig, wenn zwischen ihnen, keine 
Ablmngigkeit in dem angegebenen Sinne stattfindet, das heisst, keine 
von ihnen sich als Vielfachensumme der übrigen darstellen lässt. Nun 
verstehen wir unter einem Elcmmtarsysteme n-ter Stufe die Gesammt- 
beit der Elemente, welche von n Elementen abhängig sind, während 
diese n Elemente von einander unabhängig sind. 

Sind nun cc, ß, y, . . . die n von einander unabhängigen Elemente, 
und ich betrachte zwei von ihnen abhängige Elemente p und e, so 
wird auch ihre Differenz sich als Vielfacbensumme jener n Elemente 
darstellen lassen; diese Differenz, welche die gegenseitige Abweichung 
beider Elemente darstellt, hat zum Gewichte Null , und man erhält 
daher p ^ e in der Porm dargestellt : 

*) Hieraus ergiebt sich übrigens, dass luaa in der ei'sten Gleichung dieses 
Paragraphen auch statt der Elemente a, ß, ... die Elementaigrösseu a, b, ... 
einführen könnte. 
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wo zugleich 

ist. Drückt man vermittelst der letzten Gleichung irgend einen der 
Koefficienten, zum Beispiel a, durch die ührigen aus, so erhält man, 
indem man diesen Werth in die erste einführt, 

das heisst, die gegenseitige Abweichung zweier Elemente eines Ele- 
mentar- Systems )!-ter Stufe ist als Vielfachensumme von [n — 1) Strecken 
darstellbar, welche von einem der n Elemente, die das System be- 
stimmen, nach den übrigen gelegt sind; und umgekehrt, jede Strecke, 

150 die sich als '\ elf \eheus imme dieser {n- — 1) '^heckt.n | darstellen l'ässt, 
fahrt auch von einem Elemente jene*' Systems nothwendig wieder zu 
einem Elemente lesseiben ^^stems 

Wi konneu dahoi -LUch sageu cm Element ai system );-ter Stufe 

150 sei die Geaimmthtit d i Elemente leien gegenseitige | Abweichungen 
einem und dem elben Ausdehnungssystem (u — 1) ter Stufe angehören, 
oder, wenn man sich so ausdiucken will es sei die elementare Dar- 
stellung eines Ai ^dehn ingssj stemes ( ( ~ 1) ter Stufe. Noch bemerke 
ch dass es m Begriffe les Etome ta Systems nittelbar liegt, dass 
r Elemente linn und n d n von eninle nal hängig sind, wenn 
s e kene 1er u Fl n nt s ten al Im t r Stufe augehören. 

^ 1 "i Aeusseree Produkt der Elementar rossen formell bestimmt. 

Um n n sogle h z lern Be^, fi: 1er usse en Multiplikation be- 
1 el ^ v elei El menta gi « e e ter Stute zu gela gen, haben wir nur 
le allj,ememen (formellen) Beg fi de a en Multiplikation auf 
1 e e ssen anzuw nlen 

Der Begriff de M It phk t on t ho lal rch bestimmt, dass 
mau in einem Produkte von zwei Faktoren, von denen der eine aus 
zwei gleichartigen Stücken besteht, statt dieses Faktors seine Stücke 
einzeln einfuhren, und die so gebildeten Produkte, welche wieder als 
gleichartig zu betrachten sind, addiren darf. Das Produkt mehrerer 
Grossen erster Stufe (die wir als solche einfache Paktoren genannt 
haben) wird als ein äusseres dadurch bestimmt, dass ohne Werth- 
änderung desselben in jedem einfachen Faktor solche Stücke, welche 
mit einem der beiden zunächststehenden Faktoren gleichartig sind, 
weggelassen werden können. Durch diese Grmidgesetze bestimmen wir 
also auch den Begriff der Multiplikation von Elementargrössen erster 
Stufe, und halten zugleich alle, in dem ersten Abschnitte für Aus- 



y Google 



Elementarsjstem ter Stuis \e bseces Produkt von KlementargrÖssen, 177 

delmaiigsgri: ssen ^e^pbenen Bpgiiffsbe Stimmungen auch für Elementar- 
grössen fest und da auf jenen (liundgesetzen und den hinzutretenden 
Begriffsbestimmungen alle im eisten Abschnitte bewiesenen Gesetze 
beruhen, so gelten &ie auch alle für ElementargrÖssen, also namentlich 
alle Gesetze dei aisaeien Miiltiplitation, der formellen Addition und 
Subtraktion dei Division und der Abschattung. In Bezug auf die letzte 
bemerken wir mii nrt,h diss der Name Projektion hier nicht gebraucht 
werden darf weil er iii Bezug auf ElementargrÖssen, wie sich später 
zeigen wird einen j,<mzbLli indem Begriff in sich schliesst, als wir 
bisher mit dem Namen [ d(,r Abschattung bezeichneten. 1^>1 

Unsere \ufgabe bltibt diher ins Besondere, unserm Begriffe die 
möglichste Anschaulichkeit zu geben, und seine Ifonkrete Darstellung 
vor Augen zu legen. 

§ 109. Realisation dieses Produktes; Ausweichung, starre 
Elementargr össe . 

Die Hauptsache ist hier, auszumitteln, wann zwei Produkte ein- 
ander gleichgesetzt werden können, indem dadurch der Begriffsumfang 
der Grösse, welche das Produld; darstellt, bestimmt wird. Da nun j durch i5i 
jene formellen Grundgesetze der Begriff des Produktes vollkommen be- 
stimmt sein soll, so haben wir zwei Produkte dann, aber auch nur 
dann, einander gleich zu setzen, wenn sich vermittelst jener Grund- 
gesetze (oder der daraus abgeleiteten) das eine Produkt in das andere 
verwandeln las st. 

Es sei daher ein Produkt aus n ElementargrÖssen erster Stufe 
der Betrachtung unterworfen. Zunächst ist klar, dass wenn die Ge- 
wichte dieser n ElementargrÖssen alle einzeln genommen null sind, 
also jede derselben als Ausdehnungs grosse erster Stufe erscheint, auch 
ihr Produkt eine Ausdehnungsgrösse «-ter Stufe liefert. In jedem an- 
dern Falle, und wenn auch nur Ein einfacher Faktor ein geltendes 
Gewicht hat*), lässt sich jenes Produkt als Produkt eines Elementes 
in eine Ausdehnungsgrösse (»i — l)-ter Stufe darstellen. Denn wir können 
zuerst den Faktor, von welchem wir voraussetzen, dass sein Gewicht 
nicht null sei, auf die erste Stelle bringen; sollte sich dabei das Vor- 
zeichen des Produktes ändern, so können wir statt dessen das Zeichen 
irgend eines Faktors ändern. Ist nun ü« jener Faktor, dessen Gewicht 
tt nicht null sein soll, so können wir nun den übrigen Faktoren, wenn 
ihr Gewicht noch nicht null ist, ein beliebiges Vielfaches von k als 
Stück hinzufügen, ohne den Werth des Produktes zu ändern, und 

*) daa heisst ein solches, welches nicht null iat. 
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dadurcli das Gewicht jedes der übrigen Faktoren auf Null bringen. Nach- 
dem dies geschelien ist, sind also die übrigen {n — 1) Faktoren Stroekeii 
geworden; ihr Produkt, welches eine Äusdehnungsgröase (h — l)-ter 
Stufe ist, sei Q, so ist die Elementargrösse gleich 

und dien wiederum, da a eine ZahlengrÖsse ist, gleich 
«.QQ = ß.P, 
153 wenn Q Q gleich P gesetzt wird. Es ist also die oben aufgestellte | Be- 
hauptung erwiesen; aber noch mehr: da das zu den einzelnen Faktoren 
hinzuzuaddirende Vielfache von tu, wenn es das Gewicht derselben null 
machen soll, ein bestimmtes ist, so ergiebt sich dadurch ein bestimmter 
Werth Yon Q, also auch von P. 

Um nun zu zeigen, daas F immer einen bestimmten Werth be- 
hält, welche Formver ander ung man auch vorher mit jenem Produkte 
vorgenommen hat, haben wir nur festzuhalten, dass alle Formvor- 
änderungen eines Produktes, welche den Werth desselben ungeändert 
162lassen, darauf | beruhen, dass man jedem einfachen Faktor Stücke hin- 
zufügen kann, welche den übrigen Faktoren gleichartig sind. Lassen 
wir nun in dem ursprünglichen Produkte zunächst den Faktor Q« un- 
geändert, fügen aber irgend einem andern Faktor ein Stück hinzu, 
welches irgend einem der übrigen Faktoren, etwa dem Faktor hß 
gleichartig ist, zum Beispiel das Stück mß, wo m eine Zahlengröase 
bedeutet, so hat man nachher, um das Gewicht dieses vennehrten 
Faktors auf Null zu bringen, noch ausser dem, was vorher zu sub- 
trahiren war, die Grösse iuk zu subtrahiren, somit erscheint das jenem 
Faktor hinzugefügte gleich m(^ — a); aber der Faktor bß verwandelt 
sich bei derselben Umwandlung in i{ß — a); also bleibt auch nach 
der bezeichneten Umwandlung das dem einen Faktor hinzugefügte 
Stück dem andern gleichartig, das heisst das Produkt §, also auch P 
behält denselben Werth. 

Somit haben wir gezeigt, dass der Werth P, welcher als zweiter 
Faktor erscheint, ein bestimmter ist, wenn a unverändert bleibt; nun 
kann aber k um jede Strecke wachsen, welche dem Systeme P an- 
gehört; es sei dieselbe p^, so hat man 

(«+Ä)-i'-«--p. 

das heisst, es kann sich das Element cc in jedes dem Elementarsysteme, 
was durch k und P bestimmt ist, ai^ehörige Element verwandeln, 
während P immer denselben Werth behält, und hiermit ist der Be- 
grifisumfang bestimmt. 

Wir nennen nun ein Produkt von n Elementargrössen erster Stufe 
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oder eine Summe von solchen Produkten eine Elementargr&sse 
«-ter Stufe, und ein solches Produkt, dessen einfache Faktoren nicht 
sämmtlieh Strecken sind, eine starre ElementargrÖsse. Somit 
haben wir den Satz gewonnen, „daas eine starre ElementargrÖsse ii-ter 
Stufe sich als Produkt eines Elementes in eine Ausdehnung (n — l)-ter 
Stufe darstellen läaat, | dass diese Ausdehnung, welche wir die Ans-l!>3 
weichung jener ElementargrÖsse nennen, durch dieselbe vollkommen 
bestimmt sei, dass aber als Element jedes beliebige angenommen werden 
kann, was dem durch die einfachen Paktoren der Elementai-grösse be- 
stimmten Systeme angehört." Die starre ElementargrÖsse erseheint 
daher überhaupt als Einheit des durch sie bedingten Elementar Systems 
und der ihr zugehörigen Ausweichung; und durch das Ineinanderschauen 
beider, das heisst, durch das Zusammenfassen beider Anschauungen in 
eine ist die Begriffseinheit einer ElementargrÖsse von höherer Stufe, 
oder, [ was dasselbe ist, eines Produktes von Elementar grossen erster 153 
Stufe gegeben. 

Wir wollen nun die Anschauung der starren ElementargrÖsse da- 
durch vollenden, dass wir sie als bestimmten Theil des Elementar- 
syatems, dem sie angehört, darzustellen suchen. 

§ 110. Das Eekgeblläe. 

Nach dem im vorigen Paragraphen aufgestellten Begnff ist das 
Produkt zweier Elemente k, ß die an das durch a und ß bestimmte 
Eleraentarsystem gebundene und dadurch gleichsam erstarrte Strecke aß. 

Den Begriff der Strecke gründeten wir auf den des einfachen Aus- 
dehnungsgebildes eä^ter Stufe. Darunter verstanden wir die Gesammt- 
heit der Elemente, in die ein erzeugendes Element bei stetiger Fort- 
setzung derselben Aenderung überging; das erzeigende Element in 
seinem ersten Zustande nannten wir das Anfangselement des Gebildes, 
in seinem letzten das Endelement, beide Elemente die Gränzelemente 
und alle Übrigen Elemente des Gebildes bezeichneten wir als zwischen 
jenen Gränzelementen liegende. Somit können wir auch sagen, das 
einfeehe Gebilde aß sei die Gesammtheit der zwischen cc und ß liegen- 
den Elemente, wobei es vermöge des Begriffs des Stetigen gleichgültig 
ist, ob wir die Gränzelemente selbst, weil sie an sich keine Ausdehnung 
darstellen, mit hinzunehmen oder nicht. 

Dies Gebilde nun wird als ElementargrÖsse zweiter Stufe aufge- 
fasst, wenn man nur einestheils das Elementar System zweiter Stufe, 
dem es angehört, und andrerseits die Erzev^ungsweise festhält, so dass 
zwei solche Gebilde, welche demselben Elemenfcarsysteme zweiter Stufe 
angehören und durch dieselben Aenderungen erzeugt sind, als Elementar- 
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grossen einander gleich sind, aber auch, nur zwei solche. Oder denkt 
man das ganae Elementarsystem durch stetige Fortsetzung derselben 
ifliAenderung | erzeugt, und nimmt zwei Elemente desselben als ent- 
sprechende an, und ausserdem je zwei Elemente als entsprechende, 
welche aus den entsprechenden durch dieselbe Aenderung erzeugt sind, 
so werden zwei auf diese Weise sich entsprechende Gebilde als gleiche 
Elementar grossen zweiter Stufe erscheinen. 

Wenden wir nun dasselbe auf die Elementargröasen höherer Stufe 
an, und betrachten also drei oder mehrere Elemente a, ß, y, . . ., so 
entsteht uns hier gleichfalls die Aufgabe, die Gesammtheit der zwischen 
diesen Elementen liegenden Elemente zu finden, und diese Gesammt- 
154 heit zu vergleichen mit dem Produkte der Elemente, Was wir | unter 
einem zwischen zwei Elementen hegenden Elemente verstehen, ist 
schon festgesetzt; jedes Element nun, was zwischen einem Elemente 
« und einem zwischen ß und y liegenden Elemente sich befindet, be- 
zeichnen wir als ein zwischen a, ß und y liegendes, imd überhaupt 
ein Element, welches zwischen cc und einem zwischen einer Reibe von 
Elementen ß, y, ... befindlichen Elemente liegt, als ein zwischen der 
ganzen Elementenreihe a, ß, y, . . . liegendes. Die Gesammtheit dieser 
Elemente wollen wir vorläufig ein Eckgebilde nennen, a,ß,y, ... seine 
Ecken, und diese Ecken sowohl als die Elemente, welche zwischen 
einem Theile dieser Ecken liegen (nicht zwischen allen), seine Gränz- 
elemente, jene zwischen sämmtlichen Ecken liegenden Elemente hin- 
gegen die inneren Elemente des Eckgebildes. 

Unsere Aufgabe ist nun zunächst die, alle Zwischenelemente 
{inneren Elemente) als Vielfaehensummen jener Elemente, zwischen 
denen sie liegen, darzustellen, und die Relation zu bestimmen, welche 
dann zwischen den Koefficienten statt finden muss. 

Zuerst in Bezug auf zwei Elemente ist klar, dass ein Element q 
dann und nur dann zwischen a und ß Hege, wenn «p gleichbezeichnet 
ist mit p/5, so dass die letzte Aenderung als Fortsetzung der ersten 
erscheint. Jedes Element p nun, was in dem durch a, ß bedingten 
Elementarsystem liegt, kann dargestellt werden durch die Gleichung 

p = CK + 6(3, 
wo a i^ud b beliebige Zahlengrüssen vorstellen, deren Summe Eins ist. 
Nach dem vorigen liegt nun p dann imd nur dann zwischen « und ß, 
wenn «p gleichbezeichnet ist mit Qß, das heisst, 

K . (q« 4- 6/3) gleiches Zeichen hat mit {aa + i/3) . (5, 
JSJoder, indem man die Gesetze der äusseren Multiplikation anwendet, 
wenn ^a . ß gleich bezeichnet ist mit üK.ß, das heisst, 6 gleich be- 
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zeichnet isb mit a ; das heisst, da 1 e bumiue E & iho \ o tiv ist, 
wenn beide Koeffieienten oder G- v ht poa t v s 1 Ist e uer der- 
selben null, 80 ist das Element e n ranzelemcnt 

Durch Fortsetzung desselben Ve f h en? k nne i y r nuu beweisen, 
dasa ein Element p dann und nur ] m zw s lien eine Re he von 
Elementen «, /3, y, . . . , welche von e n 1 ^ u all n^, 1, liege, 

wenn es sich in der Form 

p = aR + ()^ + Cj' + --- 
mit lauter positiven Koefficienten darstellen lasse. 

Wir sagten, dasa | ein Element p dann und nur dann zwischen 155 
einer Reihe von Elementen liege, wenn es zwischen dem ersten Ele- 
mente dieser Reihe und einem zwischen den folgenden befindlichen 
Elemente liege. Soll p daher zwischen «, /3, y, ... liegen, so muss es 
zwischen « und einem zwischen /J, y, ... liegenden Elemente sich be- 
finden, es muss also p sich als Vielfachen summe von « und einem 
zwischen (3, y, . .. liegenden Elemente, deren Koefficienten beide positiv 
sind, darstellen lassen; also muss zuerst der Koeffieient von k positiv 
sein, demnächst aber auch der Koeffieient des zwischen (3, y, ... lie- 
genden Elementes. Dies Element muss sich aber aus demselben Grunde 
als Yielfachensumme von jJ und einem zwischen den folgenden Ele- 
menten Y, ■ ■ ■ befindlichen Elemente mit positiven Koefficienten dar- 
stellen lassen; in dem Ausdrucke für p war aber dies zwischen ß,y, ... 
liegende Element mit einem positiven Koefficienten multiplicirt ; also 
werden wir, indem wir den für dies Element gefundenen Ausdruck in 
den Ausdruck für p einführen, und die Klammer auflösen, p als Viel- 
faehensumme von den Elementen «, ß und einem zwischen den fol- 
genden Elementen y, . . . befindliehen Elemente mit positiven Koeffi- 
cienten dargestellt haben, und da wir dies Verfahren bis zum letzten 
Elemente hin fortsetzen können, so folgt, dass jedes zwischen cc, ß,y,... 
liegende Element sich als Vielfachensumme von k, ß,y, ... mit posi- 
tiven Koefficienten darstellen lasse. 

Es ist nun noch zu zeigen, dass auch jedes Element, was sich in 
dieser Form darstellen lasse, Zwischenelement sei. 
Ist ein Element 9 in der obigen Foriu dargestellt 

t> = (i« + b^ + ^V + ---, 
wo a, t), c, ... positive Koefficienten sind, so hat die Summe aller .ise 
auf OK folgenden Glieder zum Gewichte 6 -f c -j- ■ ■ ■> ^Iso eine posi- 
tive Zahl, ist also, wenn man die Koefficienten 6,0,... mit 6 + c -f* ' ■ " 
dividirt, und dann jene Summe mit ti + c -|- ■■■ multiplicirt, als Pro- 
dukt einer positiven Zahl in ein Element, was seinerseits wieder als 
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Vielfaehensumme von ß, y, ... mit positiven Koeffleienten erscheiDt, 
darstellbar; folgKch liegt q zwisclien a und einem Elemente, was als 
Vielfachensumme der folgenden Elemente mit positiven Koefficienten 
darstellbar ist, und da wir diesen Sehluss fortsetzen können bis zu den 
beiden letzten Elementen bin, nnd [da] daa als Vielfacbenaumme dieser 
156 letzten mit positiven Koefficienten | darstellbare Element ein zwiseben- 
liegendes ist, so folgt, daas p selbst zwischen a, ß, y, ... liege. Also 
ist der vorher ausgesprochene Satz erwiesen; iiuch ist klar, dass, wenn 
einer oder mehrere Koefficienten null werden, wahrend die übrigen 
positiv bleiben, p als Gränzelement erscheint, 

§ 111, Vergleichuiig des Eckgebildes mit dem Produkte. 
Ausdehnung der Elementar grosse. 

Betrachte ich nun auf der andern Seite das Produkt k. ß . y. ä ..., 
dessen Ausweichung nach § 109 gleich {ccß] . [ßy] . [yä} . . . ist, und 
stelle das Ansdehnnngsgebilde dar, was diesen Werth hat, und dadurch 
entsteht, dass das Element a zuerst die Strecke {aß} beschreibt, dann 
jedes so erzeugte Element die Strecke [ßy\, dann jedes die Strecke 
[yS] beschreibt, und so weiter, so ist klar, dass jedes solche Element 
(ff) aus (t durch eine Aenderung von der Form 

WO p, 2, r, ... sämratlich positiv und kleiner als Eins sind, hervor- 
geht, also der Ciioichting 

[»»]_j,[.ffl + «[/)7] + rrr«] + --- 

genügt, und dass jenes Ausdehnungsgebilde ausserdem keine Eicmouto 
enthält, indem die Werthe Null und Eins für jene Koefficienten 
(j), g, r, . . .) Gränzelemente bedingen. 

Das Eckgebilde zwischen ß, ß, y, ö, . . . enthielt die Gosamrat- 
heit der Elemente, welche der Gleichung 

6=Q« + I3;i4- C7-|-bl5^-■■■ 
nlit positiven Werthen von a, ti, c, b, ,,,, das heisst, M'elche der 
Gleichung 

genügen, wenn 5, c, b, . . , positiv, und ihre Summe kleiner als Eins 
357i8t. Setzen wir hier statt [ay] seinen Werth \ßß\ -{■ [ßy}, statt {cid\ 
seinen Werth [aß] -{- {ßy] -\- [yS], und so weiter, so erhalt man für 
ein Element ß des EckgebÜdes die Gleichung 
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-(l) + t + b + ..-)W)l + (c + b+-..)[/irl + (l> + -01r«l + -" 

~j,[«(S] + ,i[/)r] + r[,S] + ... 
mit der Bedinguug, da^s jeder frühere Koeffieienfc grösser als der 
folgende, der erste kleiner als Eins, der letzte grösser als Null ist, also 
mit der Bedingung 

i->P>(l> > ^ >0. 
Es umfasst also das Eckgebilde mii einen Iheil der Elemente, welclie 
jenes dem Produkte a . ß .y .S entspiechendo Ausdeknungsgebilde 
enthält, nämlicli diejenigen, in denen die zuletzt hinzugefügte Be-i57 
dingung erfüllt ist. 

Nun wollen wir jenes Eckgebilde vorläufig mit [öi, b, c, . . .] be- 
zeichnen, indem wir [ctß] mit a, [ßy] mit h, [yd] mit c bezeichnen, 
und so weiter, und verstehen also darunter die Gesammtbeit der Ele- 
mente 0, welche der Gleichung 

[k6] = pa -{- qh + rc -{- ■■■ 
mit der Bedingung 

l>P>q>r>-'->0 
geniigen. Als Gränzelemente erscheinen diejenigen, hei deren Darstel- 
lung in jener Form theilweise Gleichheit joner Grössen (1, j), q, r, ..., 0) 
eintritt. Nnn leuchtet ein, wie jede andere Folge von a, b, c, ... auch 
ein anderes Eckgebilde hervorruft, welches mit dem erster en kein 
inneres Element gemeinschaftlich bat, und wie die Gesammtbeit der 
Elemente, welche die zu allen möglichen Folgen von a, h, c, ... ge- 
hörigen Eckgebilde enthalten, wenn man die Gränzelemente immer nur 
einmal setzt, das dem Produkte a.b.c .. . entsprechende Ausdehnungs- 
gehUde selbst darstellt. In der That, jedes Element dieses Ausdehnungs- 
gebildes wird, wenn die Koeffieienten p, q, r, ... verschieden sind, nur 
in Einem der Eckgebilde, aber auch gewiss in einem, vorkommen; 
und wenn diese Koeffieienten theilweise gleich sind, so werden es 
Gränzelemente sein, die also nur einmal gesetzt werden sollten. Wir 
können daher, da auch die Ecl^ebiläe kein Element enthalten, welches 
nicht in jenem Ausdehnungsgehilde enthalten wäre, das letztere als 
Summe [ sämmtlicher Eckgebilde, welche bei allen möglichen Folgen i5a 
der Faktoren a, h, c, ... eintreten, ansehen. 

Nun können wir endlich zeigen, dass alle diese Eckgebilde, als 
Theile ihres Systems, einander gleich sind. 

Die Gleichheit zweier Theile eines Elementarsj'stems besteht im 
allgemeinsten Sinne darin, dass beide von dem in einfachem Sinne er- 
zeugten Systeme von Elementen gleiche Gebiete umfassen, nämlich so, 
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daas wechselseitig jedem Elemente des einen Gebietes ein, aber aucL 
nur Bin Element des andern entspricht. 

Um dies bestimmter au fassen, nehmen wir an, a, b, c, ... seien 
entsprechende Äenderungen, das heisst solche, die aus den entsprechen- 
den Grrundändenmgen auf dieselbe Weise hervorgegangen seien, und 
168 durch sie werde das System von a aus erzeugt, und zwar so, | dass 
je zwei Elemente, welche in einer der Richtungen a,J>,c, ... an ein- 
ander gränzen, durch die dieser Itichtung zugehörige Gmndimderung 
aus einander erzeugt seien. Dann ist klar, wie jedem Elemente des 
Bekgebildes [a, h, c, . . .] ein, aber auch nur Ein Element eines Eck- 
gebildes, in welchem die Strecken a,h,c, ... in anderer Ordnung vor- 
kommen, entspricht. Denn, wenn ö ein Element des ersten ist und [kö] 
als Vielfachensumme von a, h,c,... dargestellt ist, so hat man sogleich das 
entsprechende Element des andern, wenn man in jener Vielfachensurame, 
ohne die Ordnung der Koefficienteu zu ändern, a, ö, c, ... auf die Ord- 
nung des zweiten Eckgebildes bringt. Folglich sind in der That, wenig- 
stens in Bezug auf die angenommene Erzeugungsweise des Systems, 
alle jene Eckgebilde als Elementar grossen einander gleich. Aber schon 
aus der Art, wie wir in § 20 die Systeme von den Grundändernngen 
unabhängig gemacht haben, geht hervor, dass dasselbe auch gelten 
wird in Bezug auf jede andere einfache Erzeugungs weise des Systems; 
also sind jene Eckgebilde an sich gleich. 

Da sie nun insgesammt dem Produkte gleich waren, so werden 
wir sagen können, jedes derselben sei gleich dem Produkte dividirt 
durch eine Zahl, welche die Anzahl der verschiedenen Polgen ausdrückt, 
welche die n Faktoren a,h,c, ... annehmen können; diese Zahl nennen 
wir die Gefolgszalil aus n Elementen, und bezeichnen sie, wenn die 
Anzahl der Paktoren n ist, mit nl, setzen also das Eckgebildc seiner 
Ausdehnung nach gleich 
159 --■ 'i ■ J; 

wir nennen diesen Werth die Anadehnung des Produktes a . ß . y . . ., 
das heisst die Ausdehnung der Blementargrösse. Es ist also 

die Ausdehnung einer starren Elementargrosse gleich ihrer Aus- 
weichung, dividirt durch die w der Stufemahl dieser Ausweichung ge- 
hörige Gefölgssahl. 

Namentlich ist, indem wir voraussetzen, dass zwei Elemente zwei 



*) Dasa n\ = 1.2.3..,« sei, lettt die Kombinationalebre; würden w 
vrörden wir den Werth des Eckgebildea erlralten ^ — 
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Folgen zulassen, drei Elemente aber deren seelis, die Ausdehnung 
einer starren Elementargrösse dritter Stufe die Hälfte ihrer Äuswei-159 
ehung, luid die Ausdehnung einer starren Elementargrösse vierter Stufe 
der sechste Theil ihrer Ausweichung *) ; und nehmen wir an, daas Ein 
Element nur Eine Anordnung zulasse, nämlich die, dass es eben ge- 
setzt wird, und wenn kein Element da ist, auch Eine Anordnung mög- 
lieh ist, nämlich die, dass eben kein Element gesetzt wird, so folgt, 
dass für ElementargrÖesen erster und zweiter Stufe Ausdehnung und 
Ausweichung einander gleich sind. 

§ 112. Gleiche Elementargr'össen hafaen gleiche Aus'weioliungen. 
Für die Elementargrössen erster Stufe ist die Ausweichung oder 
Ausdehnung eine Zahlengrösse, nämlich dieselbe, die wir oben als ihr 
Gewicht bezeichneten. Es entsteht daher die Aufgabe, für Elemenfcar- 
grössen höherer Stufen die entsprechenden Sätze abzuleiten, die wir 
für Elementargrössen erster Stufe in Bezug auf ihr Gewicht aufstellten. 
Zunächst ergiebt sieh, „dass, wenn die Glieder einer Gleichung 
dasselbe Element « als gemeinschaftlichen Faktor enthalten, während 
der andere Faktor eines jeden Gliedes eine Ausdehnung ist, man jenes 
Element « aus allen Gliedern weglassen könne, ohne die Richtigkeit 
der Gleichung aufzuheben." Die Richtigkeit dieses Satzes erhellt, wenn 
man in der vorausgesetzten Gleichung Ein Glied auf die linke Seite 
allein schafft, | und die übrigen in Ein Glied mit dem Faktor a ■m-lGO 
sammenfasst, und also die Gleichung in der Form darstellt 

«.A-«.(iJ+C+...)i 
da nämlich nun die linke Seite eine starre Elementargrösse darstellt, 
die rechte also gleichfalls, so müssen die Ausweichungen auf beiden 
Seiten gleich, also 

sein. Stellt man dann die Glieder dieser Gleichung wieder in der ur- 
sprünglichen Ordnung her, so hat man die Gleichung, deren Richtig- 
keit zu erweisen war. 

Wir können die Summe der Ausweichungen mehrerer Gheder, 
welche alle dasselbe Element q als Faktor haben, auch dann, wenn 
diese Summe eine formelle Äusdehnungs grosse darstellt, die Ausweichung 



*) Diese Eesnltate eatspreohen den Sätzen der Geometrie, dass das Dreieck 
die Hälfte ist des Parallelogramms Ton gleicher Grundaeite und Höhe, und die 
dreiseitige Pyramide der secliBt« Theil des Spathcs, dessen Kanton drei 
stoseenden Kauten der Pyramide gleich sind. 
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160 ihrer Summe iieiinen, | vmd dana den soeben erwiesenen Satz auch so 
ausdrücken: „In einer Gleichung, deren Glieder dasselbe Element p 
ala gemeinsehaftliclien Faktor haben, kann man statt aller Griieder 
gleichzeitig ihre Ausweichungen setzen, ohne die Richtigkeit der Glei- 
chung aufzuheben." Vermittelst dieses Satzes ergiebt sich nun, daas, 
wenn man die Glieder irgend einer Gleichung alle mit demselben Ele- 
mente Q multiplicirt, und statt jedes so gewonnenen Gliedes seine Aus- 
weichung setzt, die Gleichung eine richtige bleibt. 

Wir verstehen nun dem vorigen Kapitel gemäss unter der Ab- 
weichung einer Grösse B von einer andern A die Ausweichung des Pro- 
äulctes A.B, und haben somit den Satz gewonnen, dass man in einer 
Gleichung statt aller Glieder gleichzeitig ihre Abweichungen von dem- 
selben Elemente q setzen darf, oder einfacher ausgedrückt, daas gleiche 
Elementargrössen auch von demselben Elemente um Gleiches abweichen. 
Hierbei ist zu bemerken, wie aus der Definition sogleich hervorgeht, 
ässs die Abweichung einer Ausdehnung von einem Elemente stets 
dieser selbst gleich, also von dem Elemente gänzlich unabhängig ist. 
Stellen wir uns nun eine Gleichui^ vor, deren Glieder theils starre 
Elementargrössen theils Ausdehnungen sind, und in welcher jede der 
ersteren als Produkt eines Elementes in eine Ausdehnung, also in der 
Form a.A dargestellt ist: so verwandelt sich durch Multiplikation 
aller Glieder mit p jenes Glied in q . a . A oder in p - (a — (f).A, 
weil man in jedem Faktor eines äusseren Produktes Stücke hinzufügen 
iGlkwan, I welche den andern Faktoren gleichartig sind, und da (« — p) 
eine Strecke, also (k — qJ.A eine Ausdehnung ist, so kann man nun 
den gemeinschaftlichen Faktor q weglassen, und erhält auf diese Weise 
die Abweichungsgleichuüg, welche somit aus der gegebenen dadurch 
hervorgeht, dass man von den Elementen der starren Elementarg^rössen 
Überall p subtrahirt, und die Glieder, welche Ausdehnungen darstellen, 
unverändert lässt. Subtrahirt man nun diese Gleichung von der ge- 
gebenen, so fallen die Ausdehnungsglieder weg, das Glied ec . A ver- 
wandelt sich in a . A — {a — q) ■ A, das heiast in Q ■ A; das heisst, 
statt der verschiedenen Elemente, welche mit den Ausweichungen multi- 
plicirt waren, tritt überall das Element q ein; dies kann man nun 
weglassen nach dem vorigen Paragraphen, und erhält somit eine Glei- 
laichung, welche aus der gegebenen dadurch hervorgeht, | dass man die 
Ausdehnungsglieder wegläsat, statt der übrigen aber ihre Ausweichungen 
setzt. Da nun die Ausweichung einer Summe von Elementargrössen 
als die Sunome ihrer Ausweichungen definirt ist, worin zugleich hegt, 
dass die Ausweichung einer Ausdehnungsgrösse null ist, so können wir 
einfacher sa^en: 
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Clei Je Ehfmnia ji s&en Iahen gleiche A sßeul t je 
oder 

Eie Glccl j hiebt hh i et % t ai htait alle Cl ele gl 1 
sethg */ re Aus le ü nje sei t 

Aus d esenj Satze j^eht yen n d Äbl tm j, w dl 

welche e s ch ergab um! eh t lei umgel eli te Siitz heivo 

Z et nie eria g osse« mlc} e jle cl e Ausvmcl vmgm haben und von 
irgenl enen Elenente q > gle Je Ctossen ab ecle s l et det 
gletdi {i d t e Jte a I t j J a 1 LI e e e ße 1 

Grosse db^ 

ß, .A,-\-a.,.A,'\ h -^^ 

und 

|i..B, + (i,. », + •■■+«, 
WO die grieehisciieii Buchstaben Elemente, die lateinischen Ausdehnungs- 
grössen vorstellen, die beiden Elementargrössen, von denen wir voraus- 
setzen, dass ihre Ausweichungen gleich sind, das heisst, 

A+^, + --. = 7Ji+7J, + --- 
ist, und dass ihre Abweichungen von irgend einem Elemente y gleich 
sind, das lieisst 

gleich ist 



(«,-s).^,+ («,-S), /!, + ■. ■ + !' 



-f)-i',+ Ä-9)--B. + -- + «, 
SO erhält mim aus dieser letzten Gleichung, indem man die Klammern 
auflöst, lind bemerkt, dass nun die Glieder, welche p enthalten, sich 
vermöge der ersten Gleichung aufheben, die zu erweisende Gleichung 

gleich 111^ i I I 

/3,.^,+ ^,.B, + ..- + (3. 
Eine speeieUe Folgerung dieses Satzes ist die, dass eine Elementar- 
grösse, deren Austveidiung null ist, einer AusdehnungsgrÖsse gleich ist, 
imd von allen Elementen tmi gleich viel, nämlich um eben diese Aus- 
dehnungsgrÖsse abweicht. Denn wenn die Abweichung jener Elementar- 
grösae von irgend einem Elemente q, welche Abweichung | immer nach 163 
der Üefinition eine AusdehnungsgrÖsse darstellt, gleich P ist, so muss 
sie selbst gleich P sein, weil sie mit P gleiche Ausweichung nämlich 
Null hat, und beide von demselben Elemente p um eine gleiche Grösse 
abweichen, denn die Abweichung jeder AusdehnungsgrÖsse von einem 
beliebigen Elemente ist eben diese AusdehnungsgrÖsse selbst; also er- 
folgt jene Gleichheit nach dem soeben erwiesenen Satze, und daraus 
fliesst dann der andere Theil des zu erweisenden Satzes unmittelbar. 
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§ tlH Summe der Elementar grossen 
A\n WPiidPTi d(.n bat.:, des \orgen Pirip,i\pln;n utcli mf ilit VI 
tlitiun eiiiei «Uiitn Flemoiitii^i >f5so (k 4) und emei Ausdehnung 
(F) an 

Ist A die Aufweichung dei ei'bteren, %o niuss es auch, da die Au's 
weichung einer Ausdehnungs^icsse null lat dip dei ^umine sein, &oU 
dabei die Summe wiederum ome staire Elementaij^ioase =!ein, ■-o muss sie 
fith m dei Form ß 1 daiatellen lis'^en unl es -niiA lann ß A m der 
That dei Summe gleich sein wenn beide gleiche Abweichungen vcn 
irgend einem lilemente zum Beispiel you a daibieton die Abweich lu^ 
dei (jiosse a 4 von a ist ibei null üio Int min als die einzige 
Bedmgungagleichun^ 

diB heihst, 

di^ Summe einer '^tairm Bkmentargi osbe ^md einei Äubäefiminys 
f/ios^p ist nm dann ivieder itne staite HlementaigioSbe, umm die Aus 
I63weichung der etskien dei tefatee« ] untergemdnet tst, und zwar ibt die 
Summt, dann dt^enige Elementar gtosse, welche mit dei ersteren gleiehe 
Ausueidiimg hat und ton einem Elemente dm eisteren um d%e letetete 
ab UPI cht 

B. Anwendungen. 

§ 114. Die Elementavgröasen im Eaume, Liniengrössen, 
Plangrössen. 

Nachdem wir nun die Erzeugung der Elementargrössen höherer 
Stufen aus denen der ersten durch Multiplikation und Addition dar- 
gestellt, und ihren Begriff durch Vergleiehung mit den Elementar- 
grössen erster Stufe und mit den AttsdehnungsgrÖssen der Anschauung 
näher gerückt haben, gehen wir jetzt zu den Anwendungen auf die 
Geometrie und MechaniJc über, in welchen jene Begriffe sich anschaulich 
abbilden. 

Was zuerst die Geometrie betrifft, so ist Mar, wie die gerade 
Linie und die Ebene als Elemeutarsysteme zweiter und dritter Stufe 
erscheinen. Der Raum selbst aber erscheint als Elementarsystem vierter 
Stufe, und erst hierdurch ist der Raum in seiner wahren Bedeutung 
dargestellt. 
163 Die starre ElementargrÖsse | Hess sich am einfachsten als Produkt 
eines Elementes in eine Ausdehnungsgrösse darstellen, welche wir die 
Ausweichung derselben nannten; und es erschien dieselbe als die an 
ihr Elementar System gebundene Ausweichung. 
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Betrachten wir zuerst das Produkt (« . p) eines Punktes (ce) in 
eine Strecke (p), so ist p die Ausweichung dieses Produktes; die gerade 
Linie, welche von k in der Kiehfcung dei Strecke ]) gezogen wird, das 
Elementar System desselben, und das Piodukt erscheint also als eine 
Strecke, welche einen TheU einer konstanten geriden Linie ausmacht, 
und an diese Linie gebunden bleibt. "Wir nennen dies Produkt^ da es 
einen Theil einer geraden Linie bildet, L mengtvs!,e, und fahren fort, 
die Strecke, welche an ihr erscheint, ihre Ausweichung ku nennen. 
Ebenso stellt sich das Produkt (cc . P) eines Punktes («) in einen 
Flächenraum (P) tou konstanter Richtung als ein Flächenraum dar, wel- 
cher in einer konstanten Ebene liegt, nämlich in der durch jenen 
Punkt in der Richtung des F^chenraums gelegten Ebene; wir nennen 
jene Grösse, da sie einen Theil einer konstanten Ebene bildet, Ebenat- 
gr'össe (vielleicht besser Plangrösse), und jenen Flächenraum von kon- 
stanter Richtung ihre Ausweichung. Das Produkt endlich eines Punktes 
in einen Körpen^aum hat fßr die Geometrie, da der Raum ein Elementar- 
sysfcem vierter Stufe ist, also jeder Körperraum schon an sich an ihn 
gebunden ist, keine andere Bedeutimg als dieser Körperraum selbst. 164 

§ 115. Produkte und Summen, dieser Grössen. 

Hieraus entwickelt sich nun leicht der Begriff eines Produktes 
von mehreren Punkten. 

Betrachtet man zuerst das Produkt zweier Punkte a . ß oder <xß, 
so ist das System, an welches es gebiuidon ist, die durch beide Punkte 
gezogene gerade Linie, und da 

ist, so ist die Ausweichung dieses Produktes die Abweichung des 
zweiten Punktes von dem ersten, das heisst, das Produkt zweier Punkte 
ist eine Linieugrbsse , deren Linie durch jene beiden Pimkte geht, 
und deren Ausweichimg die von dem ersten an den zweiten geftlhrte 
Strecke ist. 

Das Produkt dreier Punkte a.ß.y erscheint als Plangrösse, deren 
Ebene durch jene drei Punkte geht; und da 

« . ^ . y = a . (,3 - ß) . (r - «) = « . [«ffl . [ar] 
ist, so ist die Ausweichung derselben der Flächenraum eines Parallelo- 
gramms, was die Abweichungen der beiden letzten Punkte von dem 
ersten ku Seiten hat. Auch können wir, da 

[«rf - [offl + Vr] 1«* 

iab, 
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setzen; also ist die Ausweichung das Produkt der stetig auf einander 
folgenden Strecken, welche die Punkte in der Reihenfolge, in welcher 
sie in dem Produkte auftreten, verbinden. 

Das Produkt von vier Punkten a.ß.y.d erseheint als ein ICörper- 
raum, und zwar ist die Ausweichung desselben; da 

«. (i . y .« - «. ((j - »). (r -«).(«-«)-«. [«ffl . [«f] . [«ä] 

ist, gleich dem Körperranm eines Spatbes, welches die Ahweichungen 
der drei letzten Punkte von dem ersten (in der gehÖiigen. Reihenfolge 
genommen) zu Seiten hat; oder da 

[ay-] == [«|3] + [^y] 
[«d] = [aß-\ + {ßr\ + l?s\ 
ist, so ist auch, wenn man die den übrigen Faktoren gleichartigen 
Stücke weglü,sst, 

[«fl,[«r].[««]-[offl.[(ir].[r«], 

das heisst, die Ausweichung des Produktes von vier Punkton ist gleich 
dem Produkte der stetig auf einander folgenden Strecken, welche jene 
Punkte in der Reihenfolge, in welcher sie in jenem Produkte vor- 
i65 kommen, verbinden. | Hierbei braucht man nicht hinzuzufügen, daas 
diese Grösse als an den Raum gebunden zu betrachten ist, weil alle 
räumliehen Grössen an ihn gebunden sind. 

Das Produkt von mehr als vier Punkten wird, da der Raum nur 
ein Elementar System vierter Stufe ist, stets null sein müssen. Sind 
die zu multiplicir enden Punkte noch mit Gewichten behaftet, so hat 
man nur das Produkt der einfachen Pimkte noch mit dem Produkte 
der Gewichte zu multiplicir en, wodurch sich nur die AusweicKur^ ändert. 

Viel einfacher gestaltet sieh alles, wenn wir die Äusdeimung be- 
trachten. Nach der Definition der inneren oder zwischen liegenden 
Elemente, deren Geaammtheit die Ausdehnung darstellt, ist die Aus- 
dehnung des Produktes a.ß.y gleich dem Fl'äehenraum des Dreiecks, 
welches c:, ß, y zu Ecken hat, und die des Produktes a.ß.y.ö gleich 
dem Körperraum der Pyramide, welche a, |3, y, d zu Ecken hat; und 
zugleich liegt in dem Satze, dass die Ausdehnung einer starren Ele- 
mentargrösse gleich ihrer Ausweichung dividirt durch die zu der Stnfen- 
zahl dieser Ausweichui^ gehörige Gefolgszahi ist, dass das Dreieck 
die Hälfte des Parallelogramms, und die dreiseitige Pyramide der sechste 
lesTheil des Spathes ist, j dessen Kanten mit dreien der Pyramide 
parallel sind. 

Hierdurch ist also der Begriff eines Produktes von mehreren Ele- 
mentargröasen erster Stufe für den Raum bestimmt; und wir sind 
dabei nur zu zwei neuen Grössen, nämhch der LiniengTÖsse und der 
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Plangrösse gelangt. ÄncL. erhellt, wie das Produkt einer Liniengrösae 
in einen Punkt (oder eine Elementargciässe erster Stufe) allemal eine 
Plangrösse, das Produkt zweier Liniengrössen und das eines Punktes 
in eine Plangrösse allemal einen Körperraum liefert; dass diese Pro- 
dukte aber null werden, wenn die Stufenzalilen der Faktoren zusammen- 
genommen grösser sind, als die des Elementarsystemes, in welchem 
sie liegen, also zum Beispiel das Produkt zweier LiniengrÖssen null 
wird, wenn sie in derselben Ebene liegen. Also auch hierdurch ge- 
langen wir zu keinen andern Grossen, als zu den beiden oben genannten. 
Hingegen gelangen wir durch die Addition der LiniengrÖssen zu 
einer eigenthümlichen Summengrösse, welche besonders für die Statik 
von entschiedener Wichtigkeit ist. Wir zeigten oben (Kapitel 3 des 
ersten Abschnittes), dass die Summe zweier Produkte «-ter Stufe nur 
dann wieder als ein Produkt ii-ter Stufe erscheint, | wenn jene beiden:ieö 
Produkte demselben Systeme (n -|- l)-ter Stufe angehören, hingegen 
eine formelle Summe, die wir Summengrösse namiten, liefert, wenn 
sie nur durch ein noch höheres System umfasst werden konnten. Der 
letztere Fall kann für den JEtaum, welcher als Elementarsystem vierter 
Stufe erscheint, nur eintreten, wenn Elemenfcargrössen zweiter Stufe, 
das heisst LiniengrÖssen addirt werden sollen, und diese nicht in Einer 
Ebene liegen. Die nähere Erörterung dieses Falles behalte ich der 
Anwendung auf die Statik vor, in welcher diese Summengrösse eine 
selbstständige Bedeutung gewinnt. 

§ 116, 117. Eiehtsysteme für Elementargrössen. 
§ 116. 
üntei den zahlreichen Anwendungen, welche die Methode unaerer 
Analyse auf die Geomeliie verstattet, hebe ich hier nur diejenigen her- 
vor, welche mii am geeignetsten erscheinen, um das Wesen jener 
Methode m ein hellezes Licht zu setzen. 

Um die Be/iehung zu der sonst üblichen . 
hervoitieten zu lassen, will ich zuerst den Begriff der 1 
auf die Auflassung des Raumes als eines Elementarsystemes übertragen. 
Wir hatten im lunften Kapitel des ersten Abschnittes den Begriff 
eines Richtsystemes fui Ausdehnungs grossen aufgestellt, und demnächst 
für Elementaigrosnen festgesetzt, dass alle Definitionen, welche wir 
für AuadehnungsgiOhsen aufgestellt hatten, auch auf jene übertragen 
werden sollen Wählend dort als Grundmasse Ausdehnung^Össenie 
erstei Stufe auttraten, so werden hier Elementargrössen erster Stufe 
als Grundmas-iC auftiLten und dadurch ist dann die Bedeutung aller 
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dort in § 87 imd 88 aufgestellten Begriffe auch fiir Elementargrössen 
bestimmt, namentlicli sind die Definitionen von RicMmassen, Rjcbt- 
gebieten, Ricbtstiicken, Zeigern hier genau dieselben wie dort; nur die 
Ricbtgebiete erster Stufe, welche wir dort Riebtaxen nannten, werden 
wir bier Eicbtelemeiite nennen, müssen. Dabei will icb dann nur noch 
bemerken, dass, da aueb die Strecken als Elementargrössen erster Stufe 
aufgefasst werden können, unter den Gnindmassen beliebig viele als 
Strecken auftreten können, und nur wenn alle G-rundmasse Strecken 
werden, erbalten wir das Ricbtsystem für AusdebnungsgrÖssen. Das- 
jenige Eicbtsystem, was diesem am nächsten steht, und dennoch zur 
Darstellung und Bestimmung der Elementai^öesen hinreicht, ist das- 
ie7jenige, in welchem Ein Gruudmass ein Element ist, alle | übrigen aber 
Strecken darstellen, ein Ricbtsystem, was seiner Einfachheit wegen 
besondere Auszeichnung verdient. 



§ 117. 
"Wenden wir dies nun auf die Geometrie an, so erscheinen für 
den Kaum als ein Elementar System vierter Stufe vier von einander 
unabhängige Elementargrössen erster Stufe als Gnmdmaase, welche 
zur Bestimmung hinreichen. Die Bedingung, dass sie von einander 
unabhängig sein sollen, sagt nur aus, dass sie nicht in Einer Ebene 
liegen dürfen, und wenigstens eins von ihnen eine starre Elementar- 
grösse sein muss (während von den übrigen beliebige auch Strecken 
sein dürfen). 

Nehmen wir vier starre Elementargrössen (das beisst vielfache 
Elemente) als Grundmasse an, so haben wir die von Möbius in seinem 
bai-ycentrischen Kalkül zu Grunde gelegte Art der Koordinatenhestim- 
mung, welche mit der von Plücker in seinem System der analytischen 
Geometrie dargestellten ihrem Wesen nach zusammenfällt. Als Ricbt- 
gebiete zweiter Stufe erscheinen hier sechs gerade Linien, welche je 
zwei der Kichtelemente verbinden, und als Kanten einer Pyramide er- 
seheinen, welche jene Richtelemonte zu Ecken hat; als Ricbtgebiete 
dritter Stufe vier Ebenen, welche durch je drei der Ricbtelemente ge- 
legt sind und als Seitenflächen jener Pyramide erscheinen; und die 
Ricbtmasse zweiter und dritter Stufe stellen Theile jener Linien und 
Ebenen dar; das Bicbtmass vierter Stufe, welches bier das Hauptmass 
167 ist, stellt einen Körperraum dar. Jede Elementar grosse | erster Stufe, 
mag sie nun eine starre Elementar grosse oder eine Strecke sein, kann 
im Räume als Vielfachensumme der vier Grundmasse dargestellt wer- 
den; jede Elementar grosse zweiter Stufe, mag sie nun eine Liniengrösse 



y Google 



Hichtsyeteme für ElementiU-grösseii im Eaume. 193 

oder ein Flächenraum von konstanter Riehtung, oder eine Svunmeu- 
grösse sein, kann als Summe von sechs Liniengrösaen dargestellt werden, 
vrelche den oben erwälmten seclis Linien angehören; kurz jede Grösse 
kann als Yielfachensumme der Richtmasae gleicher Stufe, oder als 
Summe von Stücken, vcelche den Richtgehieten gleicher Stufe angehören, 
dargestellt werden. 

Diese Richtsyateme, deren Grundmasse starre Elementargrösaen, 
das heiast vielfache Punkte sind, nennen wir mit MÖbius harycentriscke. 
Die einfachste Art der barycentri sehen Richtaysteme ist die, bei wel- 
cher die Grundmasse blosse Punkte darstellen. Aber die barycentrischen 
Richtsyateme seibat eracheinen nur als eine besondere, | obwoU amJßS 
weitesten reichende Art der allgemeinen Richtsysteme, weiche ans vier 
beliebigen Elementargröasen erster Stufe bestehen. Denn wir zeigten, 
daas sich beliebig viele derselben bis auf eine in Strecken verwandeln 
können, und erhalten so ausser dem genannten noch solche Richtsysteme, 
in welchen die Richtgebiete erster Stufe theils Richtelemente, theils 
Richtaxen (konstante Richtungen) aind. 

Unter diesen heben ^wir besonders diejenige Art der Richtsysteme 
heiTOr, welche ein Element und drei Strecken zu Grundmassen haben. 
Als Richtmasae zweiter Stufe treten hier auf einestheils drei Linien- 
grössen, deren Linien durch das Richtelement gehen, und deren Aua- 
weichur^en die drei andern Grundmasae sind; anderntheils drei Fl'ächen- 
räume von konstanter Richtung, welche durch die drei zwiachen jenen 
drei Strecken möglichen Spathecke (Parallelogramme) dargestellt wer- 
den. Als Richtmasae dritter Stufe erscheinen einestheils drei Plangrösaen, 
deren Ebenen durch das Richtelement gehen und deren Ausweichungen 
die Flächenräume jener drei Spathecke sind, anderntheils ein als Aus- 
dehnungsgrösse aufgefasster Körperraum, welcher dui'ch das aus jenen 
drei Strecken konatruirbare Späth dargestellt ist. Als Hauptmass endlich 
erscheint derselbe Eörperraum aufgefasst als Elementargrösse vierter 
Stufe. Die Systeme, welchen diese Richtmasse angehören, bilden dann 
die zugehörigen ßichtgebieto. 

Die Richtstücke eines Punktes in Bezug auf ein solches Richt- 
system sind nun einestheils das Richtelement, anderntheils drei | Strecken, 168 
welche den drei Richtaxen parallel sind, und als Summe von solchen 
vier Richtatilcken wird jeder Punkt im Räume dargestellt werden 
können; die Abweichung eines Punktes im Eaume vom Richtelemente 
wird daher nach diesem Richtsysteme durch Richtstücke von kon- 
stanter Richtung (durch Parallelkoordinaten) bestimmt, also ganz auf 
dieselbe Weise, wie eine Ausdehnung überhaupt durch Richtsysteme, 
welche zur Bestimmung von Ausdehnungen dienen, bestimmt wird. 
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§ 118, "Verwandlung der Koordinaten. 
Indem wir nun alle diese Uiehtsysteme als besondere Arten eines 
allgemeinen Ricliteysteras, dessen vier Grundmasse Elementargrösseu 
sind, darstellen: so baten wir damit einestheils die allgemeinste Ko- 
JßSordinatenbe Stimmung gefunden, tei ■welcher die Ebene ] noch als Punkt- 
gebilde erster Ordnung erseLeint, andererseits sind wir dadurch in den 
Stand gesetzt, das Verfahren, durch welches wir von einer Koordinateii- 
hestimmujig zu einer andern derselben Art ftbergehen konnten, und 
welches wir in § 92 für ParaUelkoordinaten darstellten, nicht nur auf 
jede Art der Richtsysteme anzuwenden, sondern auch es da eintreten 
KU lassen, wo aus einer Art der Koordiuatenbestimmung zur andern 
übergegangen werden soll, sobald beide nur jener von uns dargestellten 
allgemeineren Gattung angehören. Namentlich können wir danach un- 
mittelbar die barycentrischen Gleichungen in Gleichungen zwischen 
Parallelkoordinaten umwandeln und umgekehrt, ohne dass wir noch 
irgend einer besonderen Vorschrift bedürften. — Indem wir nun femer 
den Begriff der Richtstücke (Koordinaten) in einem allgemeineren Sinne 
auffassten, sofern wir auch Richtstücke höherer Ordnung annahmen, 
so reicht dieselbe allgemeine Art der Richtsysteme auch aus, um Ele- 
mentargröasen höherer Stufen, namentlich um Liniengrössen und Ebenen- 
grossen zu bestimmen. 

Ehe wir die Bedeatui^ dieser Bestimmungen durchgehen, haben 
wir auf einen Unterschied zwischen der von uns angegebenen Bestim- 
mungsweise und der sonst üblichen aufmerksam zu machen und zu 
zeigen, wie dieser Unterschied ausgeglichen werden könne. Nämlich 
wir sind überall zu der Bestimmung von Elementargrössen, das heisst 
von Punkten mit zugehörigen Gewichten, von Liniengrössen und Ebenen- 
grössen gelangt. Bei der Bestimmung durch Koordinaten kommt es 
aber nur auf die Bestimmung der Punkte, Linien und Ebenen ihrer 
Lage nach an, und dadurch erhalten wir bei unserer Betrachtungsweise 
169 stets ein Richtstück oder einen Zeiger mehr, als es bei jener Bestim- 
mung der Lage erforderlich ist. Dieser Unterschied läsat sich auf der 
Stelle ausgleichen, indem man bedenkt, dass, wenn alle Richtstücke 
oder Zeiger einer Grösse mit derselben Zahlengrösse multiplieirt oder 
dividirt werden, dadurch die Lage (das Elementarsystem) derselben 
nicht geändert wird. Man erhält also sogleich die Anzahl der Zeiger 
um Eins vermindert, wemi man die Riehtstücke (oder die Zeiger) mit 
einem der Zeiger jedesmal dividirt, und dadurch einen der Zeiger jedes- 
mal auf Eins bringt. Die so gewonnenen Zeiger genügen dann jedesmal 
zur Bestimmung der Lage, 
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Indem wir nun auf solche Weise zum Beispiel die Lage einer 
Ebene durch j ihre Zeiger bestimmen, tmd zwischen den als veränder-i?ö 
lieh genommenen Zeigern eine Gleichung )»-ten Grades aufstellen, so 
wird dadurch eine unendliche Menge^ von Ebenen bedingt, deren Zeiger 
jener Gleichung genügen; und von allen diesen Ebenen wird eine 
Oberfläche umhüllt werden, von welcher ich späterhin aeigen werde, 
dass sie dieselbe sei, welche man als Oberfläche m-ter Klasse be- 
zeichnet hat. Ebenso führt die Bestimmung der geraden Linie durch 
ihre Zeiger zu eigenthümhchen, bisher nicht beachteten Gebilden, welche 
ich zuerst gelegentlich in einer Abhandlung im Crelle'schen Journal 
der Betrachtung unterworfen habe.*)**) Da dio weitere Erörterung 
dieses Gegenstandes die Schranken dieses Werkes übersehreiten würde, 
so will ich mich damit begnügen, hier noch die Gleichung für die 
gerade Linie und die Ebene, wie sie sich durch unsere Wissenschaft 
ergiebt, aufzustellen, und mit den sonst Ijekannten Gleichungen für 
dieselben in Beziehimg zu setzen. 

§ 119. O-leioIiung der Ebene. 

Die allgemeinste Aufgabe, die man sich hier stellen kann, ist die, 
die Gleichung einer Ebene, welche durch drei beliebige gegebene Punkte 
geht, oder die Gleichung einer [geraden] Linie, welche durch zwei be- 
liebige gegebene Punkte geht, aufzustellen. 

Es seien die gegebenen Punkte im ersten Falle «, ß, y, im zweiten 
Falle «, /3; der veränderliche Punkt, welcher als Punkt jener Ebene 
oder dieser | Linie durch eine Gleichung zwischen ihm und den ge- 170 
gebenen Punkten bestimmt werden soll, sei g, so hat man sogleich 
aus dem Begriffe eines Elementarsystems zweiter und dritter Stufe für 
den ersten Fall die Gleichung 

a.ß .y .G = 0, 
für den zweiten 

»./i.«-_0, 
und durch diese Formeln, welche den grössten Grad der Einfachheit 
besitzen, ist die Aufgabe im allgemeinsten Sinne gelöst. Will man 
dann aus Vorliebe für die gewöhnliche L.ooidmatenbehandluug oder 
aus einem andern Giunde die entsprechenden Koordmitengleichungen 

*) Grelle, Joninal fai iliu leuie und angewandt« 6Iatliematil>. Bd XSIV. 
[S. 262—282 und 372—380] 

**) Diese Gebilde tind lipsoadeis seit Pluckei s letztem WirUe .Neue ßeo- 
metrie des Raumes, 18b8 ' yieltach von dpo. auagPzPichnetsten Mathematikern 
bearbeitet -worden und b:l Jen Ipn H lupt^pgi nst md dei hi uti^ in Lmien- 
geomotrio, (1877.) 
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aufstellen, so kann man, wenn mau nur die Mühe des Niederschreibens 
dieser langgestreckten Formeln niclit adient, dieselben unmittelbar aus 
jener einfacben Gleichung ableiten. 
71 Will man zum Beispiel die Gleichung in Parallelkoordinaten dar- 
stellen, so hat man sich nur des am Schluase des § 117 erwähnten 
Itiebtsyatems zu bedienen. Bei diesem ßichtsjsteme wird jeder Punkt 
als Summe des Eiehtelementa p und eiuer Strecke dargestellt. Es sei 

so hat man durch Substitution dieser Ausdrücke in die Gleichung der 
Ebene 

oder, indem man die Klammern auflöst, und die Produkte, welche null 
werden*), weglSsst, 

e -Pg -Fs -P 4- Pi ■ 9 -Ps -i» + Ä ■i'a ■ 9 -P + Pi -Pa -i^s ■ P = 0, 
oder, indem man mit gehöriger Beobachtung des Vorzeichens p überall 
auf die erste Stelle bringt, und es dann nach § 112 weglässt. 

Um nun diese Gleichung in die Koordinaten-Gleichung zu yerwandeln, 
hat man nach § 88 nur statt jeder Strecke die Summe ihrer Bicbt- 
stücke zu setzen. Es sei 

P = ^ + »/ + 2 
Pi = ^1 + J/i + ?-v 

wo a;, j/, 3, . , . die Ricbtstücke darstellen, so hat man nun 

+ (*^ + !/s + ^3) • (a^i + J/i + ^1) ■ (^ + ?/ + ^) + 
+ («1 -1-3/1 + 2i) ■ (.^a 4- ?/a + ^2) ■ (« + «/ + ^) = 
= (*. + ^1 + ^i) ■ {H -K ?/. -K ^.) ■ (^3 + !/3 -^ ^3) ■ 
Nun hat mau nur die Klammern aufzulösen, indem man beachtet, 
dass die mit gleichen Buchstaben bezeichneten Riehtstücke parallel 
gind, und somit aus jedem Gliede nur sechs geltende Produkte zu je 
drei Faktoten hervorgehen, und hat dann die Paktoren der so ent- 
stehenden vieruudzwanzig Produkte mit Beobachtmig der Zeichen so 
zu ordnen, dass die Buchstaben in jedem Produkte auf dieselbe Weise 
auf einander folgen, und erhält dann eine Gleichung, in welcher man 
statt der Richtstücke die Zeiger setzen und sie düdurch zu einer 



*) Das sind nämlicli alle die, welche p öfter als einmal i 
lialt«n, und das Produkt j), .pa .jjj .p. 
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arithmutisflieii Gleichung maclieii kann, in welcher | wiodütum die Ord- 172 
nung der Faktoren gleichgültig ist. Die Gleichung, welche man auf 
diese Weise gewinnt, ist, wenn man unter x, y, z, . . . jetzt die Zeiger 
versteht, folgende: 

(!/s% - y-i^^ + y^h — Vi^s -I- Vi^i — «/ä^i) ^ + 
+ {z^x^ — Ss% + 0^Xi — SiSTb + g^x^ — 0^x^) y + 

= XiVA — ^xVa^^ + a^sJ/i^s — '^sVi^i + ^^Vs^i — '»sVA- 
Diese Gleichung, welche sich durch die gewöhnliche Analyse nicht 
auf eine einfachere Form reduciren lässt, sagt, so weitlauffcig sie auch 
erseheint, dennoch nichts weiter aus, als jene ursprüngliche Gleichung 

«.(S.j-.ff = 0, 
und enthält die kürzeste Lösung des ohigen Problems, welche auf dem 
Wege der Koordinaten möglich ist. Man sieht hier in einem recht 
schlagenden Beispiel den Yortheil unserer Methode, und die Formel- 
vec Wickelungen, in die man hineingeräth, sobald man diese Methode 
anfgiebt. 

§ 120, Das atatische Moment als Abweichimg. 

Indem ich die Darstellung der geometrischen Abschattung und 
Projektion, wie auch der verschiedenen Verwandtschaftssysteme einem 
späteren Kapitel *), in welchem diese Begriffe in einem noch grösseren 
Umfange ans Licht treten werden, vorbehalte, so schreite ich mm zu 
den Anwendungen auf die Statik. 

Der Begriff [ des Momentes tritt zuerst hier in seiner ganzen Ein- 172 
fachheit auf, wie auch der Begriff der Kraft erst hier seine Darstellung 
findet, indem wir die Kraft als Liniengrösse, also als Elementar grosse 
zweiter Stufe auffassen. Unter dem Moment einer Kraft k/3 in Be7,ug 
auf einen Punkt 9 verstanden wir oben das Produkt 

[(,«]■[«« oaer (u~s).{ß-o); 
multipliciren wir diesen Werth noch mit dem Elemente 9, so erscheint 
das Moment als Ausweichung der so entstehenden Elenientargrösse 
Q .{a — q) . iß ■ — a); diese ist aber nach dem bekannten Gesetz der 
äusseren Multiplikation gleich 

somit können wir das Moment in Bezug auf einen Punkt definiren als 
Ausweichung eines Produkts, dessen erster Faktor der | Beziehungs- :Z73 

*) Kap. 4 diüües Abschnittes, 
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punkt imd dessen zweiter Faktor die Kraft ist, oder als Abweichung 
der Kraft von dem Beziehungspunkte. Da nun jede Gleichung zwischen 
den Elementargrössen auch zwischen ihren Ausweichungen besteht, so 
wird auch jede Gleichung, welche zwischen jenen Produkten statt- 
findet, zwischen ihren Momenten gleichfalls atattfindeB, obwohl nicht 
umgekehrt. 

Man könnte daher selbst zweifelhaft sein, ob man nicht lieber 
jenes Produkt des Beziehui^spunktes in die Kraft als Moment defi- 
niren und, was wir bisher als Moment fisirteii, nur als Ausweichung 
jener Grösse darstellen soll. — Doch behalten wir den festgestellten 
Begriff bei. 

Unter dem Moment einer Kraft aß in Bezug auf eine Axe pa 
verstanden wir oben (§ 41) das Produkt 

i>y0].\ea\.{aji] 
oder 

(6 - ?).(«-«). (/J - a). 
Multipliciren wir dasselbe mit ^, so erhalten wir das Produkt 

(..«.»./!, 
dessen Ausweichung eben jenes Moment ist. Also erscheint das Mo- 
ment einer Kiuft in Bezug auf eine Axe als Ausweichung eines Pro- 
duktes, dessen erster Faktor die Axe und dessen zweiter Faktor die 
Kraft ist, oder, einfacher ausgedrückt,. als Abweichung der Kraft von 
der Axe. Da Übrigens eine Gleichung zwischen Elementargrössen vierter 
Stufe im ßaume, als einem Elementars ystem vierter Stufe, keine andere 
173 Bedeutung hat, als die Gleichung zwischen ihren | Ausweichungen, so 
kann man das Moment in Bezv^ auf eine Axe auch direkt als Pro- 
dukt dieser Axe in die Kraft auffassen.*) 

§ V21. Neuer Weg; für die Behandlung der Statik. 
Es ])ietßt sich auf diesem Punkte der Entwickelung eine Methode 
dar, durch welche wir alle Gesetze für das Gleichgewicht fester Körper 
ohne Voraussetzung aller früher bewiesenen Sätze der Statik auf die 
einfachste Weise ableiten können. 



*j Da ä<-r Name (statisckes) Moraoiit iit?t ubeiftussig erscheint md m er 
Aarrh. den tiamen der Abweii-bung vollkommen prsetst wud und sich dipscr sogai 
»och laiihtpr handhaben lässt, so waie es gewiss zHeikmtw^ig, ^enn man den 
Namtin Momunt nni m dem Siime gebiauchte , m welchem ihn 7um Beispiel 
La Giange m aeiner w^camquf (malytiqxe über.ill gebiaucht wj ei vm dem 
Moment ohne weitere Bestimmiing ledet, und wenn man das sogein,nnte statische 
Moment eVen als AbTseichung lezeichnete Do h hdbe nh dies nicht nhne wei 
teres eintuhien wollen. 
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Wir bedürfen dazu nur einestheils des G-rimdaatzes, dass drei 
Kräfte, \ welche auf einen Punkt mrken, dann und mtr dann im Gleich- 174 
gewicht sind, icenn ihre Summe mül ist, oder, indem wir zwei Kräfte 
oder Kraftsysteme einander gleicbwirkend nennen, wenn sie durcL die- 
selben Kräfte aufgehoben werden können, dass swei Kräfte, die auf 
einen Punkt wirken, der auf denselben PunM wirkenden Summe heider 
Kräfte gleichwirkend sind, anderntlieila, dass swei Kräfte, welche auf 
einen festen Körper wirken, dann und nur dann im Gleichgeunchte sind, 
wenn sie in derselben geraden Linie wirken und einander entgegengesetzt 
gleich sind. Hieraus folgt sogleich, wenn wir den soeben aufgestellten 
Begriff des Gleictwirkens festhalten, dass zwei Kräfte, welche auf einen 
festen Körper wirhn, dann und nur dann einander glcichwirkend sind, 
wen/n sie im, derselben Urne wirken und einander gleich sind oder ein- 
facher ausgedrückt, wenn sie als LiniengrÖssen einander gleich sind. 

Betrachten wir daher die Kräfte, welche auf feste Körper wirken, 
als LiniengrÖssen, so zeigt sich sogleich, wie zwei Kräfte, deren 
Wirkungslinien sich schneiden, ihrer Summe gleichwii-kend seien; denn 
ist « dieser Durchschnittspunkt , so werden sich beide Kräfte als 
LiniengrÖssen darstellen lassen, deren erster Faktor a ist; sind dann 
ß . p und <x . q, wo p und q Strecken bedeuten, diese Kräfte, so sind 
sie nach der ersten Voraussetzung gleichwirkend mit « ■ (ß + g) oder 
mit a .p -\- a , q, das heisst sie sind der Summe der | Kräfte gleich- 114 
wirkend, auch wenn die Kräfte als LiniengrÖssen aufgefasst werden. 

Sind die Kräfte parallel, zum Beispiel die eine gleich a .p , die 
andere gleich mß.p, wo j) wiederum eine Strecke bedeutet, so können 
wir die beiden gleichwirkende Kraft nach demselben Princip nicht \m~ 
mittelbar finden; nehmen wir daher zwei sich einander aufhebende 
Kräfte zu Hülfe, nämlich a.mß und mß . a*), so sind jene beiden 
Kräfte gleichwirkend den vier Kräften 

a .p, a . mß, mß . a, m(i .p, 
von denen die beiden ersten, da sie auf denselben Punkt wirken, ihrer 
Summe gleichwirkend sein werden, und ebenso die beiden letzten, und 
wir erhalten somit die beiden Kräfte 

K .{p -j- mß), mß . {a ~\- p) 
als den gegebenen Kräften gleichwirkend. Diese beiden Produkte 
können wir, indem wir zu dem zweiten Faktor den ersten hinzuaddiren, 175 
wodurch nach den Gesetzen der äusseren Multiplikation der Werth 
des Produktes nicht geändert wird, auf einen gemeinschaftlichen Faktor 

*) Beide liel)eii einuiuAor auf, weil rc.mß = — mß .a isli. 
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bi'iugen; uämlich es werden dann jene Kräfte gleicli 

a . {a -\- mß -{• p) , mß . (a i- mß -\- p). 
Wenn nun m nicht gleich — 1 ist, so stellt der zweite Faktor einen 
vielfachen Punkt dar {mit dem Gewichte 1 + «') ; beide Kräfte wirken 
dann auf einen Punkt, und sind somit ihrer Summe gleichwirkend; 
diese Summe ist 

das heisst, sie ist gleich 

{a + mß).p. 

Und so sind also die beiden Kräfte a.p und mß.p, wenn nicht m 
gleich ^1, das heisst wenn nicht die Summe ihrer Ausweichungen 
null ist, Einer Kraft (k + jk^).^), das heisst ihrer Summe gleich- 
wirkend. 

Da nun die Wirkungslinien zweier Kräfte, die in Einer Ebene 
liegen, sieh entweder schneiden oder parallel laufen, so folgt überhaupt, 
dass zwei Kräfte, welche in Einer Ebene liegen, jedesmal, wenn ihre 
175 Ausweichungen nicht zur Summe Null geben, Einer Kraft | gleich- 
wirkend sind, welche die Summe jener Kräfte ist. 

Betrachten wir nun noch den Fall, den wir bisher ausschlössen, 
dass nämlich die Ausweichungen beider Kräfte zusammen null, das 
heisst beide Kräfte, als Strecken betrachtet, entgegengesetzt gleich sind, 
so leuchtet ein, dass beide dann aber auch nur dann im Gleichgewicht 
sind, wenn sie in derselben ßichtungslinie liegen, das heisst die Summe 
der Kräfte selbst null ist. In diesem besonderen Palle können wir 
also auch noch sagen, dass beide Kräfte ihrer Summe gleichwirkend 
sind. Es bleibt daher nur der Fall noch zu untersuchen, wo beide Kräfte 
als Strecken zur Summe Null geben, als Liniengrössen aber nicht. 

In diesem Falle nun ist nach der zweiten Voraussetzung nicht 
Gleichgewicht vorhanden; aber wir können auch leicht zeigen, dass 
es dann keine geltende Kraft gebe, welche jenen beiden Kräften das 
Gleichgewicht halte. Denn ans den beiden Voraussetzungen, die wir 
zu Anfang dieses Paragraphen aufstellten, geht hervor, dass die Aus- 
weichung der Gesammtkraft stets die Summe ist aus den Ausweichimgen 
J7eder einzelnen Kräfte, Also müsste hier die Ausweichung der | frag- 
lichen Kraft null sein, das heisst, diese Kraft selbst müsste null sein 
und die gegebenen Kräfte schon im Gleichgewichte stehen, was wider 
die Annahme ist. Somit haben wir in der That gezeigt, dass zwei 
Kräfte, welche in parallelen, von einander getrennten Linien wirken, 
und als Strecken entgegengesetzt gleich sind, auf keine ihnen gleich- 
wirkende einzelne Kraft zurückgeführt werden können. Dieser Fall ist 
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aber derselbe, in welcbem die Kräfte keine Liniengroase als Öumme 
darbieten, sondern eine Ausdebnung zweiter Stufe; in der That ist 
tx .p — ß . p gleich (k ~ ß) .p, was eine Äusdebnung zweiter Stufe 
darstellt. 

Um die Bedeutung dieses Falles für die Statik näher in's Äuge 
zu fassen, bemerken wir, dass das Gesammtinoment zweier solcher 
Kräfte in Bezug auf alle Punkte im Eaume, das beisst die Gesammt- 
abweichung derselben von allen Punkten, eine konstante Grösse ist. 
In der That, da die gesammte Abweichung gleich der Abweichung der 
Summe ist, die Summe aber hier eine Ausdehnung zweiter Stufe ist, 
luid die Abweichung einer Äusdehming immer dieser selbst gleich ist, 
so folgt, dass die Gesaramtabweiehung jener beiden Kräfte von jedem 
behebigen Punkte der Summe dieser beiden Kräfte selbst gleich ist, 
also konstant bleibt, sobald diese Summe es bleibt. Wir sagen daher, 
es seien beide | Ki^äfte diesem Moment, welches durch ihre Summe 176 
dargestellt wird, gleich wirkend *), Somit können wir nun den Satz 
aufstellen: 

Zwei oder mehrere Kräfte, zvelche in Einer Bhcnc ivirhen, sind ihrer 
Swmrne gleichwirTimd. 

Nämlich von zwei Kräften lässt sich, dies sogleich auf beliebig 
viele übertragen. 

§ 12ä. Allgemeines Geseta für das Gleichgewioht. 

Gehen wir zur Betrachtung der Kräfte im Ilaume über, so haben 
wli' daran zu eriimern, dass die Addition von Kräften als Elomentar- 
grössen zweiter Stufe nur dann eine reale Bedeutung hat, wenn die- 
selben in Einer Ebene als einem Systeme dritter Stufe liegen, hin- 
gegen eine bloss formelle Bedeutung gewinnt, wenn | dies nicht deri^7 
Fall ist. Vermöge dieser formellen Bedeutung wurden zwei solche 
"lummpii einander gleich gesetzt wenn sie durch Anwendung dui lealei 
Addition und dei allgemeinen additiven VeiknupfungsgesetzL sich bif 
denselben Ausdiuck zuruckfuhien lassen 

Betrachten wir nun zwei solche Summen von Kuflen im Eaume 
welche «ich auf diese Weise luf den^ielbeu Ausdruck zmückfuhren 
lisaen, tuid bedenken dass bei der realen Addition, weil dabei die 

) Es ist dies also als eine Eiweitecung dea Begnffa de« feleicb-wiikenfa in 
ruselien idem da' Moment belbst als eine tigeathüraliclie R.raftgrosB'' anfgefasat 
ist weklie mit andern. Kräften zusimmenwirken k'uin dadurch ist Ue m rl 
Statik so wichtige rheoiie dei luattepaare m ihrem wahipn Gesichtsj unkte a f 
gefaast. 



y Google 



202 Ai. Atsobii.Tl, Kap. 'J. Multiplikatiün dur Elemontargrösscu. §122,123. 

ICrsifte in Einer Ebene liegen, die Summe der Kräfte jedesmal der Ge- 
sammtheit der einzelnen Krüfte, welche ihre Stücke bilden, gleich- 
wirkend sei: so folgt, dasa bei jener Umwandlung der formellen Summe 
in eine ihr gleiche, jedesmal die Kräfte, welche diese Summe bilden, 
einander gleichwirkend bleiben, also ,;da3S zwei Vereine von Kräften, 
welche gleiche Summe da.rbieten, allemal einander gleiehwirkend sind", 
also auch, „dass eine Iteihc Yon Kräften, deren Summe nuU ist, im 
Gleichgewicht ist". 

Nun können wir forner jede Summe von Kräften auf Eine Kraft, 
deren Angriffspunkt wiUkührKch ist, und Ein Moment, oder auch auf 
Kwei Kräfte zurückführen. In der That, setzen wir die Summe mehrerer 
Kriifte gleich 

a.p-i- M, 
wo a ein Element, p eine Strecke, a .p also eine Kraft, M aber eine 
177 Ausdehnung zweiter Stufe, also ein Moment darstellt: so werden nach 
den oben dargestellten Sätzen beide Ausdrücke dann und nur dann 
gleich sein, wenn sie gleiche Ausweichung und von irgend einem Ele- 
mente, zum Beispiel «, gleiche Abweichung haben; es muss also dann 
p gleich der Summe aller Ausweichungen, welche die einzelnen Kräfte 
darbieten, und M gleich der Summe aller Abweichungen von dem 
Elemente a sein; da aber beide Summen stets real sind, die erste als 
Summe von Strecken, die letzte als Summe von Ausdehnungegi'össen 
zweiter Stufe in einem Systeme dritter Stufe, so lägst sieh jene Reihe 
von Kräften allemal auf die angegebene Form bringen, und zwar ist 
cc .willkührlich, dann aber p und M bestimmt. Kann man nun jene 
Kraftsumme auf den Ausdruck a .p -\- M bringen, so kann man sie 
auch auf die Summe zweier Kräfte bringen ; ist zum Beispiel M gleich 
r . s, so kann man von dem Gliede « . ji das Ghed a . s auhtrahiren 
und dasselbe Glied zu M addiren, ohne den Werth der Summe zu 
ändern, und erhält so 
m «.i, + M-».(l,-s) + (« + r).s, 

WO die rechte Seite zwei Kräfte darstellt. Da endlich zwei V'^ereine 
von Kräften, welche gleiche Summen haben, einander gleichwirkend 
sind, wie wir oben zeigten, so hat man den Satz, „dass sich jede Reihe 
von Kräften im Baume auf zwei Kräfte oder auf eine Kraft und ein 
Moment zurückführen lassen, welche ihnen gleichwirkend sind und die- 
selbe Summe liefern, wie jene Kräfte." 

Hieran schliesst sich sogleich die Folgerung, „dass mehrere Kräfte 
auch nur dann im Gleichgewicht sind, wenn ihre Summe null ist"; 
denn auf zwei ihnen gleiehwitkende Kräfte welche auch dieselbe Summe 



y Google 



Etduktiou tieliübig "violor Kräfte, GiRichgewii;hl;. Gesinumimoiiient. 203 

liefern, lassen sie sich zurückfiiliren, aber zwei Kräfte sind nach der 
zweiten Voraussetzung nur dann im Gleichgewichte, wenn ihre Summe 
null ist, alsdann wird aber auch die Summe der gegebenen Kräfte, da 
sie dieselbe ist, null sein; also ist jener Satz bewiesen. 

Wenn nun zwei Vereine von Kräften einander gleichwirkend sind, 
so müssen die des einen Vereins mit den entgegengesetzt genommenen 
Kräften des andern (nach der Definition des Gleich wir kena) zusammen- 
gesetzt Gleichgewicht geben, das heisst nach dem vorigen Satze, ihre 
Summe muss null sein, also müssen dann die Kräfte des einen Vereins 
dieselbe bumme lietem wie die des indem somit halen wii bewiesen 
das zwei Veieme ^le chwirken lei [ Kiafte uothwendig gleiche Sum 1 8 
men 1 eferu Fassen wir diesen Satz mit dem umgekehrten den wir 
voiher bewiesen haben zusammen so erhalten wir den Satz 

Dass swei Yereine ton Kiaftm dann und nur dann eincmdet gleich 
unJ^ml bind wenn ste jleiche Sumnmi 1 cfetn 

Diesei Satz beiet.htyt uns die Gt, ammtwiilun^ niehieier lii )te 
als die Wirkung ihrei '^umnie aufzntissen ■) ich hnn wem di se 
Summe ich nicht meli tl einzelne Kiaft d istcllen lisot mi hal n 
sc mit den allp,emeinen Sitz 

Zvet odm meheie Kräfte stnH ihrer Summe gleich i lend, und snd 
mir dann im Gleiehgeimclite wenn ihre Summe null ist 

Diesei Sitz umfatst alle fiuheren und erscheint als deren Eni 
resultat. 

§ 123. Allgemeine Beziehung zwischen den statischen Momenten. 
Dass nun zwei Vereine gleichwirkender Kräfte in Bezug auf jeden 
Punkt und jede Äxe gleiches^ Gcsammtmoment | haben, dass zwei Ver- 179 
eine von Kräften, welche gleiche Gesammtausweichmig und in Bezug 
auf irgend einen Punkt gleiches Moment haben, einander gleichwirkend 
sind und in Bezug auf jeden Punkt und jede Axe gleiches Moment 
haben, sind jetzt, nachdem wir einen Verein von Kräften als ihrer 
Summe gleichwirkend dargestellt haben, nur andere Ausdrucks weisen 
der von uns in der abstrakten Wissenschaft aufgestellten Sätze. — 
Wir halten uns daher mit der Ableitung jener statischen Gesetze nicht 
weiter auf, und wolien statt dessen einen allgemeinem Satz über die 
Theorie der Momente aufstellen, welcher alle Sätze, die man bisher 
über diese Theorie aufgestellt hat, an Allgemeinheit weit übertrifft, 
und dennoch durch unsere Analyse sich auf's einfachste ergiebt. 

Um diesen Satz sogleich in einer leichtf asslichen Form zu gehen, 
will ich einen neuen Begriff einführen, welcher für die . 
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der Verwaiidtschaftsbeziehungeii Überhaupt voa der gcössten Wichtig- 
keit ist. Nämlich ich sage, dass ein Verein von Grössen in d&'selbm 
Zahlenrelation stehe, wie ein anderer Verein ent^echmder Grössen, wenn 
jede Gleichheit, welche sicischm den Vielfachmsiimmen aus den Grössen 
des leisten Vereins staitßndet, auch bestehen ileiht, wenn man statt dieser 
Grössen die entsprechenden des eisten Vereins setzt. Der Satz, den wir 
hier beweisen wollen, lässt sieh nun in der Form darstellen: 
179 Die Gesammtmcmente eines Kräftevereins in Bezug auf verschiedene 
Punkte oder Axen stehen in derselben Zahlenrelation, wie diese Punkte 
oder Axen. 

Denn ist S die Summe des Kräftevereius , so ist das Gesammt- 
moment desselben in Bezug auf irgend eine Grosse Ä (sei dieselbe 
nun ein Punkt oder eine Äxe) gleich der Ausweichung des Produktes 
A . jS; sind nun verschiedene Beziehungsgrössen A, B, ... gegeben, 
und herrscht zwischen denselben eine Zahlenrelation, welche sich in 
der Form 

aA-l-hB -j = 0, 

wo fi, b, . - - Zahlengrössen sind, darstellen lässt, so wird auch, wenn 
man mit S muitiplicirt, 

n^,5 + t)C.S+--- = 

sein; diese Gleichung bleibt nun nach § 112 auch bestehen, wenn 
ISO man statt der Produkte A . S, ... ihre Ausweichungen, das heisst die 
Momente von S in Bezug auf jene Grijssen setzt; also stehen diese 
Momente in derselben Zahlenrelation, wie die Beziehungsgrössen. 

Vermittelst dieses Satzes können wir also aus den Momenten in 
Bezug auf zwei Punkte das Moment in Bezug auf jeden andern Punkt 
derselben geraden Linie finden, und ebenso aus den Momenten in Bezug 
auf drei Punkte, die nicht in Einer geraden Linie liegen, das jedem 
andern Punkte derselben Ebene zugehörige; aus den Momenten in 
Bezug auf vier Punkte, die nicht in einer Ebene liegen, das jedem 
andern Punltte des Raumes zugehörige; ferner aus den Momenten in 
Bezug auf zwei Äsen, die sich schneiden, das Moment in Bezug auf 
jede andere durch denselben Punkt gehende und in derselben Ebene 
liegende Axe; aus den Momenten in Bezug auf drei Äsen derselben 
Ebene, welche nicht durch Einen Punkt gehen, das j^der andern Axe 
derselben Ebene; und überhaupt aus den Momenten in Bezug auf eine 
Reihe von Äsen, welche in keiner Zahlenrelation zu einander stehen, 
das Moment in Bezug auf jede Axe, welche zu ihnen in bestimmter 
Zahlenreiation steht. 
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§ 124. Waiiu ein Verein von Kräften einer einzelnen Kraft 
gleichwirkt. 

Ich sehiicase diese Anwendung mit der Lösung der Aufgabe, die 
Bedingungsgleichung zu finden, welche bestehen rauss, wenn ein System 
YOn Kräften einer einzelnen Kraft oder einem Moment gleiehwirkend 
sein soll. 

In beiden Fällen wird die Summe der Kräfte S als Produkt | zweier 180 
Elementargrössen erster Stnfe dargestellt werden können, iind daraus 
folgt für diesen Fall sogleich die Gleichung 

8.8-^0, 
eine Gleichung, welcher nie genügt wird, wenn S eine formelle Summe 
darstellt; denn dann lässt sieh jS ala Summe zweier Kräfte darstellen, 
welche nicht in derselben Ebene liegen; es seien dies A und B, also 

S = Ä-\-B, 
so ist 

S.S=(A-I-B). {A -h B) 
= 2A.B, 

weil niimhch A.A und B. B null sind, A.B aber gleich B.A\ ist*); is] 
da nun A und B nicht derselben Ebene angehören, so kann auch A . B 
nicht null sein, also ist jene Gleichung 
Ä.S=0 
die nothwendige, aber auch ausreichende Bedingungsgleiehimg für den 
Fall, dass S eine einzelne Kraft oder ein einzelnes Moment darstellen 
soll; und zwar wird sie ein Moment darstellen, wenn die Ausweichung 
von S null ist, im entgegengesetzten Falle eine Kraft von geltendem 
Werthe. 
Ist 

S^A + B-\'C+---, 
so wird 

S.S=2A.B-\-2A.C+2B.C-\- ■■■, 
also gleich der Summe aus den Produkten zu zwei Faktoren, die sieh 
aus den Stücken bilden lassen**) Daiaus folgen sogleich die Satze 

Ein IweiW vjn Kräften i'if tiann und nu> dann einer etnsdnm 
Kraß oder einem emselnen Moment gleichimrl end uenn die Summe det 
Produkte eil "iiei Fc^ioun, tielrhe wä ffiio den Kräften hlden lassen, 
null ist. 

*) Nämlich weil 4 und B Uiossen zweiter, also gerader Stufe siad, welclio 
sioh na li § 55 ohne Zeichenwechael TertauBchea lassen. 

**) Nl.mli(,h gleich ler einfachen Summo, wenn man die Produkte A.B 
aid B All ^ci hieden gel ildete hetrachtel. 
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Ferner 

Zivei Vereine von Kräften IcÖnnm nur dann einander gleichmricend 
181 sein, wenn die FroduJtte m stvei Faktoren, welche sich j aus den Kräften 
des einen V&-eins bilden lassen, gleiche Stimme liefern wie die aus den 
Kräften des andern (/ebildeten. 

Diese Sätze bleiben auch noch beateben, wenn man statt der Pro- 
dukte zweier Kräfte überall ibi'e seebaten Tbeile, nämlich die Pyra- 
mideUj welche die Kräfte zu gegenüberliegenden Kanten habe]), einführt. 



Drittes Kapitel. 
Das eingewandte Produkt*). 

A. Theoretische Entwickeluiig. 

§ 125. Pormelle Erklärung des eingewandten Produktes; 
Grad der Abhängigkeit und der Multiplikation. 

sa Der Begriff des Produktes als eines äusseren bestand darin, dass 
jedes Stück eines Faktors, welches von dem andern Faktor abhängig 
war, ohne Werthänderang des Produktes weggelassen werden konnte, 
worin zugleich lag, dass das Produkt zweier abhängiger Grössen null 
sei. Reale Grössen, das heisst solche, die sich als Produkte aus lauter 
einfachen Faktoren darstellen lassen, wurden dann „von einander un- 
abhängig" genannt, wenn Jeder einzelne Faktor derselben ganz ausser- 
halb desjenigen Systems lag, was durch die übrigen Falctoren bestimmt 
war, oder, mehr abstrakt ausgedrückt, wenn keine Grösse, die dem 
Systeme von einer der Grössen angehört, zugleich dem durch die 
sämmtlicben übrigen bestimmten Systeme angehört. Da nun diese Be- 
stimmung, welche das Produkt als ein äusseres charakterisirt, nicht 
in dem Begriffe des Produktes an sich hegt, ao muss es möglich sein, 
den allgenieinen Begriff des Produktes festzuhalten, und doch jene 
Bestimmung aufzugeben, oder durch eine andere zu ersetzen. Um nun 
diese neue Bestimmung aufzufinden, müssen wir, da nach ihr auch 
das Produkt zweier abhängiger Gtrössen soll einen geltenden Werth 
haben können, die verschiedenen Grade der Abhängigkeit untersuchen. 
Wenn zwei Systeme höherer Stufen überhaupt von einander ab- 
hängig sind, so wird es Grössen geben, welche beiden zugleich ange- 
hören. Da nun jedes System, welches gewisse Grössen enthält, auch 

'■) Vgl, zu [liesem Kapital den Kwciten Aiiliang, (1877.) 
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8ämmtliche von ihnen abhängige G-rössen, das heisst das ganze durch 
aie bestimmte System, also auch das äussere Produkt jener Grössen, 
enthalten muss, so folgt, | dass Systeme, welche gewisse Grössen ge-l82 
meinschaftlich enthalten, auch das ganze durch diese Grössen bestimmte 
System, also auch das äussere Produkt derselben, gemeinschaftlich ent- 
halten werden ; nach der Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen Systemea 
wird nun auch der Grad der Abhängigkeit bestimmt werden köimen, 
und wir werden sagen können, zwei Systeme seien im vi-ien Grade 
von einander abhängig, wenn sie ein Systeni m-ter Stufe gemein- 
schaftlich enthalten, und ebenso, zwei reale Grössen seien im m-ten 
Grade von einander | abhängig, wenn die durch sie bestimmten Systeme 183 
es sind, oder wenn sie sieh auf einen gemeinschaftlichen Faktor )w-ter 
Stufe bringen lassen (imd auf keinen höheren). Dies letztere nämlich 
folgt aus dem Vorhergehenden, da nach § 61 jede Grösse, welche dem 
durch eine andere Grösse bestimmten Systeme angehört, auch als Paktor 
der letzteren angesehen werden kann*). 

Jedem Grade der Abhängigkeit nun entspricht eine Art der Multi- 
plikation; wir fassen alle diese Arten der Multiplikation unter dem 
Namen der eingewandten Multiplikation zusammen, und verstehen 
ins Besondere imter dem eingewandten Prodvkt m-ter Stufe dasjenige, 
in welchem ohne Werthänderung desselben in jedem Faktor nur ein 
solches Stück weggelassen werden kann, welches von dem andern 
Faktor in einem höheren, als dem «i-ten Grade abhängig ist; und 
zwar nennen wir das eingewandte Produkt m-ter Stufe ein reales, 
wenn die Faktoren wenigstens im m-ten Grade von einander abhängen, 
hingegen ein formales, wenn in einem niederen **J. Der Werth des 
eingewandten Produktes besteht dann eben in demjenigen, was bei 
jenen verstatteten Aenderungen konstant bleibt. Nur das reale Pro- 
dukt ist es jedoch, was wir hier der Betrachtung unterwerfen, indem 
das formale eine andere Behandlungs- und Bezeichnungaweise erfordert, 
und überdies von viel geringerer Bedeutung ist. 

Das reale eingewandte Produkt hat nun entweder einen geltenden 
Werth, oder es ist null, und zwar wird es nicht nur, wie jedes Pro- 
dukt, null, wenn ein Paktor es wird, sondern auch, wenn die | beiden 183 
Faktoren in einem höheren Grade von einander abhängen, als die Stufe 
der eingewandten Multiplikation beträgt. Nämlich dies letztere folgt 

*) Ton den unabliängigea Grössen ■würden wir also sa^en können, sie seien 
im nullten Grade, das heisst eben gat nicht abhängig von einander. 

**) Der formale Begriff des eingewandten (regressiven) Prodnktea ist in der 
Ausdehnvu^slehre von 18öa als inifrucMbac aufgcgetion und dadurch die gan^e 
Sache vereinfacht worden. (1877.) 
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daraus, daas man dann einen Faktor als Summe betrachten kann, deren 
eines Stück null und deren anderes er selbst ist, und dass man dann 
nach der vorhergehenden Definition dies Stück weglassen darf, wo- 
durch das Produkt gleich Null erscheint. 

§ 126. Beziehung zwischen dem gemeinBchaftliohen und dem 
näohstumf aasenden Systeme. 

Um die Bedeutung des realen eingewandton Produktes darlegen 
zu können, haben wir das Nnllwerden desselben abhängig zu machen 
184von dem Systeme, welchem beide Faktoren | angehören, während wir 
es bisher von dem gemeinschaftlichen Systeme beider Paktoren oder 
von dem Grade ihrer gegenseitigen Abhängigkeit bedingt sein Hessen. 
Wir stellen uns üu dem Ende die Aufgabe: „Wenn das zweien 
Grössen gemeinschaftliche System gegeben ist, das sie zunächst um- 
fassende System, das heisst das niedrigste*) System, welchem beide 
zugleich angehören, zu finden." 

Wir erinnern hierbei daran, dass eine Grösse einem Systeme dann 
und nur dann angehört, wenn sie einer andern Grösse, die dies System 
darstellt, untergeordnet ist, das heisst, sich dieselbe als äusserer Faktor 
dieser letzteren Grösse darstellen lässt. Wenn daher A und B die 
beiden Grössen sind, und C ihr gemeinschaftliches System darstellt, 
so wird sich C als äusserer Faktor sowohl yon A als von 13 darstellen 
lassen, also zum Beispiel B auf die Form CB gebracht werden können. 
Indem wir C als das gemeinschaftliche System für A und B setzen, 
80 meinen wir damit nach dem vorigen Paragraphen, dass C alle 
Grössen in sieh enthalte, welche dem A und B gemeinschaftlich an- 
gehören, aber auch keine andern. Daraus folgt, dass D keine Grösse 
mit A gemeinschaftlich haben kann, weil sonst auch OD, das heisst 
B noch Grrössen mit A gemeinschaftlich haben würde, welche nicht 
dem Systeme von C angehörten, wider die Annahme. Da nun hier- 
nach A und D von einander unabhängig sind, das Produkt AD also 
als äusseres einen geltenden Werth hat, so werden zuerst beide Grössen 
A und B diesem Produkte AD untergeordnet sein, indem A unmittel- 
bar als äusserer Faktor desselben erscheint, von den beiden Faktoren 
der Grösse B oder CD aber der eine C in J. enthalten ist, der andere 
184 unmittelbar in | jenem Produkte AD erscheint, also auch B selbst als 
äusserer Faktor dieses Produktes darstellbar ist. Dass es aber keine 
Grösse von niederer Stufe giebt, welcher beide Grössen A und B imter- 

*) Darunter ist natürlich (las Systcro, was die kleinste Stufenzalil hat, zu 
verstehen. 
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geordnet sind, folgt sogleicii, da eine solche Grösse sowohl A als D 
zu äusseren Faktoren haben muss, also, da beide von einander unab- 
hängig sind, auch ihr Produkt AD (§ 125) als äusseren Faktor ent- 
halten muss. Also stellt^i) da.'s jene Grössen A und B zunächst um- 
fassende System dar, und die Autgabe ist gelost Hierin hegt der Satz: 

Wenn zwei Grössen Ä und S ah huchbfpu ijenitiiibdiajthchin FaUor i85 
eine Grösse C haim, und man setzt eine derselben, sunt Beispiel B, gleich 
dem äusseren Produld GD, so steJlt das Ftodukt det andern in die 
Grösse B, nämlich das P/oduht AD, rfus nadistumfassende SysteiH da). 

Bezeichnen wir die Stufenzahlen der vier Grossen A, B C, D 
mit den entsprechenden kleinen Buchstaben, die des nichstumfass enden 
Systemes mit u, so haben wii n gl' ich (( -j- d odfi 1 1 B = ( D ilso 
ö = c + rf ist, 

M = ffl + 6 — e; 
oder 

u-\-c = a-^h, 
oder 

c = a -{-h — M, 
das hcisst: 

Bie Stufenmhlen zweier Grössen sind gusammengenommen ebenso 
gross, als die Sbafmsahl des ihnen gemeinschaßHchen Systemes und die 
des sie mnächst wmfassenden msammengenommcn; 
oder 

aus der Stufmzakl des gemeinschaftlichen Systems eweier Grössen 
findet man die des nächstumfassenden, indem man jene von der Summe 
der Stufensahlen, welche jenen einzehimi Grössen mgehören, suhtrahirt; 
oder 

aws der Slufenzdhl des zwei Grössen zunächst umfassenden Systemes 
findet man die des gemeinschaftlichen durch Subtraktion der erskren von 
der Summe der Siufemahlen beider Grössen. 

In der letzten Form ist dieser allgemeine Satz besonders für die 
Anwendung bequem, wie sich leicht zeigt, wenn man ihn auf diois 
Geometrie zu Übertragen versucht.*) 



*) Betrachte ich aum Beispiel die Ebene als das nächstumf aasende System 
zweier Linien, so wird, da jene ab Elementarsystem von dritter, diese von zweiter 
Stufe sind, Aas gemeinschaftliche System von (3 -1-2 — 3)-ter, das heisst von 
erster Stufe sein, und somit entweder durch einen Puntt oder durch eine Eich- 
tung dargestellt sein. Somit haben wir dann den Sats: „Zwei gerade Linien, 
welche in derselben Ebene Hegen, ohne ausammenauf allen, ächneiden sich ent- 
weder in Einem Punkte oder laufen parallel." Wird der Eaum als näclietum- 
fassendes System gedacht, so haben wir die Sätze: „Zwei Ebenen, welche nicht 
zusanmienf allen, schneiden sieh entweder in einer geraden Linie, oder liegen ein- 

Grnssmaun, Werke, I. 14 
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§ 127. Einführung des Beziehnngssyst eines. 
1S6 Es hatte uach § 125 ein eingewandtes Produkt zweier geltenden 
Wertlie dann und nur dann ■wiederum einen geltenden realen Werth, 
wenn die Stufe des ihnen gemeinschaftliehen Systems gleich war der 
Stufe der eingewandten Multiplikation, oder, mit Anwendung dea im 
vorigen Paragraplien bewiesenen Gesetzes, wenn die Stufe des näclist- 
umfassenden Sjsteme'^ und die der eingewandten Multiplikation zu- 
sammen gleich der Stufen'äumme beider Faktoren sind. 

Nennen wir nun im Allgemeinen diejenige Zahl, welche die Stufe 
der eingewandten Multiplikation zur Stufenaumme beider Paktoren er- 
gänzt, die Beziehungszahl des eingewandten Produktes oder der 
eingewandten Multiplikation, so folgt, dass das eingewandte Produkt 
zweier geltenden Werthe nur dann und immer dann einen geltenden, 
realen Werth liefert, wenn die Stufe des nächstumfassenden Systemes 
gleich der Beziehungazahl dea Produktes ist. Wurde die Stufenzahl 
des gemeinschaftlichen Systemes grösser als die Stufe der eingewandten 
Multiplikation, so wurde das Produkt nach § 125 null, wurde sie 
kleiner, so erhielt das Produkt einen bloss formalen Werth. Bleiben 
nun die Stufen beider Faistoren dieselben, so wird, wenn die Stufe 
des gemeinschaftlichen Systemes wächst, die des imchstumfas senden 
Systemes abnehmen und umgekehrt, weil beide eine konstante Summe 
haben, nämlich die Stufensumme beider Faktoren. Daraus folgt, dass 
ein eingewandtes Produkt zweier geltender Werthe null wird, wenn 
186 die Stufe des sie zunächst umfassenden | Systemes kleiner wird als 
die Beziehungszahl; und einen formalen Werth erhält, wenn sie 
grösser wird. 

Wenn also ein System von A-ter Stufe gegeben ist, und wir 
wissen, dass alle in Betracht gezogenen Grössen diesem Systeme als 
Hauptsysfcem (s, § 80) angehören, so sind wir auch sicher, dass das 
eingewandte Produkt, dessen Beziehungszahl h ist, einen realen Werth 
haben werde. Wir nennen dann diese eingewandte Multiplikation eine 
auf jenes System bezügliche, und nennen dies System das Be- 
ig/ziehungssystem | des Produktes*), und wenn diesem Beziehungs- 
systeme zugleich beide Paktoren angehören, so nennen wir dasselbe 
auch (der früheren Benennungs weise gemäss) das Hauptsystem des 

ander parallel"; „eine Linie, welche nicht gana m flintir Ebene liegt, schneidet 
diese entweder in einem Punkte, oder liegt nut ihr p^ralIel „zwei Eheaeo, welche 
nicht parallel sind, haben eine Eiehtung, al er amh nui Eme genieinsohaftlich," 

'•) Die Stufenzahl dieses Sjstemea i t elen lie Zihl, die wiv oben Be- 
ziehungazahl nannten. 
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Produktes. Dann können wir sagen, das eingewandte Produlct sei immer 
ein reales, wenn die Faktoren dem Beziehimgssysteme angehören, es 
sei zugleieh von geltendem Werthe, wenn das die Faktoren zunächst 
umfassende System zugleich das Beziehungssysfcem des Produktes ist, 
und es sei null, wenn das näehstumfassende System beider Faktoren 
dem Beziehimgssysteme des Produktes untergeordnet und [also] von 
niederer Stufe ist. 

§ 128. Dadurch ist die Einheit der äussei-en und der eingewandten 
Mnltiplikation vermittelt. 
Das äussere Produkt aweier geltender Grössen zeigte sich nach 
§ 55 dann als null, wenn sie von einander abhängig sind, das heisat, 
wenn die Stufe des sie zunächst umfassenden Systemes kleiner ist als 
die Stufensumme der beiden Paktoren; oder, da wir für das äussere 
Produkt jedes System, welchem die Faktoren untergeordnet sind, und 
dessen Stufenzahl grösser oder eben so gross ist, wie jene Summe, als 
Beziehungs System ansehen können, so können wir, das Gesetz des 
vorigen Paragraphen erweiternd, sagen: 

Ein Produkt ewder geltenden Werthe ist dann und nur dann null, 
wenn die Faktoren von einander abhängig sind, und zugleich ihr nächst- 
umfassendes System niedriger ist als das Begiehungssystem. 

Hierin liegt dann zugleich, „dass ein solches Produkt nur dami 
einen geltenden Wertb hat|, wenn entweder beide Faktoren von ein- 
ander unabhängig sind, oder ihr näehstumfassende s System das Be- 
zieh ungssystem ist." Und zwar ist im ersteren Falle das Produkt ein 
äusseres, im letzteren ein eiagewandtes. Wenn beide Bedingungen | zn- ist 
gleich eintreten, das heiast beide Faktoren von einander unabhängig 
sind und zugleich ihr näehstumfas sende a System das Beziehungssyatem 
ist, so kann die Multiplikation nicht nur als äussere, sondern auch als 
eingewandte nullten Grades aufgefasst werden. Dadurch erweitert sich 
der zweite Satz des vorigen Paragraphen zu folgendem Satze: 

Wenn in einem Produkte zweier geUendmt Werthe die Stufensumme isy 
dei' Faktoren Meiner ist als die Seniehungsnahl, so ist das Prodidd ein 
äusseres; ist jene Summe grösser, so ist das Produkt ein eingewandtes 
und zwar von so vielter Stufe, als der üeberschuss jener Summe über die 
Besiekungssahl ieträgt ; ist endlich jene Sumine dieser Zahl gleich, so kann 
das Produkt sowohl als äusseres, wie auch als eingewandtes nullter Stufe 
betrachtet werden. 

Durch die Einführung des Beziehungssystemes oder des Haupt- 
aystemea haben wir somit den wichtigen Vortheü errui^en, dasa es 
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nun, wenn einmal das Beziehung 3 syatem als Hauptsjstem feststellt, 
nicht mehr nöthig ist, für das Produlft zweier Grossen die Mnlti- 
plikationsweise noch besonders festzustellen, daas es daher nun auch 
als überflüssig erseheint, die äussere Multiplikation von der einge- 
wandten, oder die verschiedenen Grade der letzteren durch die Bezeich- 
nung zu unterscheiden.*) 

§ 129. Das eingewandte Produkt in der rorm der Unterordnung. 

88 Um nun den geltenden Werth eines lealen emgewandten | Pro- 
duktes in einen eiufaehen Begriff zu fassen, müssen wir für das ge- 
gegebene Produkt, dessen Werth zu ermitteln ist, alle Formen anf- 
auchen, in welchen es sich yermoge der in der Definition festgesteUteu 
formellen Multiphkationsge setze darstellen läsat, ohne seinen Werth 
zu ändern. Das, was dann allen diesen Formen gemeinschaftlich ist, 
wird den Werth dieses Produktes unter einen einfachen Begriff gefasst 
darstellen. 

[89 Die yermoge der | Definition verstatteten Formänderungen sind 
erstens die allgemein multiplikative, dass man die Falrtoren in umge- 
kehrtem Verhältnisse ändern darf, und zweitens die besondere, dass 
man aus dem einen Faktor ein Stück weglassen darf, was TOn dem 
andern Faktor in einem höheren Grade abhängt, als die Stufe des ein- 
gewandten Produktes beträgt; oder, aufs Beziehungs System zurück- 
geführt, dass man aus dem einen Faktor ein Stück weglassen darf, 
welches mit dem andern Faktor zusammen von einem Systeme um- 
fasst wird, dessen Stufe kleiner ist als die Beziehungszahl. 

Als einfachster Fall erscheint der, wo der eine Faktor das Be- 
ziehnn^system darstellt, der andere also ihm untergeordnet ist, oder 
kürzer ausgedrückt, wo das Produkt in Form der Unterordnung 

*) Zugleich haben wir hierdurch den Vortteil einer leichteren Anwendbar- 
keit auf die Eaumlekre gewonnen. Betraohteu wir zum Beispiel die Ebene, alao 
ein Blementarsystem. dritter Stufe, als Hauptsjatem, wie dies überall in der Plani- 
metrie geschieht, so wird das Produkt zweier ElementargrOssen in Bezug auf dies 
System dann und nur dann null sein, ■wen» sie von einander abhängig sind nnd 
zugleich einem System zweiter Stufe angehören, das heisst, wenn sie Punkte oder 
Richtungen gemeinschaftlich haben und zugleich in Einer geraden Linie liegen. 
Betrachten wir ferner den Raum, das heisst also ein Elementarsystem vierter 
Stufe als Hauptsystem, wie dies in der Stereometrie als solcher geschieht, so wird 
das darauf bezügliche Produtt zweier Elementargrössen dann und nur dann null 
sein, wenn aie in derselben Ebene liegen und zugleich TOn einander abkängig 
sind, das heisst Punkte oder Richtungen gemeinschaftlich babcn; znm Beispiel 
das Produkt zweier Liniengrössen, welche sich schneiden oder einander parallel 
sind, das zweier Ebenen, wenn sie in einander liegen, und so weiter. 
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erscheint. Da hier das nächstumfassende Systeiu immer zugleich das 
Bezdehungssystem ist, so kinm keinem der Faktoren ein geltendes Stück 
hinzugefügt werden, ohne den Werth des Produktes zu ändern. Die 
einzige Formänderung, welche den Werth des Produktes ungeändert 
lässt, iat daher die allgemein multiplilcatiTe, dass nämlich die Faktoren 
sich in umgekehrtem Verhältnisse ändern dürfen, also 

j4 . Ji = mÄ . — 

gesetzt werden kann, wenn m irgend eine Zahlengrösse darstellt. Es 
bleihcn somit bei aJlen verstatteten Formänderungen die Systeme der 
beiden Faktoren konstant, und ihre Girösse ändert sich dabei nur in 
umgekehrtem Verhältnisse. Die Zusammensehauung beider Systeme 
nehsfc dem auf beide Faktoren auf multiplikative Weise zu vertheilenden 
Quantum bildet daher den Werth jenes Produktes. 

§ 130 — 132. Beale Bedeutung des eingewandten Produktes; der 
auf ein Hauptmass Ijezügliclie eigenthümliehe "Werth desselben. 

§ 130. 

Sind in dem aUgemeineren Falle A und B die beiden Faktoren 
des eingewandten Produktes, und stellt die Grösse C, deren Stufen- 
zahl c sei, das beiden Faktoren gemeinschafthche System dar, so wird, 
wenn S gleich CD gesetzt wird, AI) nach § 1'26 | das nächstum- isg 
fassende System, also auch nach § 128, wenn das Produkt nicht null 
ist, das BezieLungssystem darstellen.*) 

Nun zeigten wir in § 129, dass dann ausser der allgemeiiien 
multiplikatiTen | nur die Formänderung verstattet ist, dass der eine 390 
Faktor CD um ein Stück wachse, welches von dem andern Faktor A 
in einem höheren als dem c-ten Grade abhängig ist. Es ist klar, dass 
dies Stück nicht mit CD gleichartig sein dürfe, weil ein solches mit 
Ä in demselben Grade der Abhängigkeit stehen würde, wie CD seihst; 
es muss also mit CD ungleiehart^ angenommen werden. Für die Ad- 
dition der ungleichartigen Grossen hatten wir einen realen und einen 
formalen Begriff aufgestellt, von denen der erstere dann eintrat, wenn 
beide zu addirenden Grössen auf eine solche Weise in einfache Fak- 
toren zerlegt werden können, dass sie alle bis auf Einen Faktor ge- 
meinschaftlich enthalten. Da nun die formale Addition nur als abge- 
kürzte Schreibart auftrat, so werden wir die Bedeutimg unseres Produktes 
schon auffinden, wenn wir nur die reale Addition berücksichtigen, und 

■") Wir setzen hier natarlioli; Tomus, dass das Produlrt niolit null sei, weil 
für den Fall, dasB es null ist, keine Ermittelung seines Werthes mehr nötliig ist. 
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also annehmen, das hinznzuaddirende Stück habe mit CD alle eüifaclieii 
Faktoren mit Ausschluss Kines solchen gemeinschaftlich. Dieser Eine 
einfache Faktor nun wird, da das hinzu zu addir ende Stück von A in 
einem höheren als dem c-ten Grade abhängen soll, nothwendig dem 
Systeme von Ä angehören, während unter den übrigen einfachen Fak- 
toren nothwendig die sämratlichen einfachen Falitoren von C vorkom- 
men müssen. Es wird sich also dies Stück in der Form GE darstellen 
lassen müssen, wo E von A abhängig ist. Hiemach wird nun das 
Produkt in der Form 

A . {CD + CE) 
oder 

A . C {]) + F,) 

erscheinen, wo E von A abhängig ist. Vergleichen wir nun diu beiden 
Produlite 

A.CD = A.G{D-\-E), 

so stellt AT) das nächstumfassende System für die Faktoren des ersten, 
A {!) + -E) das für die Faktoren des zweiten Produktes dar; und da 
E von A abhängig, also 

AD = A{T>-{-E) 
190 ist, so ist auch das nächstumfassende System für beide Produkte dasselbe. 
Ausser dieser Formänderung ist nur noch die allgemein multi- 
plikative verstattet, dass die Faktoren sich in umgekehrtem Zahlen- 
verhältnisse ändern. Da hierdurch die Systeme der Faktoren nicht ge- 
i9J ändert werden, also das gemeinsehaftUche und das | imchstumfassende 
System auch bei dieser Formänderung dieselben bleiben, so bleiben 
die genannten Systeme überhaupt bei jeder Formänderung des Pro- 
duktes dieselben und gehören also zu demjenigen, was den konstanten 
Werth dieses Produktes ausmacht. Setzt man den gemeinachafthchen 
äusseren Faktor C als den mittleren, so dass das Produkt, wie wir es 
schon oben darstellten, in der Form 

A.CB 
erscheint, so giebt das Produkt der äusseren Faktoren A D das nächst- 
umfassende System; und es stellen dann also sowohl der mittlere 
Faktor als das Produkt der beiden äusseren AI) konstante Systeme dar. 
Vergleichen wir beide Grössen G und A D auch ihrem Werthe nach, 
so haben wir nicht bloss diejenigen Umgestaltungen zu berücksichtigen, 
durch welche der Werth der euigewandten Faktoren A und GD, aber 
nicht der ihres Produktes A . CD geändert wird, sondern auch die- 
jenigen, welche den Werth des äusseren Produktes CD und das System 
seines ersten Faktors ungeändert lassen, Vermöge der ersten Art der 
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ümgestaltuBg konnte CD um ein Stüek CE waelisen, in welchem J? 
von A abhängig ist, vermöge der zweiten kann D um ein von C ab- 
hängiges Stßek wachsen, welches dann gleichfalls von A abhängig sein 
mnas, weil C dem A untergeordnet ist. Bezeichnen wir daher auch 
dies Stück mit E, so verwandelt sich in beiden Fällen das Produlit 
A . CD in das ihm gleiche A . C {D -\- E). Da nun E von A ab- 
hängig, also 

A{I)-{-S)=^Al) 
ist, so ist in beiden Produkten sowohl der Worth des mittleren Fak- 
tors, als auch der Werfch des Produktes aus den äusseren Faktoren 
derselbe geblieben. Ausserdem ist nun bei beiden Arten der Umge- 
staltung nur noch die aligemeine multiplikative Formänderung, nach 
welcher sich die Faktoren in umgekehrtem Verhältnisse ändern können, 
anwendbar. Wendet man diese Aenderung bei beiden Arten der Um- 
gestaltung an, 80 wird jedesmal, wenn dem einen Paktor eine Zahl 
als Faktor hinzugefügt wird, einem andern dieselbe j Zahl als Divisor I9i 
hinzugefügt werden müssen; also auch, wenn von den drei Paktoren 
des Produktes einer, zum Beispiel C, iw-mal grösser wnd, so muss 
das Produkt der beiden andern m-mal kleiner werden, das heisst, C 
und AD müssen sich dann im umgekehrten Verhältnisse | ändern.*) i9S 
Da nun hierin zugleich schon liegt, dass ihre Systeme konstant bleiben, 
so können wir als Resultat der bisherigen Entwictelung den Satz aus- 
sprechen, „dass, wenn ein eingewandtes Produkt auf den Ausdruck 
A . CD gebracht ist, in welchem der mittlere Faktor G das den beiden 
Faktoren des eingewandten Produktes, A und CD, gemeinschafthche 
System darstellt, dann C und AD, das heisst der mittlere Faktor und 
das Produtt der beiden äussern sich nur im umgekehrten Verhält- 
nisse ändern können, wenn das ganze Produkt konstanten Werth be- 
halten soll." 

S 131. 
Um die Bedeutung des eingewandten Produktes vollständig zu 
gewimien, bleibt noch die Frage zu beantworten, ob diese beiden 
Systeme, die durch den mittleren und durch das Produkt der äusseren 
Faktoren dargestellt sind, nebst dem auf sie in multiplikativer Weise 
zu vertheilenden Quantum, dasjenige, was bei ungeändertem Werthe 

*) Gett zum Beispiel ;1 über in mJ., so wird OD übergeiien in oder 

C — ; geht ZTigleicli über in nC, so gellt — über in ; das Produkt der 

äusseren. Faktoren AI) ist dann übergegangen in , während G in nC über- 
gegangen ist. 
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des eingewandten Produktes konstant bleibt, vollständig darstellen, 
oder mit andern Worten, ob, wenn sieh jene Grössen C und AD in 
umgekehrtem Verhältnisse ändern, das Produkt A . CD stets konstanten 
Wertb behalte, vorausgesetzt, dass der mittlere Faktor C unausgesetzt 
das den beiden Faktoren A und CD gemeinschaftliche System darstelle. 
Dass dies in der Thai der Fall sei, können wir leicht beweisen, 
wenu wir noch voraussetzen, dass die eingewandten Faktoren gleiche 
Stufenzah! behalten. Zu dem Ende seien A.CD und A.G'D' zwei 
solche Produkte, in welchen der mittlere Faktor C oder C das den 
beiden eingewandten Faktoren A und CB oder Ä und CD' gemein- 
schaftliche System darstellt. Wir setzen voraus, dass heim Uebergange 
aus dem einen Ausdrucke in den andern AD sich im umgekehrten 
193 Verhältnisse geändert habe | wie C (worin schon liegt, dass ihre Systeme 
konstant geblieben sind), und dass die Stufenzahl von A und die von 
CD dieselben geblieben seien. Wir wollen zeigen, dass beide Produkte 
A.CD und M.C'D' einander gleich seien. 
^^^ Zunächst können wir | das letztere auf die Form bringen, dass 
der mittlere Faktor derselbe sei, wie in dem ersten Produkte, wodurch 
dann auch das Produkt der beiden äusseren in beiden gleichen Werth 
erhalten wird. Es sei dann das letztere Produkt übergegangen in 
A^.CD^^, so haben wir nun die einfachere Voraussetzung, dass 

AD^ A^D^ 
ist, und A und A^ ebenso wie D und Z), von gleicher Stufe sind; und 
zu beweisen bleibt dann nur, dass 

A.CD = A^. CD, 
sei. Zwei gleiche äussere Produkte, deren entsprechende Faktoren gleiche 
Stufenzahlen haben (wie hier AD und A^D^, müssen aber durch eine 
Reihe von Formänderungen aus einander eizeugbar sein, welche theils 
darin besteten, dass die Faktoren sich in umgekehrtem Verhältnisse 
ändern, theils darin, dass der eine Faktor um ein von dem andern 
abhängiges Stück wächst. Bei der ersten Aenderungaart ist unmittelbar 
einleuchtend, dasa sich auch der Werth des eingewandten Produktes 
A.CD nicht ändere- Bei der letzten kann entweder Z) um ein von A 
abhängiges Stück, oder A um ein von D abhängiges wachsen. Geht 
also zuerst D in D + -E über, wo E von A abhängig ist, so geht 
A.CD m A.O{D^E) oder in A.(CD+CE) über. Da hier E 
von A abhängig, C aber dem A untergeordnet, also im c-ten Grade 
von ihm abhängig ist, so ist CE in. einem höheren als dem c-ten 
Grade von A abhängig, kann also als Stück des andern Faktors weg- 
i werden, es ist also der Werth des Produktes noch i 
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gelDlielieii. Zweitens konnte der Faktor A um ein von 1) abhängiges 
Stück wachsen. Es sei A gleich CJ, &■> muss nun, wenn G noch 
immer, wie wir voraussetzten das gemeinschaftliche System darstellen 
soll, das Wachsen des Fiktois Ä um ein von D abhängiges Stück 
dadurch bewirkt werden, das« F um an von D abhängiges Stück 
wächst; dies wird dann, -vi^ demselben Grunde wie vorher der Zu- 
wuchs Ton 2), den Werth des e^^nzen 1 loduktes umgeändert lassen. 

Somit sehen wir, dasa bei allen Aendenngen, welche den Werth 
des mittleren Faktors und den des Pioduktes ^ der beiden äusseren un-l93 
geändert lassen, auch der Werth des gesammten Produktes ungeändert 
bleibt; oder, indem wir noch einen Schritt weiter zurückgehen, dass, 
wenn sich jene Grössen C \ und J.Ü in umgekehrtem Verhältnisse i94 
ändern, der Werth des Produktes A . CD unter der Voraussetzung, dass 
die Stufenzahien von A und CD dieselben bleiben, sich nicht ändere. 
Fassen wir hiermit das Resultat des vorigen Paragraphen zusammen, 
so können wir s^en, „der Werth eines eingewandten Produktes bestehe, 
wenn die Stufenzahlen der Faktoren gegeben sind, in dem gemein- 
schaftlichen und nächstumfassenden Systeme beider Faktoren nebst dein 
auf beide Systeme mnltiplikativ zu vertheilenden Quantum," 

§ 1^2. 
Es erscheint hiemach der Begriff des eingewandten Produktes 
noch abhängig von den Stufenzahlen, sofern nach den bisherigen Be- 
stimmungen zwei Produkte noch nicht als gleich betrachtet werden 
konnten, so lange ihre Faktoren ungleiche Stufenzahl besaeseu. Diese 
Abluingigkeit des Begriffes von den Stufenzahlen führt in denselben 
eine Beschränkung hinein, welche der Einfachheit des Begriffs schadet 
und der analytischen Behandlung widerstrebt. Indem wir daher diese 
Beschränkung aufheben, setzen wir fest, dass swei &,ngewanäte Fro- 
dukte von gdfendem Werthe A.CD und Ä.C'D', in welchen die beiden 
letzten FaMormi durch ämsere MuitipWcation verknüpft mtd, der mitüere 
cAer das dm beiden eingewandten Faktoren {A und CD, oder Ä' tmd 
CD') gemeinsdiaftlidie System darstellt, einander gleich seien, sobald 
■iäKrhaiipt das Trodulit der äusserst&n Faktoren tmd der mittlm'e in beiden 
Ausdrücken gleich sind, oder in umgeicehrtem Verhältnisse stehen, gleich 
viel, ob die Stufenzahien der entsprechenden Faktoren übereinstimmen 
oder nicht.*) Namentlich können wir durch diese Bestimmung jedes 

*) Zu einer solchen erweiterten Deflnitioa sind wir berechtigt, da über die 
Vergleichuug von eingewandten Produkten mit ungleichen Stufenzahien ihrer 
Faktoren noch nichts festgesetzt ist. Wir sind dazu gedrungen, wenn wir der 
Wissenschaft die ihr gebührende Einfachheit erhalten wollen. 
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eingewandte Produkt auf die Form der Unterordnung (s. § 129) 
bringen. 

In der That ist hiernach 

Ä.CD^AD.C, 
wenn iiQ ersten Produkte C nnd D durch äussere, A und CD durch 
eingewandte Multiplikation verknüpft sind, und C das gemeinschaft- 

194 liehe I System der beiden eingewandten Faktoren darstellt. Denn in 
dem letzten Ausdrucke kann AD als erster, G als mittlerer und die 
Einheit als letzter Paktor TOrgeatellt werden, welcher mit C (nach 

Wd [Absehn. I,] Kap. 4) durch 'äussere Multiplikation verknüpft ist, wäh- 
rend G noch das gemeinschaftliche System darstellt. In dieser Form 
aufgefasst bietet der zweite Ausdruck dasselbe Produkt der äusserstcn 
Faktoren imd denselben mittleren Faktor dar, wie der erste, und beide 
sind somit einander gleich. 

Noch habe ich hier daran zu erinnern, dass, wenn das Produkt 
der äussersten Faktoren von niederer Stufe ist als das Beziehungs- 
system, dann beide Produkte gleichzeitig null werden (nach § 127), 
also auch filr diesen Fall ihre Gleichheit bewahrt bleibt. Nehmen wir 
endlich einen bestimmten Theil S des Hauptsystems als Hauptmass 
(§ 87) au, so können wir jedes auf jenes Hauptsystem bezügliche ein- 
gewandte Produkt auf die Form bringen, dass der erste Faktor das 
Hauptmass wird. Nämlich wir können nach dem vorher Gesäßen jedes 
solche Produkt, wenn es einen geltenden Werth hat, auf die Form 
bringen, dass der erste Faktor das Beziehungssystem oder hier das 
Hauptsystem darstellt, also auch, da wir die Faktoren in umgekehrtem 
Verhältnisse ändern können, auf die Form, dass der erste Faktor irgend 
ein bestimmter Theil des Hauptsystems, also auch dass er das Haupt- 
mass wird. Ist das eingewandte Produkt null, so können vrir den ersten 
Faktor beliebig setzen, wenn nur der zweite null ist, also kann auch 
in diesem Falle das Produkt auf die verlangte Form gebracht vperden. 
Wir nennen dann, wenn ein Produkt auf diese Form gebracht ist, 
den zweiten Paktor desselben den eigenthümUcken (specifisdien) Wcrth 
oder Faktor jener ProduhtgrÖsse in Semg auf das Hauptmass H, und 
sein System, welches zugleich das beiden Paktoren gemeinschaftliche 
System ist, „das eigenthümliehe System jener Grösse;" seine Stufen- 
zahl, das heiast die Stufenzahl des beiden Paktoren gemeinschaftlichen 
Systems*), können wir als Stufenzahl der Grösse selbst auffassen. Erst 

•) Ist die Produktgrösso also von geltendem Wertte (und nur in diesem 
Falle lässt sich von einet Stufenzahl dersellien reden) so ist die Stufenziihl der 
Produttgröase gleich der Stufe der eingewandteu Jlultiplikation. 
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bei dieser Bebrachtungsweise tritt der Wertli des eingewandtöii Pro 
duktes in seiner ganzen Einfachheit hervor. 

§ 133. Einführting der Ergänzzablen. 
Alis dem im vorhergehenden Paragraphen aufgestellten Begriffe ifl5 
des eingewandten Produktes können wir nun das ! Vertauschungsgesetz 196 
ableiten. 

Betrachten wir nämlich zwei Produkte von geltendem Werthe, 
AB. AC und AG. AB, 
in wclclien der Punkt die eingewandte Multiplikation , das unmittcibaie 
Zusammenschreiben die äussere Multiplikation andeuten soll, und in 
welchen der Paktor A das gemeine ehaftliche System, ABC oder ACB 
also das nächstumfftssende System oder das Beziehungssystem darstellt, , 
so hat man nach dem vorhergehenden Paragraphen 
AB . AC=^ABC.A, 
AC .AB^ ACH. A. 
Beide Produkte sind also einander gleich oder entgegengesetzt, je nach- 
dem ABC und ACB ea sind, das heiast, je nachdem die äusseren Fak- 
toren B und C sich ohne oder mit Zeichenwechael vertauschen lasaen. 
Nun hat man bei der Vertauschung zweier äusseren Faktoren, welche 
auf einander folgen (nach § 55), nur dann (aber auch stets dann) das 
Vorzeichen zu ändern, wenn die Stufenzahlen beider Faktoren ungerade 
aind. Man wird also auch die Faktoren jenes eingewandten Produktes 
mit oder ohne Zeichenwechsel yertauachen können, je nachdem die 
Stufenzahlen von B und C beide zugleich ungerade sind oder nicht. 
Die Stufenzahlen von B und G ergänzen aber die der eingewandten 
Faktoren AG und AB zu der Stufenzahl des Beziehungssystemes ABC. 
Nennen wir daher diejenige Zahl, welche die Stufenzahl einer Grösse 
zu der des Beziehimgssystemes ergänzt, die Ergänsmhl jener Grösse 
(in Bezug auf jenes System), so haben wir das Gesetz: 

JWe beideii Faktoren eines eingewandten Produhtes lassen sich mit 
oder ohne Zeickenwedhsel vertameheii, je nachdem die Fjrgmismhleii der 
Faktoren beide svgleich ungerade sind oder nicht. 

Hierin liegt zugleich, dass ein Faktor, welcher das Beziehungs- 
system darstellt, sich ohne Zeichenänderung vertauschen lässt, da seine 
Ergänzzahl null, also gerade iat. — Es entapricht diea Gesetz dem in 
§ 55 für die äussere Multiplikation aufgestellten, womit noch der 
Satz in § 68 über die wilUtührliche Stellung der Zahlengrösae zu ver- 
gleichen ist. 
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b Da hiei d e Erginazahlen in die Stelle | Aei doib vorkommenden 
■"-tufenzahleii e ntieten so er'^cheint es libeiLaupt al& zweckmässig, 
i» duch Im die ubiigen Satze dei ausseien | Multiplikation welche sich 
auf die "^tufenzahlen beziehen hier die entspiechendeii aufzusuchen, 
wa? natürlich hier nui gestheheu 1 mn m Bezug aut Pioluite aus 
zwei iiktorpu 

Ijs wai die Stifenzihl eines u-ie.ciöu Iioluktes von geltendem 
Werthe Iie Summe lus den Stiiteiizahlen semei Fiktoieu Bei der ein- 
gewandten M iltiphkition ist die Stufenzihl les beiden taktoren ge- 
memsLhaftli hen Systems (nach § 132) als die Stulenzahl dei Produkt- 
grosse wenn lipae einen geltenden "Werth hat autgefa&st Sind a und b 
die Stnfenzahlen der Faktoien und 7 die des Beziehungssystems, was 
hiei zugleiL.h das naehatumfassende Spatem ist bi i'it die des gemein- 
schaftlichen Systems (ß) nach t? IJ s,leich a -}- h — I Um hier 
die Erg nzzahlen einzufühlen kau min lex Ulnchii^ i Igende Ge- 
stalt j,ebeii 

/( — i; = /t — a -j- h — h , 

oder, wenn man die Ergänzzahlen mit a, b', g bezeichnet, 



das heisst, die Ergäiizzah.1 eines eingewandten Produktes von geltendem 
Werthe ist die Summe aus den Ergänzzahlen seiner beiden Faktoren. 
Es bleibt uns noch der Fall, wo das Produld, null ist, zu berück- 
sichtigen. Bei der eingewandten Multiplikation trat dieser Fall (nach 
§ 125) dann ein, wenn das beiden Faktoren gemeiiischafthche System 
von höherer Stufe war, als die Stufe der eingewandten Multiplikation, 
das heisst a -{-h — h, betrug, also wenn 

(/ > fl -f- h — /( , 
das heisst 

h — « -|- /( — & > A — (/ , 
oder wenn 

und ausserdem nur noch, wenn einer der Faktoren null war, das heisst, 
ein eingewandtes Produkt mveier geltenden Werthe ist nuü, wenn die 
ErgämeMen beider Faktoren msammengenommen grösser sind, als die 
Urgö/nsBohl des beiden Faktoren gemeinschaßlicken Systeins. Ein äusseres 
Produkt zweier geltenden Werthe hingegen erschien als null, wenn 
die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenommen grösser sind, als 
die des beide Faktoren zunächst umfassenden Systemes. 

Es stimmen also diese Gesetze für beide Multiplikation s weisen 
197 überein, wenn man den Begriff der Stufenzahl gegen den der Ergänz- 
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Rahl und dea des näeliatunifaasenden Systems gegen den | des gemein- lös 
acliaftlielien austauscht; eine Beziehung, welche, wie wir sehen werden, 
bei der weiteren Entwiekelung ihre G-iiltigkeit beibehält. 

§ 134. Multiplikation von Produkten, die in der Form der 
Unterordnung ersoheinen. 

Das Produkt von drei und mehr Faktoren, zu welchem wit- nun 
Übergehen, kann stets auf das von zwei Faktoren zurückgeführt werden, 
wenn nur die Multiplikation zweier Faktoren auch für den Fall fest- 
steht, daas diese Faktoren wieder Produkte sind. Da nun, wenn die 
Faktoren wieder eingewandte Produkte sind, der Sinn ihrer Multi- 
plikation noch nicht festgestellt ist, so bedürfen wir hier einer neuen 
Definition; und zwar müssen wir festsetzen, weiche Bedeutung eine 
beliebige Produktgrösse als erster Faitor, und welche sie als zweiter 
Faktor habe. 

Wenn eine Grösse als zweiter Faktor auftritt, so wollen wir sagen, 
es werde mit ihr multipiicivt, wenn aJs erster, sie seibat werde multi- 
pHcirt. Ich setze nun fest, „mit einer- Produktgrösse, welche auf die 
Form der Unterordnung gebracht, das heisst, so dargestellt ist, dass 
jeder folgende Faktor dem vorhergehenden untergeordnet sei, multi- 
plieiren, heisse mit ihren Faktoren fortschreitend*) multipliciren," und 
femer „eine Produktgrösse, welche auf die Form der Unterordnung 
gebracht ist, mit irgend einer Grösse multiplieiren, heisse den letzten 
Faktor der ersteren mit der letzteren multiplieiren (ohne die früheren 
Paktoren zu ändern)". Hierbei muss dann natürlich, damit der Sinn 
der gesammten Multiplikation klar sei, die Stufe für eine jede der 
einzelnen Multiplikationen, auf welche jene S!ine reducirt wird, be- 
stimmt sein. 

Daas diese Definitionen für jedes reale Produkt ausreichen, werde 
ich sogleich zeigen. Das Produkt wird nämlich als ein reales von 
geltendem Werthe erscheinen, wenn bei den einzelnen Multiplikationen 
die Stufe der eingewandten Multiplikation mit dem Grade der Ab- 
hängigkeit übereinstimmt; hingegen wird es null werden, wenn der 
Grad der Abhängigkeit bei irgend einer dieser Multiplikationen die 
Stufe der Multiplikation | übersteigt, indem dadurch daim einer derigg 
Paktoren null wird. Bloss formale Bedeuiui^ wird es haben, wenn 
der Grad der Abhängigkeit ii^endwo I geringer ist, als die Stufe der 3,99 

*) Fortschreitend mit einer Reihe von örösäen verlrnftpfen, heisst nach dem 
scioB früher oingefaiiiten Spraekgebrauolie, so verkEüpfen, dass das jedesmalige Er- 
gehniss der Verkaiüpftmg mit der i^chstfolgeadeu Grösse der Eeihe verknüpft wird. 
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zugehörigen Multiplikatiou, oline dass anderswo das entgegengesetzte 
Verhältniss eintritt. 



§ 1^5. Jedes reale Produkt lässt sich auf die Form der 
Unterordnung bringen. 

Der Nachweis dafür, daas die aufgestellten Definitionen für das 
reale Produkt ausreielien, fällt zusammen mit dem Beweise des 
Batzes, liass jedes reale Produkt sich auf die Form der Unterordnung 



In der That lässt sich nach § 132 zunächst das Produkt zweier 
reiner Faktoren (ao liönnen wir solche Faktoren nennen, die nicht 
wieder als eingewandte Produkte erscheinen) auf die Form der Unter- 
ordnung bringen. Kommt nun zu einem solchen Produkt A.B, wo B 
dem Ä untergeordnet sei, ein dritter reiner Faktor hinzu, welcher mit 
B im c-ten Grade der Abhängigkeit steht, mit A im (<; + !i)-ten, 
während seine eigne Stufenzabl c -^ d -{- e beträgt, ao wird er sich 
darstellen lassen in der Form CDE, wo C dem B (also auch dem Ä) 
untergeordnet iat, und CD dem A, während sonst keine Abhängigkeit 
stattfindet, Torausgesetzt mmlich, dass c, d, e die Stufenzablen von 
C, D, E sind. Ist dann das Produkt ein reales von geltendem Werthe, 
das heisst, stimmt die Stufe der Multiplikation mit dem Grade der 
Abhängigkeit überein, so lässt sich zeigen, dass 
A.B.CDE = AE.BI).C 

In der That, da hier die Produktgrösse ^1 . B in der E'orm der 
Unterordnung erscheint, so wird sie mit einer andern Grösse CDE 
multiplicirt, indem man den letzten Faktor mit derselben multiplicirt; 
also ist 

A.B. CBE =A.{B. ÜBE). 
Es ist aber B . CBE, da C dem B untergeordnet, und e, der Grad 
der Multiplikation ist, gleich BBE. C (nach % 132), also jenes Produkt 

^A.{BBE.C). 
Da hier C dem B, also auch dem BDE untergeordnet ist, so multi- 
plicirt man nach dem ersten Theil der Definition (§ 134) mit BI)E.C, 
indem man zuerst mit BBE und das Ergebniss dieser Multiplikation 
mit C multiplicirt. Nun ist aber A . BDE, da B und D, also auch 
199 BD, dem A untergeordnet sind, und (b -j- ä) den Grad | der Multi- 
plikation darstellt, gleich AE.BB] also ist der obige Ausdruck 
= AE.BD.G. 
50Ö Dieser Ausdruck hat die Form der Unterordnung, da G dem B, 
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also auch dem BD, BT) iibor dorn A, also auch dem AE untor- 
geordnet ist. 

Somit lässt sich das fortschreitende Produtt von drei reinen Fak- 
toren stets auf die Form der Unterordnung bringen. 

Kommt nun noch ein vierter Faktor hinzu, so kann man zuerst 
die drei ersten auf die Form der Unterordnung bringen. Es sei .4.B.C 
diese Form. Tritt nun ein vierter Faktor hinzu, so muss, damit der 
Sinn der Multiplikation ein bestimmter sei, festgesetzt sein, in welchem 
Grade der Abhängigkeit er mit jeder der drei Grössen A, B, stehen 
muss, wenn das Produkt einen realen geltenden Werth haben soll; es 
möge dann der vierte Faktor von C im rf-ten Grade abhängig sein, 
von ^ im (rf + e)-ten, von Ä im (ß -\- e -\- /■)-ten Grade, während er 
selbst zur Stufenzahl d -\- e -\- f -\~ g habe, so wird er sich in der 
Form DEFG darstellen lassen, wo D dem 0, E dem B, F dem A 
untergeordnet ist, und d, e, f, g die Stufenzahlen von D, E, F, G 
darstellen. Dann liann man zeigen, dass 

A.B.G. DEFG =^ AG.BF.CE. 1) 
sei. Denn es ist 

A .B .C. DEFG = A.B .(('. DEFG) 

^A.B.iCEFG.D), 

da nämlich D dem C untergeordnet ist. Da nun CEFG. D in der 

Form der Unterordnung erscheint, so kann man mit seinen einaelneii 

Faktoren GEFG und D fortschreitend multipliciren; B giebt aber mit 

CEFG multiplicirt, da C und E, also auch CE dem B untergeordnet 

sind, den Ausdruck BFG . CE. Man erhält also den obigen Ausdruck 

= A . {BFG .CE).D 

= A.BFG.CE.D 

= AG.BF.GE.D, 

da nämlich B und F, also auch BF, dem A untergeordnet sind. 

Also erscheint auch das fortschreitende Produkt aus vier reinen 
Faktoren in der Form der Unterordnung, und es lässt sich schon über- 
sehen, wie ganz auf dieselbe Weise folgt, dass überhaupt ein fort- 
schreitendes I Produlct aus beliebig vielen reinen Faktoren sich auf die 200 
Form der Unterordnung bringen lässt. Ist nun aber dies der Fall, so 
wird, da nach den Definitionen sich die Multiplikation Überhaupt | aniSOl 
die fortschreitende Multiplikation reiner Grössen zurückfuhren lässt, 
dasselbe auch von beliebigen realen Produkten gelten, nämlich dass 
jedes reale ProduM sich in Form der Unterordnung darstdlem. lässt. 
Es reichen daher in der That die obigen Definitiooen für dasj 
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reale Produkt aua, und die Form der Unterordnung, ala die einfachste, 
auf die eich das reale Produtt bringen läast, bestimmt die Bedeutung 
desselben. 



§ 136. Multiplikation mit einander eingeordneten Gtöesen. 

Es entsteht uns nun die Aufgabe, die verschiedenen Umgestaltungen, 
welche nach der bis hierher geführten Daratellung das eingewandte 
Produkt zulässt, in ein einfaches Hauptgesetz zusammenzufassen, auf 
welches wir dann in der Folge stets zurückgehen können, wenn es 
sich um solche Umgestaltungen handelt. 

Wir brauchen, um daaa zu gelangen, nur die im vorigen Para- 
graphen entwickelten Umgestaltungen weiter fortzuführen und in Worte 
zu kleiden. Es ergab sich dort, dass 

A.B .CDE^ÄE.BD.G 
sei, wenn B dem A untergeordnet ist, das System darstellt, waa 
ÜBE mit B, also auch mit A gemeinschaftlich hat, und CD das 
System darstellt, was CDE mit Ä gemeinschaftlich hat, und überdies 
die Art der Multiplikation so angenommen ist, dass sie unter diesen 
Voraussetzungen einen geltenden realen Werth liefert. Unter denselben 
Voraussetzungen ergiebt sich nämlich auch 

EDO .B.Ä^EA.DB .0. 
Denn 

'EBC.B.A = {EBC.B).A 
■^{EBB.G).A; 
und da EBB . C in der Form der Unterordnung erscheint, so multi- 
plicirt man es (nach § 134) mit A, indem man ü mit A multiplicirt ; 
da C dem Ä untergeordnet ist, so ist hier nach § 133 die Ordnung 
gleichgültig; man erhält also den zuletzt gefundenen Ausdruck 
= EDB.iA.C); 
201 da wieder A . C auf die Form der Unterordnung gebracht ist, so kaun 
man hier mit A und C fortschreitend multipliciren , und erhält den 
letzten Ausdruck 
m =EA.BB.G. 

Auf dieselbe Form nun führt der Ausdruck 

EBC. A . B oder EDC . {A . B) 
zurück; nämlich da EDC . A gleich EA . DC ist, so hat man jenen 
Ausdruck 

EDC.A.B=^EA.DC.B 

-^EA.DB.C. 
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Daraus folgb also, daas man in einem Produkte von realem gel- 
tenden Werthe mit zwei einander eingeordneten*) Faktoren fort- 
schreitend in beliebiger Ordnung multiplieiren, oder aucli mit ihrem 
Produkte auf einmal multiplieiren darf. 

Wenn c, d, e die Stufenzablen von C, D, F, sind, so ist hier an- 
genommen (s. den vorigen Fara^apben), daas.BZ)6'von J im (e -\- (^)-ten. 
(Irade, von B im c-ten Grade abhänge, und da iu beiden Produkten 

EBC.A.B und EDO.B.A 

die Multiplikationsweise als eine reale von geltendem Werthe ange- 
nommen ist, wenn der soeben beaeiehnete Grad der Abhängigkeit statt- 
findet, so wird jedes von beiden Produkten dann aber auch nur dann 
null werden, wenn der Grad der Abhängigkeit wächst, also wird, wenn 
eins dieser Produkte null wird, auch das andere null werden müssen. 
Somit bleibt das angeführte Gesetz auch bestehen, wenn das Produkt 
nur als ein reales aufgefasst ist, und da es sich von zwei einander 
eingeordneten Faktoren unmittelbar auf mehrere übertragen lässt, so 
haben wir den Satz: 

Statt mit einem Produkte von einander eingeordneten Fahtoren m 
multiplieiren, limm man mit den einzelnen Faktoren fortschreitend multi- 
■flicken und ^wwr in helieliiffer Ordnung. 

Hierbei haben wir die Multiplikationsweisen so angenommen, dass 
das Produkt bei demselben Abhangigkeitsverhältniss in allen diesen 
Formen gleichzeitig als real erscheint. Dies Gesetz drückt somit eine 
Erweiterung des ersten TheUs der Definition (§ 134) aus, dass man, 
statt mit einem Produkt, welches in Form der | Unterordnung erscheint, 302 
mit den Faktoren desselben fortschreitend multiplieiren darf. Das Ge- 
setz, was den zweiten TheU der Definition | (§ 134) verallgemeinert, näm- SOS 
lieh, dass man ein Produkt aus einander eingeordneten Faktoren mit 
einer Grosse multipHcirt, indem man den letzten Faktor mit derselben 
multiplieirt, ergiebt sich leicht auf ähnliche Weise wie das obige Ge- 
setz, ist aber von geringerer Bedeutung. Uebrigens ist klar, dass in 
dem obigen Gesetz zugleich das Gesetz über den mittleren Paljtor in 
ij lü2 he^t niuihch 

ri.AG=BÄC.Ä, 

mdem man statt B foitt. hreitend mit A und dem ihm übergeordneten 
AC au multiphciieu au(,h in umgekehrter Folge multiplieiren darf. 



*) Emandei eiagcor luete Grröss 
andern mte geordnpt i t 
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§ 137. Eigenthümlieher Werth eines eingewandten Produktes aus 
mehreren Faktoren, Reines und gemischtes Produkt. 

Wir verlassen den allgemeinen Begriff des eingewandten Produktes 
und beschränken die Betrachtung auf den Fall, daas die Multiplikation 
sich stets auf dasselbe Hauptsystem beziehe. Da nun ein jedes solches 
Produkt nach § 132, wenn es auf die Form der Unterordnung ge- 
bracht ist, als ersten Faktor entweder nothwendig eine das Haupt- 
system darstellende Grösse bat, oder doch in dieser Form dargestellt 
werden kann, so folgt, dass, wenn man auf ein Produkt aus mehreren 
Faktoren, welches sich auf dasselbe Hauptsystem hezieht, das in § 135 
mitgetheilte Verfahren anwendet, das Produkt sich auf die Form 
bringen lässt, dass alle Faktoren mit Ausnahme des letzten das Haupt- 
system darstellen,*) 

Bringen wir alle jene Yorangehendeii Faktoren, welche das Haupt- 
system darstellen, durch Anwendung der allgemeinen multiplikativen 
Formänderung auf denselben Grössenwerth, und fassen diesen Werth 
als Hauptmass auf, so können wir dann den letzten Faktor, wie ea 
in § 132 schon in Bezug auf zwei Faktoren festgestellt ist, „den 
eigenthiimlichen (specifischen) Werth oder Faktor jener Produktgrösae 
203 in Bezug auf dies j Hauptmass" und das System desselben „das eigen- 
thümliehe System" der Produktgrösse nennen, und die Stufenzahl 
504 dieses Systems als Stufenzahl jener Produktgrösse selbst auffassen. 
Wir können ferner die Grössen, welche durch eingewandte Multiplikation 
reiner Grössen (s, § 135) hervorgehen, Beeiehungsgrössm, nennen, weü 
sie nur in ihrer Beziehung auf ein System oder ein Mass eine einfache 
Bedeutung gewinnen. Als eigenthümlieher Werth einer reinen Grösse 
erscheint natürlich diese Grösse selbst. 

Es gilt hier auch noch das, was wir hi § 128 über die Bezeichnung 

der Multiphkation bei zwei Faktoren sagten, dasa es nämlich, wenn 

einmal das Hauptsystem als Beziehungssystem feststehe, als überflüssig 

h n d M It j hk tion von der eingewandten oder die 

hl n* 1 1 Itt n durch die Bezeichnung zu unter- 

jE nm B p l H A B diea Produkt, in welchem H das Haupt- 

tem JtU dm Ihd Produit der teidea ersten Faktoren sclion 

f d 1 gte F rm 1 ht t nun sei B = CD, wo im Falle, dass das 

g P kt g It d W tl h 1j Aü das Hauptsystem darstelle. Dann ist 

g P \.t l h H AD C, waa die verlangte Poim hat. Ist das 

g Pdktll k mdi ersten Faktoren beliebig setzen, wenn nur 

dltt dltlk li dann das Produkt auf die verlangte Form 
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acheiden.*) Dagegen tritt Her ein neuer Untecachied hervor, nämlich 
der zwischen reinen und gemiachten Piodnkten. 

Nämlich reine Produkte nenne ich solche, deren Faktoren fort- 
schreitend stets durch dieselbe Art der Multiplikation verknüpft sind, 
das heisst, entweder nur durch äussere Multiphkatiou (äussere Pro- 
dukte), oder nur durch eingewandte auf ein und dasselbe System be- 
zügliche (reine eingewandte Produkte); gemischte hingegen nenne ich 
solche, deren Faktoren fortschreitend entweder durch beiderlei Arten 
der Multiplikation {äussere und eingewandte) verknüpft sind, oder zwar 
bloss durch eingewandte aber auf verschiedene Systeme bezügliche. 

Da die reinen und die genuachten Produkte verschiedenen Ge- 
setzen unterliegen, so ist ihre Unterscheidung sehr wichtig; und ob- 
gleich eine Unterscheidung durch die Bezeichnung nicht nothwendig 
ist, indem durch die Stufenzahlen der Faktoren, wenn das Hauptaystem 
als Beziehungs System feststeht, auch schon immer bestimmt ist, ob 
das Produkt ein reines oder gemischtes sei, ao erscheint eine solche 
Unterscheidung doch in vielen | Fällen als sehr bequem. Ich will michwi 
daher in solchen \ Fällen der Funl^te bedimen, wm dm-ch sie die Faläoren SOS 
des reinen FroduMes von einander abmsonäem, wnd wiU daher festsetzen, 
dass, wo Funkte mr Beseichmmg der MultiplilcaUon angewandt werden, 
dann auch stets, wenn sie gar Z^me^" oder derselben Klarnnm" eingeordnet 
sind, durch sie Faktoren eines reineit Frodiikteb von miander abgesondert 
werden, wobei darni ein Froduht von immiftelbat susammengesckriebenen 
Grössen in Besug auf diese Funkte jedesmal als Ein Faktor erscheint; 
0um Beispiel bedeutet AB . CD . FF ein reines FioduM, dessen Faktoren 
AB, CD, EF sind. 

§ 138. Gesetz für die Ergänzzahlen reiner Produkte. 

Wir können nun die in § 133 für zwei Faktoren erwiesenen Sätze 
auch auf mehrere Faktoren übertragen. 

Zuerst was die Vertauschung betrifft, so zeigt sich, daas auch bei 
mehreren Faktoren die Stellung eines Faktors, der das Eeziehungs- 
aystem darstellt, ganz gleichgültig ist; und daraus folgt dann über- 

*) Ganz anders wurde dies bei der allgemeinen realen Multiplikation aein, 
iadem bei ilr die verschiedenen Grade der Abtängigkeit zwisclien den einzehiea 
Faktoren festgestellt werden müBsten, bei denen das Produkt nocSi einen geltenden 
Wertk liätte. Das Produkt aus mehreren Faktoren würde dann seiner Art nach 
durch eine Reihe von Zahlen beetimmt sein, welche jene Abhäjigigkeitsgrade dar- 
stellten; diese Bestimmung würde also eine zu b ammenge setzte sein und nicht 
mehr einen einfachen Begriff darstellen. Und dies ist der Grund, weshalb wir 
diesen allgemeinen Fall hier ubergacgen haben. 



y Google 



228 A-i- Aliachii. II. Kiip, 3. Das eingewandte Proclutt. 



haiipt, daas man, um zwei ProduktgrÖssen zu multipliciren, nur itre 
eigeDthümlichen Werthe in Bezug auf irgend ein Hauptmaas zu multi- 
pliciren, und diesem Produkte dae Hauptmass so oft als Faktor hinzu- 
zußigen hat, als es in beiden Grossen zusammengenonimen als Faktor 
vorkommt; zum Beispiel ist E'"A.E''B, wo H das Hauptraass dar- 
steUt, gleich ifR^A . B oder gleich IT+M . B. Hierin liegt dann, 
dass zwei ProduktgrÖssen, welche als Faktoren zusammentreten, gleich- 
falls mit oder ohne Zeichenweehsel fertauschbar sind, je nachdem ihre 
Ergänzzahlen beide zugleich ungerade sind oder nicht. 

Die folgenden Sätze jenes Para^aphen können wir nur auf reine 
eingewandte Produkte übertragen. Da nämlich bei zwei Paktoren eines 
eingewandten Produktes von geltendem Werthe die Ergänzzahl des 
Produktes die Summe ist aus den Ergänzzahlen der Paktoren, so bleibt 
dies Gesetz bestehen, wenn zu diesem eingewandten Produkte wieder 
ein eingewandter Paktor hinzutritt und das Produkt wieder geltenden 
Werth behält; es ist dann die ErgänzzaU des Gesammtproduktes, wie 
sogleich durch zweimalige Anwendung des für zwei Paktoren bewie- 
senen Gesetzes einleuditet, die Summe aus den Ergänzzahlen der Fak- 
toren, und so fort für beliebig viele Faktoren. Da überdies das Produkt 
zweier Faktoren dann und nur dann als ein eingewandtes erscheint, 
wenn die Summe der beiden Stufenzahlen grösser, das heisst, die Summe 
205 der Ergänzzahlen kleiner ist als die Stufenzahl des Hauptsystems, so 
506 wird auch ; das geltende Produkt aus drei und mehr Faktoren dann 
und nur dann als ein reines eingewandtes erscheinen, wenn die Summe 
der Ergänzzahlen stets kleiner bleibt als die Stufenzahl des Haupt- 
systems, das heisst, wenn die Summe aller Ergänzzahlen der Faktoren 
noch kleiner bleibt als die Stufenzahl des Hanptsystems. 

Um endlich auch den Satz ans § 133 über das Nullwerden hier 
zu übertragen, erinnern wir daran, dass die Summe der Ergänzzahlen 
zweier Grössen, welche das Beziebungssystem als nächstumfasaendes 
System haben und also als Produkt einen geltenden Werth darbieten, 
gleich der Ergänzzahl ihres gemeinschaftlichen Systemes iat; dass aber, 
wemi das nächstumfassende System niedriger iat als das Beziebungs- 
system, und das Produkt also null ist, die Stufenzahl des gemeinschaft- 
lichen Systems grösser, seine Ergänzzahl also kleiner wird als die 
Summe der zu den Faktoren gehörigen Ergänzzahlen. Tritt nun ein 
Paktor liinzu, so ist das gemeinschaftliche System aller Faktoren das- 
jenige, was der hinzutretende Faktor mit dem allen vorhergehenden 
Faktoren gemeinschafthchen Systeme selbst wieder gemeinschaftlich 
hat. Es wird also, sobald das gesammte Produkt geltenden Werth be- 
hält, die Summe aller Ergänzzahlen gleich der Ergänzzahl des den 
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sämmtlichen Faktoren gemeinsebaftlieken Systemes sein; wenn aber 
durch irgend einen Faktor, welcher hinzutritt, das Produkt null wird, 
ohne daaa der hinzutretende Faktor selbst null ist, so wird dort die 
Ergänzzahl des gemeinschaftlichen Systemes kleiner werden, und somit 
auch, wenn noch neue Faktoren hinzutreten, kleiner bleiheu als die 
jedesmalige Summe aus den BrgänzzaMen der Faktoren. Es wird also 
ein reines eiugewandtea Produkt, dessen Faktoren geltende Wertbe 
haben, dann und nur daim null werden, wenn die Ergänzzahl des allen 
Faktoren gemeinschaftlichen Systems kleiner ist als die Summe der 
Ergänzzahlen der Faktoren, Auch liegt in der Art der Beweisführung, 
dass der eigentbümliehe Wertb eines solchen Produktes, wenn es 
nicht null ist, das den sämmtlicbeu Faktoren gemeinschaftliche System 
darstellt. 

Fassen wir nun die über die Ergänzzablen aufgestellten Gesetze 
zusammen und schliessen die entsprechenden Gesetze über die Stufen- 
zahlen äusserer Produkte mit hineia, so erhalten wir den Satz: 

Min Produkt am beliebig melen Faktoren von geltenden | Werfken 207 
ist ein reines, wmn entweder die BtufensaUen oder die \ Ergän^sahlen^OQ 
der Faktoren zusammengenommen Meiner sind als die Stufenzahl des 
Hauptsystems, und st^Kir im ersteren Falle ein äusseres, im letzteren ein 
eingewandtes, hingegen ein gemischtes, wenn Iceins von beiden der Fall ist_ 
Das reine ProdiAt ist nuU im ersten Falle, wenn die Stufetimhlen der 
Faktoren msammengenommen grösser sind cüs die Stufensahl des die Fak- 
toren sunäcJist umfassenden Sj^stemes, im letzteren, wetm die Frgmzsahlen 
der Faktoren eusaamnengenommen grösser sind als die Frgänsmhl des den 
Faktoren gemeinsdiaftlichen Systemes. Wenn das reine FrodiAt einen 
geltenden Werth hat, so stellt der eigenthümliche Werih desselben im erstell 
F<üle das nächstumfassen^, im letzteren das gemeins^^ftliche System dar; 
und im ersteren Falle ist die Stufenzahl desselben die Stimme aus den 
Stufenzahlen der Faktoren, im letzteren ist seine Frgänzzakl die S^lmme 
atts den Ergänzsahlen der Faktoren. 



§ 139. Die Faktoren eines reinen Produktes lassen sich beliebig 
zusammenfasse n. 

Wir schreiten nun zu dem multiplikativen Zusammenfassuiigsgesetz, 
das heisst, wir untersuchen, ob und in welchem Umfange 

gesetzt werden könne. Schon ans dem Satze in § 136 geht hervor, 
dass für das gemischte Produkt dreier Faktoren jenes Gesetz im All- 
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gemeinen nicht gelte*); hingegen wollen wir zeigen, dass dasselbe fiir 
das reine Produkt im allgemeinsten Sinne gelte, dass also nach der in 
§ 137 eiugefiihrten Bezeiclumng allemal 

sei. 

Zmiächet leuchtet ein, daaa, wenn die Gültigkeit dieses Geaetaes 
nachgewiesen ist für den Fall, dass P, Q, B reine Grössen sind, sie 
damit auch zugleich für den Fall, dass dieselben sämmtlicli oder zum 
508TheiI Beziehungsgrossen sind, nachgewiesen sei. | Denn nach dem 
vorigen Paragraphen hat man Beziehungsgrossen so mit einander zu 
multipliciren, dass man ihre eigenfchümlichen Werthe in Bezug auf ein 
soTund dasselbe Hauptmass mit einander | mnltipHcirt und dem Produkte, 
gleichviel auf welcher Stehe, so oft das Hauptmass als Paktor hinzu- 
fügt, als es in beiden Grössen zusammen als Faktor enthalten war. 
Da man hiemach also io einem Produkte überhaupt jeden Faktor, der 
das Hauptmass darstellt, auf eine beliebige Stelle setzen und beliebig 
aus einer Klammer heraus oder in eine solche hineiniücken kann, so 
folgt, dass jenes Gesetz, wenn es für reine Grössen gilt, auch für 
Beziehungsgrossen, also allgemein gelte. Nun gilt es zunächst nach 
den Gesetzen der äusseren Multiplikation für äussere Produkte reiner 
Grössen, also auch für äussere Produkte überhaupt. Es bleibt also 
nur zu beweisen Übrig, dass es auch für das reine eingewandte Pro- 
dukt reiner Grössen gelte, 

In diesem Falle kommt es darauf an, zu zeigen, dass P, Q, JJ, 
wenn das eingewandte Produkt einen geltenden Werth hat, sich in den 
Formen ^BC, ABI), ADC darstellen lassen, so dass zugleich J..EC'Z) 
das Hauptsystem darstellt. 

Es seien die Ergänzzahlen der Grössen P, Q, P beziehlieh d, c, 6, 
so ist die Ergänzzahl des Produktes oder des den drei Paktoren ge- 
meinschaftliehen Systemea A nach § 138 (am Schlüsse) gleich der 
Summe jener Zahlen, also gleich & + c -(- d; und ist also a die Stufen- 
zahl jenes gemeinschaftlichen Systemes, so ist die des Hauptaystemes 
gleich a ■\' h ■-\- c -\- d. Zwei der Faktoren, zum Beispiel P und Q, 
werden nach demselben Satze ein System gemeinschaftlich haben, dessen 
Ergänzzahl die Summe ist aus den Er^nzzahlen jener Faktoren, also 
hier gleich c + d ist; also ist die Stufenzahl dieses gemeinschaftUchen 
Systemes gleich a -\-'b, es wird somit dies System durch ein Produkt 

") Allerdinga köuuen IFälle aufgeführt werden, in welchen vermittelst des 
Satzes in g 136 imser Gesetz auch dann noch seine Anwendung findet; allein diese 
Fälle sind ao vereinEclt, die Bedingungen, unter denen, sie eintreten, so zusanunen- 
gesetat, dass aus itrer AufBählung der Wissenschaft kein Vortheil erwächst. 
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AB dargestellt werden können, in welchem H von b-ter Stufe und 
Yon A unELbMingig ist. Ebenso wird das dem P und B, gemeinschaft- 
liclie System von (a -\- c)-ter Stufe sein, und also eine von A unab- 
hängige Grösse c-ter Stufe C in sieb fassen. Und zwar muss dann C 
von AB unabhängig sein; denn wäre es davon abhar^ig, das heisat, 
hätte C mit AB irgend eine Grösse gemeinschaftlich, so würden die 
drei Faktoren I', Q, B diese Grösse, also eine von A unabhängige 
Grösse, gemeinschaftlich enthalten, was mit der Annahme streitet. 

Somit sind nun der Grösse P drei | von einander unabMngige 209 
Grössen A, B, C untergeordnet, also auch ihr Produkt ABC. Es 
muss sich daher P als Produkt darstellen lassen, dessen einer Faktor 
ABC ist; da P aber selbst von (a -{-h -\- (i)-ter Stufe ist, so wird 
der andere Faktor, den P | ausser ABC enthält, von nullter Stufe, 308 
das heisst, eine blosse Zahlengrösse sein, also P sich als Vielfaches 
von ABC darstellen lassen. Q und B endlich werden ai'.s demselben 
Grunde einen von A unabhängigen Faktor D gemeinschaftlich haben, 
und so werden sich die Grössen P, Q, B bezieblich als Vielfache von 
ABC, ABB und ABC darstellen lassen; ja, da für die Grössen 
A, B, C, D nur die Systeme, welche durch sie dargestellt werden, 
bestimmt sind, sie selbst also beliebig gross angenommen werden 
können, so wnd man dieselben, wie leicht zn sehen ist, auch so an- 
nehmen können, dass die Glossen P, Q, B jenen Werthen selbst 
gleich sind, iloo 

P V B^ -ihC.ABD.ADC 

ist. Da das ganie Piodukt, wie wir voraussetzten, einen geltenden 
Werth h^ben soll, iho auch zum Beispiel das Produkt ABC . ABB, 
so musH hiei das n ichstumfassende System, also ABCB, zugleich das 
Beziehungss^ stem sein Es ist daher dies Prodidtt gleich ABCB .AB'^ 
also dei ganze i.usdiuck 

= 4BCD AB. ABO 
= ABCB.ABBC.Ä. 
Auf dieselbe Form nun lässt sich das andere Produkt B.(Q.B) 
bringen; denn Q.B oder ABB . ABC ist gleich ABBC . AB, also 

B .{Q .B) ^ ABO .{ABBC . AB). 
Da nun ABBC das Hauptsystem darstellt, so können wir nach § 138 
die eigenthümÜchen Werthe unter sieh multipliciren und ABBC als 
Faktor hinzufügen. Wir erhalten aber ABC . AB gleich ABCB . A, 
also ist der obige Ausdruck 

= ABCB . ABBC . A. 
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Da also die beiden Produkte F . Q . E und P . [Q . E) demselben Aus- 
drucke gleich sind, so sind sie aucli xmter Bich gleicl. 

Wir nalimeu bei dieser Beweisführung an^ das8 die Produkte einen 
geltenden Werth hatten. Nun können sie aber auch nur gleichzeitig 
null werden, weil nach § 138 das NuUwerden dann und nur dann ein- 
tritt, wenn das den Faktoren gemeinschaftliche System von höherer 
Stufe ist, als die [Stufonzahl dea Beziehungssystems vermindert um 

5J0die] Summe der Ergänzzahlen beträgt, und j dies bei beiden Produk- 
ten nur gleichzeitig eintreten kann. Also bleibt auch für diesen Fall 
die Gleichheit beider Produkte bestehen. Das Gesetz gilt daher allge- 

203 mein für reine Grossen, also mnss ea nun auch, wie wir oben sahen, 
für BeziehungsgrÖssen gelten, so Aaas allgemein für die reine Multi- 
plikation überhaupt 

P,Q.It=^P.(Q.E) 
ist. Da nun endlich das Zusammenfassungsgesetz, wenn es für drei 
Faktoren gilt, auch für beliebig viele gelten muss (§ 3), so ergieht 
sich der allgemeuie Satz; 

Die FcJctoreit eines reinen Froduldes lasseii sich helieUg i 
fassen. 

§ 140. Beziehung zur Addition und Subtraktion. 

Für die Addition der BeziehungsgrÖssen bietet sich das allgf 

multiplihative Beziehungsgesetz als begriffsbe stimmend dar. Man hat 

dann nur beide auf die Form der Unterordnung zu bringen. Auf diese 

Form gebracht, erscheinen dann beide als summirbar, wenn einestheils 



daa Hauptmass in beiden gleichvi 
theils die Grössen selbst eine glei 
sie dann addirt, indem man d: 



ielmal als Faktor erscheint, und andem- 
che Stufenzahl haben ; und zwar werden 
e eigenthümlichen Werthe addirt, und 
der Summe das Hauptmass so oft als Faktor hinzufügt, als es in jedem 
der Produkte als Faktor enthalten war.*) 

Das allgemeine Beziehungsgesetz ist, dass 

P.(Q + B)-P.Q + F.B, 
(e + ü).P_(3.P+Ü.P 
sei. Die Gültigkeit desselben haben wir zunächst nui- für den Fall 
nachzuweisen, dass die Grössen P, Q, H reine sind, indem das Hinzu- 
treten beliebiger Faktoren, die das Hauptmass darstellen, auf welches 
sich die Grössen beziehen, nichts ändern kann. Wir nehmen daher 
zuerst an, P, Q, M seien reine Grössen, 



*) Diese BeBtimmimg dient eben als Definition, indem wir unter der Summe 
ier BezietungagröBsea die auf die angegebene Weise gebildete Summe yerateben. 
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Es sei, um die Stücke der Summe 

auf die Form der TJuterordnaag zu brmgeii, Q = Aß, wo Ä dem 
F untergeordüet ist, FB aber das Hauptsystem darstellt, auf welches sü 
sicli die Multiplikation bezielitj und gleich H gesetzt werden mag, und 
ebenso sei M = GZ*, wo C dem P untergeordnet ist und PD das 
Hauptsystem darstellt. Da hier JD beliebig gross angenommen werden 
kann (indem C dann nur im umgekehrten Verhältnisse wie D geändert aio 
werden musa), so, kann man es so annehmen, dass 

wird. Dann ist 

P . e + P . i; = Ji J. + iiC = H(A + ü), 
letzteres nach der Definition. 

Auf dieselbe Form nun können wir auch P . (ö + R) bringen. 
Nämlich da PD gleich FB ist, so folgt, dass D auch gleich B plus 
einer Ton F abhängigen Grösse, die wir K nennen wollen, gesetzt 
werden könne; somit ist JR, was gleich CD gesetzt war, gleich G'(B-|- iC), 
oder gleich CB + CK. Also ist 

P.{Q-^B)^P. {AB + CP + CK). 
Da hier K Ton P abhängig ist, CK also von P in einem bÖbereii 
Grade abhängt als CB, so kann es mit P kein geltendes Prodidit 
liefern, kann also nach § 125 weggelassen werden. Es ist also der 
obige Aus d nick 

= P . (AB + CB) 

= P.(^ + C)B. 
Da hier A und C, also auch (J. -|- C) dem P untergeordnet sind, PB 
aber oder H daa Hauptsystem dai'stellt, so ist der letzte Ausdruck 
wieder 

-s(Ä + C). 

Also sind die beiden zu vergleichenden Ausdräcke F . {Q -{- E) und 
F . Q -{- P . F demselben dritten Ausdrucke gleich, also auch beide 
unter sieb gleich. 

Kommt nun ferner zu F das Hauptmass mehrmals, etwa m-mal, 
als Faktor hinzu, und ebenso auch zu Q und R, zu den letzteren aber 
gleicbTielraal, damit sie summirbar bleiben, etwa w-mal, so ist das so 
gut, als käme H zu jedem Ton den beiden Ausdrücken (m -j- )i)-mal 
als Faktor hinzu, also bleiben sie gleich, wenn sie es vorher waren. 
Da nun endlich dasselbe sich auch von den beiden Ausdrücken (Q-^It).P 
und Q . F -\- R . P sagen lässt, so folgt, dass das multiplikative Be- 
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zieinmgsgesetz auch für diese neuen Arten der Addition vmd Multi- 
5J3plikation ganz allgemein | gilt. Somit gelten nun ancli alle Gesetze, 
die darauf gegründet sind, das lieisst: 

Alle Gesetze, welche die Beziehung der MultipUhaiion mr Addition 
UTid Subtraktion ausdrücken, gelten noch immer allgemein für jede Art 
der Addition tind Multiplikation, die Hsher festgestellt ist. 

§ 141. Division in Bezug auf ein System; Grad der 

Eeziebungsgrösse. 

211 Für die Division*) ergiebt sieh sogleich, dass sie nur dann real 

ist, wenn Divisor und Di-ridend einander eingeordnet sind, das beisst, 

wenn entweder der Divisor dem Dividend untergeordnet ist, oder dieser 

jenem. 

Im ersteren Falle ist die Division eine äussere, im letzteren eine 
eingewandte; wenn daher beide Fälle zugleich eintreten, das heisst, 
wenn Divisor und Dividend einander gleichartig sind, so kann die 
Division sowohl als äussere, wie auch als eingewandte aufgefasst werden. 
Und zwar gelten diese Bestimmungen nicht nur, wenn die zu ver- 
knöpfenden Grössen reine Grössen, sondern auch, wenn sie Beziehungs- 
grösaen sind. 

In dem letzteren Falle kommt es dann darauf an, dass die eigen- 
thümlichen Werthe in der angegebeneu Beziehung stehen, während 
das Hauptsystem, auf welches sich beide Grössen beziehen, dasselbe 
ist. Hierbei kann dann der Fall eintreten, dass das Hauptmass im 
Divisor öfber als im Dividend als Faktor vorkommt; der Quotient er- 
scheint dann als eine reine Glrösse, welche mehrmals durch das Haupt- 
mass dividirt ist, oder welche mit einer Potenz des Hauptmaaaes multi- 
plieirt ist, deren Exponent negativ ist. Wir fassen daher auch diese 
neue Grosse als Beziehungsgrösse auf, und nennen den Exponenten 
derjenigen Potenz des Hauptmassea, mit welcher der eigenthümliche 
Werth einer Beziehungsgrösse durch Multiplikation verbunden ist, den 
Grad der Beziehungsgrösse. Es ist somit die neue Grösse eine Be- 
ziehungsgrösse, deren Grad negativ ist, während der Grad der vorher 
betrachteten positiv war, und auch die reine Grösse kann nun als Be- 
ziehungsgrösse nullten Grades aufgefasst werden. 

Hierbei muss ich noch bemerken, daas die Grössen nullter Stufe, 
und die das Hauptsystem darstellenden Grössen, das heisst die Grössen 
nullter und /(-ter Stufe (wenn h die Stufenzabl des Hauptsyatems ist) 
auf eine zwiefache Weise aufgefasst werden können. Nämlich „ein(! 



*) Vergleiclie die Anmerkungen au Seite 39 und 43. (1877.) 
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UrbssG nullter Stufe und ü-ten Grades kann als Grösse /t-ter Stufe 
und (w — l)-teii Grades | aufgefasat werden" indem man den eigen-äl-l 
tHümHchen Werth jener Grösse, welcher eine blosse Zalilengrösse ist, 
mit einem der Faktoren, welche das Hauptmass darstellen, multiplicirt 
denkt und dies Produkt als eigenthümliclien Werth jener Grosse auf- 
fasst, wodurch natürlich der Grad derselben um Eins abnimmt. Ebenso 
kann umgekehrt „jede Grosse Ä-ter Stufe und «-ten Grades als Grösse 212 
nullter Stufe und (n -\- l)-ten Grades aufgefaast werden." Im Allge- 
meinen wollen wir es vorziehen, eine solche Grösse als Grösse nullter 
Stufe zu betrachten. 

Es kommt uns nun darauf an, die Eindeutigkeit des Quotienten 
zu untersuchen. 

Es sei zu dem Ende Ä der Dividend, B der Divisor als erster 
Faktor, C ein Werth des Quotienten, so dass 

B.C=A 
ist, und der Quotient in der Form _ erscheint, .leder Werth nun, 
welcher statt C gesetzt jener Gleichung genügt, wird auch als ein be- 
sonderer Werth dieses Quotienten aufgefasst werden können. Jeder 
solche Werth wird aus dem Werthe G durch Addition erzeugt werden 
können, und zwar muss dann das zu hinzuaddirte Stück mit J5 multi- 
plicirt Null geben, wenn das Produkt gleich A bleiben soll, und jedes 
solche hinzuaddirte Stück wird auch das Produkt gleich A lassen; 
nun können wir ein solches Stück, was mit B multiplicirt Null giebt, 
allgemein mit -g bezeichnen, und daher sagen, wenn C ein besonderer 
Werth des Quotienten ist, und JJ der Divisor, so sei der vollständige 
Werth des Quotienten gleich 

c + i, 

wie wir dies schon für die äussere Division in § 62 dargethan haben. 
Doch müssen wir hierbei stets festhalten, dass hier unter - - zugleich 
eine mit C addirbare Grosse verstanden sein muss, das heisst eine 
Grösse, welche mit C von gleicher Stufe und gleichem Grade ist. Es 
wird also der Quotient eindeutig sein, wenn unter dieser Voraussetzung 
j. jedesmal ist, das heisst, es keine andere Grösse dieser Art X 
giebt, die mit B multiplicirt Null giebt, als Null selbst. 

Da das Produkt einer Grösse nullter Stufe, welche selbst nicht ^^^ 
null ist, oder einer Grösse, die das Hauptsystem darstellt, jedesmal 
einen geltenden Werth liefert, wenn der andere Faktor einen geltenden 
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Werth liat, so folgt, dass wenn B einen geltenden Werth hat und zu- 
gleich entweder B seihst oder auch X eine Grösse nullter oder Ä-ter 
ai3 Stnfe ist, | allemal X null sein müsse, wenn B . X null sein soll. Es 
wird also auch in diesem Falle der Quotient eindeutig sein; aher auch 
in keinem andern. Denn wenn beide Grössen B und X Yon mittlerer 
Stufe sind, das heisst, wenn ihre Stufenzahlen zwischen und h liegen, 
so wird X, ohne daas es null wird, stets so angenommen werden 
können, dass B und X Ton einander ahhängig sind, und ihr nächst- 
umfassendea System doch nicht das Hauptsyatem seihst ist; es wird 
also alsdann nach § 128 euiea geltenden Werth für X geben, dessen 
Produkt mit B Null gieht, das heisst, es wird dann der Quotient nicht 
eindeutig sein. 

Ist der Divisor null, so wird, da Null mit jeder Grösse, die wir 
bisher kennen gelernt haben, zum Produkte verlmüpft Null giebt, auch 
der Dividend null sein müssen, wenn der Quotient eine der bisher ent- 
wickelten Grössen sein soll, und zwar wird dann jede dieser Grössen 
als ein besonderer Werth des Quotienten aufgefasst werden können. 
Ist der Dividend aber eine Grösse von geltendem Werthe, während 
der Divisor null ist, so erseheint der Quotient als eine Grösse von 
ganz neuer Gattung, die wir als tmmälicke Grösse bezeichnen können, 
wahrend die bisher betrachteten als endliche erschienen. 

Fassen wir nun die soeben gewonnenen Ergebnisse zusammen, in- 
dem wir zugleich bedenken, dass wenn C von nullter oder h-tei Stufe 
ist, Dividend und Divisor gleichartig sind, so gelangen wir zu dem 
Satze ; 

Der Quotient stellt dann und mir dann einen einrngen, endlichen 
Werth dar, wenn der Divisor von geltendem Werthe ist, und stigleich 
entweder selbst «is Grösse nullter Stufe dargestellt werden Zra««*), oder 
dem Dividend gleichartig ist. Sind Dividend und Divisor null, so ist der 
Quotient jede beliebige ettdliche Grösse. Ist der Divisor null, der Dividend 
315 nicht, 80 ist der Quotient imendlich. In jedem andern Falle, das lieisst, 
w>enn der Divisor nicht null ist, und zugleich Divisor und Quotient iäde 
von miülerer Stuß smd, ist der Quotient nur partiell bestimmt, imd swar 
erhält man dann am einem besondem Werthe des Quotienten den allge- 
meinen, indem man den aUgemeinen Ausdruck einer Grösse, die mit dem 
Divisor multiplieirt Null giebt, hinsuaddirt. 
314 Ein besonderes Interesse gewäbi-en hier noch solche Ausdrücke, 
deren Dividend die Einheit ist, während der Divisor eine Grösse von 

*) Denn auch die Grösse fi-ter Stufe liaiin, wiu wii- olaon sahen, als Qrösae 
nulltei' Stufe dargestellt werden. 
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geltender Stufe darstellt, zum Beispiel der Quotient Ist liier aicd 

oder H das Hauptmass, so ist 

wo — j- jede von ab abhängige Grösse zweiter Stufe darstellt. 

§ 142. Vollkommene Analogie zwiaehen äusserer und eingewandter 
Mnltiplifeation. 

um die Än.alogie zwischen der äusseren Multiplikation und der 
reinen eingewandten Multiijlikation zu vollenden, bleibt uns noch eine 
Betrachtung übrig. Nämlich es Hessen sich bei der äusseren Multi- 
plikation alle Grössen höherer Stufen als Produkte der Grössen erster 
Stufe darstellen, und die Gesetze ihrer Verknüpfung Hessen sich aus 
den VerknüpfungsgesetKen für Orössen erster Stufe auf rein formelle 
Weise ableiten. Den G-rösaen erster Stufe entsprechen nach § 138 bei 
der eingewandten Multiplikation Grössen, deren Erg'änzzahl Eins ist, 
das heisst Grössen (A — l)-ter Stufe, wenn das Beziehungesystem für 
alle Grössen und Produkte dasselbe, und zwar ein System von h-tev 
Stufe ist. Durch ihre Multiplikation entstehen nach § 1138 Grössen, 
deren Ergänzzahlen die Einheit übertreffen, das heisst also, deren Stufen- 
zahlen kleiner sind als (k — 1). Es kommt daher, um die vollständige 
Analogie nachzuweisen, nur darauf an, die Analogie der Gesetze für 
diese Grrössen erster und (h — l)-ter Stufe darzuthuu. 

Die Identität dieser Gesetze, sofern sie nur die allgemeinen Ver- 
knüpfungsgesetze der vier Grundrechnungen (Addition, Subtraktion, 
Multiplikation, Division) darstellen, haben wir nachgewiesen. Auch 
haben wir gezeigt, dass die Gesetze der äusseren Multiplikation als 
solcher, sobald sie nur auf den Begritt' der Stufenzahl und des gemein- 
schaftlichen Systemes | zurückgehen, auch für die eingewandte, auf ein 316 
festes Hauptsystem bezügliche Multiphkation gelten, wenn man statt 
des Begriffs der Stufenzahl den der Ergänzzahl, und statt des Begriffs 
des gemeinschaftlichen Systems den des nächstumfassendeu einfühi-t, 
und umgekehrt. Sofern daher der Begriff der Abhängigkeit, auf den 
alle besonderen Gesetze der äusseren Multiplikation, als auf ihre Wurzel, 
gegründet sind, durch den des gemeinschaftlichen oder nächstumfass en- 
den Systemes bestimmt ist, werden die | Gesetze der äusseren Multi-2].5 
phkation sich auch auf die reine eingewandte nach jenem Princip über- 
tragen lassen. 

Aber der Begriff der Abhängigkeit, welcher zuerst bei Grössen 
erster Stufe hervortrat, wurde ursprünglich ganz anders bestimmt, und 
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viele später entwickelten Gesetze gründen sich aaf diese urBprüngliclie 
Bestimmung. Nämlich es wurde ursprtLnglicli eine Grösse erster Stufe 
dann ala abhängig von einer Reihe solcher Grössen dargestellt, wenn 
sich jene als Summe von Stücken ausdrücken lässt, vjelche diesen 
gleichartig sind, oder, wie wir es späterhin ausdrückten, wenn sieh jene 
als Vielfachensumme von diesen darstellen lässt; und so nannten wir 
überhaupt mehrere Grössen erster Stufe von einander abhängig, wenn 
sich eine derselben als Vielfaehenaumme der Übrigen darstellen lässt, 
und erst daraus folgte dann vermittelst des ursprünglichen Begriffs des 
Systemes, dass n Grössen erster Stufe dann und nur dann von ein- 
ander abhängig sind, wenn sie von einem Systeme von niederer als der 
j!-ten Stufe umfasst werden, und vermittelst des Begriffs der äusseren 
Multiplikation, dass das Produkt abhängiger Grössen, aber auch nur 
ein solches, null sei. Wir müssen daher zu jener ursprünglichen Be- 
stimmung auf unserm Gebiete das Analoge suchen. 

Wenn zuerst in einem Systeme n-ter Stufe n Grössen erster Stufe 
gegeben waren, deren äusseres Produkt nicht null ist, so zeigte sich, 
dasa jede andere Grösse erster Stufe, die diesem Systeme angehört, 
sieh ala Vielfachensumme jener ersteren darstellen lässt. Der analoge 
Satz würde hier lauten: TFe»« in einem Systeme n-ter Skife n Grössen 
{n — l)-ter Stufe gegeben sind, deren eingewandtes auf jenes System he- 
eügliohe Froduht nicht null ist, so lässt sich jede andere Grösse (n — l)-ter 
Stufe, welche diesem Systeme angekört, als Vielfachensmnme der erst^en 



17 Der Beweis dieses Satzes ergiebt \ sich aus § 138. Nämlich nach 
dem angeführten Paragraphen werden je (n — 1) von den n Faktoren, 
welche die im Satze ausgesprochene Beschaffenheit haben, als gemein- 
schaftliches System ein System erster Stufe haben, während alle n 
Faktoren kein System von geltender Stufe gemein sehafthch haben 
dürfen, wenn das Produkt einen geltenden Werth haben soll. Es wird 
also im Ganzen n solcher Systeme erster Stufe geben, wovon immer 
je {n~ 1) einem der n Faktoren untergeordnet sind. Diese n Systeme 
erster Stufe müssen aber von einander unabhängig sein; denn wäre 

16 eins derselben | von den übrigen (ra — 1) abhängig, so müsste es in 
dem' durch sie bedingten Systeme liegen (nach dem ursprünglichen Be- 
griffe des Systems); es sind aber diese übrigen einem der n Faktoren 
untergeordnet, folgheh müsste auch jenes erste System diesem Faktor 
untergeordnet sein; es ist aber jenes erste System das den übrigen 
{n — 1) Faktoren gemeinschaftliehe System, folglich würde dies System 
allen n Faktoren geraeinschaftUch sein, also das Produkt nach § 138 
null aein, gegen die Voraussetzung. Es sind also in der That jene n 
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Systeme erster Stufe von einander unabhängig. Nehmen wir nuü n 
beliebige Grössen erster Stufe an, welche diesen Systemen angehören 
lind also gleichfalls von einander unabhängig sind, so wird zuerst jeder 
der gegehenen n Faktoren, da ihm (m — 1) jener Grössen erster Stufe 
untergeordnet sind, und er selbst von {n — l)-ter Stufe ist, eich als 
Vielfaches von dem äusseren Produkte jener Giösaen darstellen lassen; 
ferner wird jede Grösse erster Stufe, welche dem Hauptsysteme (n-ter 
Stufe) angehört, sieh als Vielfachensumme jener n Grössen erster Stufe, 
also auch jede Grösse (n— l)-ter Stufe, die jenem Hauptsysteme an- 
gehört, sich als äusseres Produkt aus {n- — ■ 1) solchen Vielfachensummen 
darstellen lassen. Das Produkt dieser (n — 1) Vielfachensummen ver- 
wandelt sich aber beim Durchmultipliciren in eine Vielfachensumme 
von äusseren Produkten zu {n — 1) Faktoren aus jenen n Grössen 
erster Stufe, fo^lich auch, da diese Produkte den n gegebenen Fak- 
toren gleichartig sind, in eine Vielfachensumme dieser Faktoren. 

Wir haben also den oben ausgesprochenen Satz bewiesen. Doch 
ist damit noch nicht unsere Aufgabe gelöst. Vielmehr beruhte das 
Wesen der äusseren Multiplikation als äusserer auf dem Satze, dass 
ein Produkt von Grössen erster Stufe dann 1 und nur dann nuU sei, 318 
wenn sich eine derselben als Vielfaehensumme der übrigen darstellen 
Hess; und ehe wir diesen Satz nicht auf unser Gebiet Übertragen haben, 
ist die Analogie noch nicht vollständig. 

Dass ein Produkt von Grössen (w^l)-ter Stufe dann allemal 
nuU sei, wenn eine derselben als Vielfachensumme der andern darstell- 
bar ist, erbellt sogleich aus dem Gesetze des Durchmultiplicirens, wenn 
man zugleich festMlt, dass das Produkt zweier gleichartiger Grössen 
{n — l)-ter Stufe null ist. Um zu beweisen, dass das Produkt auch 
nur dann null sei, wenn sich einer der Faktoren als Vielfaehensumme 
der andern darstellen lässt, müssen wir zeigen, | dass, wenn zu einem 217 
geltenden Produkt von m Faktoren (ii — l)-ter Stufe in einem Haupt- 
systeme «-ter Stufe ein Faktor derselben (n — l)-ten Stufe hinzutritt, 
welcher das Produkt null macht, sieh dieser als Vielfachensumme der 
ersteren darstellen lässt. 

Dass ein Produkt aus mehr als n Faktoren dieser Art null wird, 
liegt schon in dem allgemeinen Satze § 138, ergiebt sich aber auch 
schon sogleich aus dem vorher bewiesenen Satze. Wenn ferner zu n 
solchen Faktoren, deren Produkt einen geltenden Werth hat, ein Faldior 
derselben Stufe hinzukommt, so wird dieser einestheils das Produkt 
iromer null machenj ajidemtheils sich als Vielfaehensumme jener » 
Faktoren darstellen lassen, wie wir oben zeigten. Es bleibt uns also, 
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xxm deo Beweis unserea Satzes zu führen, nur der Fall zu berück- 
siehtigen übrig, dass die Anzahl der Faktoren (m) kleiner ist als die 
Stufe des Haupfcsyatemes (w). 

In diesem Falle können wir zur Führung des Beweises (n — m) 
Faktoren (n — l)-ter Stufe zu Hülfe nehmen, welche mit den gegebenen 
m Faktoren ein Produkt von geltendem Werthe liefern. Dann wird 
sich der Faktor (n — l)-ter Stufe, welcher zu dem Produkt der m ge- 
gebenen Faktoren (P) hinzutreten und dasselbe null machen soll, nach 
dem vorher bewiesenen Satze als Vielfachensumme der aämmtlichen 
« Gcröasoi, deren Produkt geltenden Werth hat, darstellen lassen, das 
heiast, als Summe, deren eines Stück (A) eine Vielfachensumme der 
gegebenen m Faktoren, und deren anderes Stück (B) eine VieUachen- 
summe der zu Hülfe genommenen Faktoren ist, und zu beweisen bleibt, 
dass dies zweite Stück null sei. Multipliciren wir nun das Produkt 
der m gegebenen Faktoren (P) mit dieser Summe {Ä-^-B), so können 
S19 wir das erste Stück (Ä) j weglassen, da es als Vielfachensumme von 
den ersten m Faktoren eracheint^ also mit ihnen multiplieirt Null giebt. 
Da nun das Produkt jener Summe und der m gegebenen Faktoren Null 
betragen sollte, also P. (J, + B) = sein sollte, so folgt jetzt, dass 
das Produkt ihres zweiten Stückes in die m gegebenen Faktoren auch 
null sein müsse; also 

P.B = 0. 
Dies zweite Stück B ist aber eine Vielfachensumme der zu Hülfe ge- 
nommenen (m — ni) Faktoren; und wir können zeigen, dass die Koeffi- 
cienten dieser Vielfachensumme sämmtlieh Null betragen müssen, sie 
218 selbst also null sei. Zu dem Ende multiplicire man, statt mit | der 
Vielfachensumme B, mit ihren Stücken, so erhält man eine Vielfachen- 
summe mit denselben Koefficienten, uud zwar entl^t jedes Glied ausser 
den m gegebenen Faktoren einen von den zu Hülfe genommenen. Um 
nun zu beweisen, dass der Koefficient zu irgend einem solchen Gliede 
null sei, hat man nur noch mit denjenigen (n — m — 1) von den zu 
Hülfe genommenen Faktoren, welche diesem GUede fehlen, beide Seiten 
der obigen Gleichung, oder vielmehr deren Glieder zu multipliciren; 
so ist klar, dass dann alle jene Glieder ausser dem Einen wegfallen, 
und die Gleichung dann ausss^i, dass dies Glied, also auch sein Koef- 
ficient null sei. Es sind somit sämmthche Koefficienten der Vielfachen- 
summe B null, also sie selbst null; also [ist] der hinzutretende Faktor, 
welcher gleich A -\- B gesetzt war, gleich A, das heisst, eine Viel- 
fachensumme der m gegebenen Faktoren, was wir beweisen wollten. 
Fassen wir daher die gewonnenen Resultate zusammen, s 
wir zu dem Satze: 
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Em Prodiill von Grossen (n — l)-ier Stufe in Bezug auf ein Haupi- 
system n-ter Stufe ist dann und nur damn mal, to^nn sich eine derselbm 
als Yielfachensumme der übrigen diMstell^n lässt. 

Doret dies Gesetz ist nun die Analogie zwischen eiage-wandter 
und äusserer Multiplikation, sobald das Beziehangssystem ein und das- 
selbe ist und zugleieli das Hauptsystem darstellt, dem alle in Betracbt 
gezogenen Grössen angehören, vollendet. Und alle Gesetze der äusseren 
Multiplikation, so weit die nachgewiesene Analogie reicht, das heisst, 
welche auf die allgemeinen Vertnüpfungsbegriffe, oder auf die Begriffe 
von üeberordnung und Unterordnung der | Grössen und auf die Stufen- .?50 
zahlen zurückgehen, werden in analoger Form, indem man nämlich die 
Begriffe der Üeberordnung und Unterordnung vertauscht, den Begriff 
der Stufenzahl aber durch den der Ergänzzahl ersetzt, auch für die 
eingewandte auf das Hauptsystem bezügliche Multiplikation gelten. 
Und da auch das Hinzufugen von Faktoren, die das Hauptsystem dar- 
stellen, wenn es nur in allen Gliedern einer Gleichung gleich viehnal 
geschieht, die Gleichung nicht ändert, so bestehen jene Gesetze auch 
noch, wenn man statt der reinen Grössen die Beziehuugsgrösseu setzt, 
deren Beziehungseystem gleichfalls das Hauptsystem ist. 

§ 143*), Doppelsyatem und darauf beziigliehea Produkt, 
Nachdem ich nun die vollkommene Analogie zwischen äusserer 219 
und eingewandter Multiplikation dargethan habe, will ich noch auf 
eine Erweiterung der bisherigen Betrachtui^s weise aufmerksam machen. 
Hat man nämlich mehrere Grössen, welche demselben Systeme 
«-ter Stufe übergeordnet und demselben Systeme (a ~\- &)-ter Stufe 
untergeordnet sind, so kann man dieselben als Produkte darstellen, 
deren einer Faktor (^Ä) von a-ter Stufe und in allen derselbe ist, wäh- 
rend die andern Faktoren demselben Systeme i-ter Stufe, B, welches 
von A unabhängig ist, angehören. Dann leuchtet sogleich ein, dass jede 
Zahlenrelation, welche zwischen diesen Faktoren, die dem Systeme B 
angehören, statt findet, auch zwischen den ursprünglichen Grössen (da 
sie durch Multiplikation der letzteren mit A hervorgehen) herrsehen 
müsse, und umgekehrt, dass jede Zahlenrelation, welche zwiseheu diesen 
letzteren herrseht, auch zwischen den ersteron herrschen müsse (da 
man nach g 81 in den Gleichungen, welche jene Zahlenrelatiou dar- 
stellen, den Faktor A weglassen darf). Nehmen wir namentlich Grossen 



*) Auch die liier angedeutete Erweiterung des Begrifi'es ist in der Ausgabe 
. 1862 von mir aufgegeben worden. (1877.) 
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(a -\- l)-ter Stufe an, zum Beispiel Ae, Ad, . . ., wo c, d, . . . dem 
Systeme B augehören, so werden zwischen Ac, Ad, . . . dieselben 
Zahlenrelationen herrschen, wie zwischen c, d, . . ., und umgekehii;. 

Setzt man daher den Begriff des Produktes solcher Grössen Ac, 
Ad, ... so fest, dass es null wird, wenn das Produkt der entsprechen- 
den Grössen c, d, . . . es wird; so wird man nun alle Begriffe und 
Gesetze von Grössen erster Stufe in einem Systeme 6-ter Stufe, also 
auch alle Begriffe und Gesetze von Grössen höherer Stufen in einem 
aolchen Systeme, auf jene Grössen (a -f- l)-ter Stufe und die daraus 
lui gleiche Weise eizeugten Grössen übertragen können. Hierdurch 
5.sientwi kelt aich eine Reihe neuer Begriffe, von denen ich die wichtig- 
sten hiei kuiz zusammenstellen will. 

Wii konneu die Vereinigung zweier solcher Systeme, von denen 
dis eine dem andern untergeordnet ist, ein Doppelsystem nennen, und 
sa^en, eine Grösse sei diesem Doppelsystem eingeordnet, wenn sie dem 
einen der beiden Systeme, aus denen das Doppelsystem besteht, übei- 
geordnet, dem andern untergeordnet ist. Wir können das höhere von 
220 den beiden Systemen, aus denen das Doppelsystem \ besteht, das Oher- 
system, das niedere das Untersystem nennen. Dann zeigt sich, wie ein 
auf ein Doppelsystem bezügliches Produkt zweier geltenden Werthe, 
die dem Doppelsystem eingeordnet sind, allemal dann, aber auch nur 
dann null ist, wenn das den beiden i"'aJitoren gern eins chafthebe System 
von höherer Stufe als das üntersystem, und zugleich das sie zui^chsfc 
umfassende von niederer Stufe als das Obersystem ist, dass femer ein 
Produkt von geltendem Werthe in Bezug auf jenes Doppelsystem als 
äusseres erscheint, wenn das den Faktoren gemeinsehaftliehe System 
das Untersyatem ist, und als ein eingewandtes, wenn das sie zunächst 
umfassende System das Obersystem ist, und dass endlich ein solches 
Produkt zugleich als äusseres und eingewandtes aufgefasst werden 
kann, wenn beide Bedingungen zugleich erfüllt sind. Zugleich erweitert 
sich hierdurch der Begriff der Beziehungsgrösse, indem diese nun in 
der Form der Unterordnung als Produkt von Grössen erscheinen kann, 
welche drei verschiedene einander eingeordnete Systeme darstellen, von 
denen die erste das Obersystem, die letzte das Untersystem, und die 
mittlere das eigenthümliche System der Grösse ist. Um daher den 
eigenthümlichen Werth einer solchen Beziehungsgrösse aufzufassen, 
werden zwei Masse erforderhch sein, von denen das eine dem Ober- 
system, das andere dem Untersysteme zugehört; und nur in Bezug auf 
ein solches Doppelmass wird diese neue Beziehungsgrösse einen be- 
stimmten eigenthümlichen Werth darbieten. 

Da auch die Beziehuags grossen, welche sieb auf ein einfaches 
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System beziehen, als auf ein Doppelsystem bezügliche angesehen werden 
können, dessen Untersystem von nullter Stufe ist, so zeigt sich, dass 
die neu gewonnene Grössengattung von allgemeinerer Natur ist und 
jeme erstere als besondere Gattung unter sieh begreift. Da femer die 
BeziehTings grossen als allgemeinere Grössengattung zu den reinen 
Elementar grossen, und diese wieder als allgemeinere Grössengattung 553 
zu den reinen Ausdehnungs grossen auftraten, so bilden die Beziehnngs- 
grÖssen überhaupt die allgemeinste Grössengattung, zu welcher wir 
auf dieser Stufe gelangen. Da zugleich auch die reine Multiplikation 
als die allgemeinste Multiplikationsweise sieh darstellt, bei welcher 
noch die allgemeinen multiplikativen Gesetze und namentlich auch das 
ZusammenfaBsungsgesetz fortbesteht, so erscheiut hier die theoretische 
Darstellung dieses Theils der Ausdehnungslehre als [ vollendet, insofern 221 
man nicht auch die Multiplikations weisen in Betracht ziehen will, für 
welche das Znsammenfassungsgesetz nicht mehr gilt.*) 

Wir schreiten daher zu den Anwendungen, und behalten dem fol- 
genden Kapitel nur noch die speeielle Behandlung der Verwandtschafts- 
verhältnisse Tor, welche am geeignetsten erseheint, um die in diesem 
Theile gewonnenen Ergebnisse in einander zu verflechten, und ihre 
gegenseitigen Beziehungen aus Lieht treten zu lassen, 

B. Anwendungen. 
§ 144. Eingewanätes Produkt in der Geometrie. 

Zunächst ergeben sich ans dem allgemeinen Begriffe für die Geo- 
metrie folgende Resultate: 

Das Produkt zweier Ltniengrössen in der Ebene ist der Dnrch- 
schnittspunkt heider Linien, verbunden mit einem Theil jener Ebene 
als Faktor; sind zum Beispiel ab und ac, wo a, h, c Punkte vorstellen, 
die beiden Liniengrössen, so ist ihr Produkt a&c,«; ferner das Pro- 
dukt dreier Liniengrössen in der Ebene ist gleich dem zweimal als 
Faktor gesetzten doppelten Flächeninhalt des von den Linien einge- 
schlossenen Dreiecks, maltiplicitt mit dem Produkt der drei Quotienten, 
welche ausdrücken, wie oft jede Seite in der zugehörigen Liniengrosse 
enthalten ist; denn sind a, b, c jene drei Punkte, und mab, nac, phc, 
wo m, n, p Zahlgrössen sind, die drei Liniengrössen, so ist das Pro- 
dukt derselben gleich 

mnp . ahc . ahc. 

*) "Wie solcte Produkte, welche allerdinga anoli eine maaEigfaolie Anwendung 
geetatten, zu beliandeln seien, habe ich am Schlüsse tlos Werkes anzudeutan 
gesucht. 
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Das Produkt zweier Plangrössen im Räume ist ein Theil der Dnrch- 
selimttskante multiplicirt mit einem Theil des Raumes, zum Beispiel 
ahc . abd = abcd , ab , ferner das Produkt dreier Plangi'Öaseu ist der 
555Durelisclmittspuiikt der drei Ebenen multiplicirt mit zwei Theilen des 
Raumes, zum Beispiel ahc .ahd .aed •= ahcä .aicd .a. Das Produkt 
von vier Plangrössen stellt drei als Faktoren verbundene Tteile des 
Raums dar, zum Beispiel 

mahc . nahd .paed . qbcd = mnpq . abcd . ahcd . abcd. 
Dies letzte Produkt wird null, wenn eine der Grössen m, ...q es 
wird, oder wenn der eingesclilossene Körperraum null wird, das lieisst, 
die vier Ebenen sieh in einem Punkte schneiden, wie dies auch schon 
im Begriff liegt. Das Produkt einer Liniengrösse und einer Plangr&sae 
233 ist I ein Theil des Raumes multiplicirt mit dem Durch sehnittspunkt, 
zum Beispiel ab acä = abcd . a. 



leb habe oben (§ 118) die Methode, die Kurven und Oberflächen 
durch Gleichungen daizustellen, mit unserer Wissenschaft in Beziehung 
. gesetzt, und gezeigt, wie zum Beispiel eine Oberfläche als geometrischer 
Ort eines Punktes dlrgestellt werden kann, zwischen dessen Zeigern 
(in Bezug aut ugend ein Riehtsystem) eine Gleichung statt findet. Ich 
habe dort gezeigt, wie die Oberfläche auch als Umhülle einer veränder- 
lichen Ebene odei vielmehr Plangrösse dargestellt werden kann, zwischen 
deren Zeigern eine Gleichung «-tea Grades statt findet, und ich habe 
dort ar^edeutet, dass die umhüllte Oberfläche dann eine Oberfläclie 
«-ter Klasse sei; dies hängt davon ab, dass die Gleichung zwischen 
den Zeigern einer veränderlichen Ebene, welche einen festen Punkt 
umhüllt, dann von erstem Grade ist. 

In der That, ist a dieser Punkt und J? die Ebene, so hat ]uan 
sogleich für den t'aU, dass P durch a geht, die Gleichung 

F.a = 0. 
Sind A,B, C, D die vier Ricbtmasse dritter Stufe, als deren Viel- 
facbensumme P erscheint, und wird einer der Zeiger, zum Beispiel der 
von D, gleich Eins gesetzt (was immer, da es auf den Masswerth*) 
von P nicht ankommt, verstattet ist), imd ist 

P = xA-\-yB-\-zC-^I>, 
so erhält man 

= Pö = xAa + yBa + zCa + I)a, 
was eine Gleichung ersten Grrades ist; somit erscheint, wie es sein 
5,34 muss, der Punkt als Obei-fl'äche erster Klasse. 

*) So nenne ich das Quantum der Grösse, wecn ihr System, aohon festeteht. 
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Will man die Gleichuüg eines Punktes aufstellen, der durch drei 
feste Ebenen bestimmt ist, oder, was dasselbe ist, will man die Be- 
dingung aufstellen, unier welcher eine Ebene P mit drei andern A, B, C 
durch denselben Punkt geht, so hat man sogleich 

P.A.B.G^O, 
eine Gleichmig, welche die höchst verwickelten Gleichungen, au | denen ä2a 
die gewöhnliehe Koordinatenmethode führt, vollkommen ersetzt. 

§ 145. Allgemeiner Sata über algebraische Kurven und. Ober- 
flächen, 

Die Gleichungen für die Kurven und krummen Oberflächen, wie 
wir sie bisher darstellten, waren, da sie zwischen den Zeigern der ver- 
änderlichen Grösse statt fanden, rein arithmetischer Natur, und be- 
zogen sich jedesmal auf bestimmte, mit der Katar des durch die 
Gleichimg dargestellten Gebildes in keinem Zusammenhang stehende 
Eichtsysteme ; und nur die Gleichungen ersten Grades stellten wir in 
rein geometrischer Form dar. In der That konnten auch nur diese, 
wemi wir bei dem reinen Produkte stehen blieben, in geometrischer 
Form dargestellt werden, indem die veränderliche Grösse dann nur 
einmal als Faktor vorkommen konnte. Dagegen bietet uns das ge- 
mischte Produkt ein ausgezeichnetes Mittel dar, um die Kurven mid 
Oberflächen höherer Grade in rein geometrischer Form darzustellen. 

Es ist nämlich sogleich klar, dass, wenn wir eine ielieUge Qleir 
chung zwischen AusdehnungsgrÖssen hahen, derm Glieder geinischte Pro- 
diMe sind, der Grad der Gleichimg in Bemg auf eine derselben (P) 
stets so koch ist, als die Ämahl (m) beträgt, wie oft diese Ausd^nmigs- 
grSsse (P) in dnem und demselben Gliede von geltendem Werthe höchstens 
als Faktor vorhrnimt, das heisst, dass sie durch Zahlenglmdiimg&i er- 
setzt wird, von denen wenigstens £!ine in Bemg auf die Zeiger der ver- 
änderlichen AmdehnungsgrÖssc einen Grad ^reicht, welcher jener Anmhl 
gleich ist. 

Dies fo^t unmittelbar, da man, um zu den ersetzenden Zahlen- 
gleichungen zu gelangen, nur statt jeder Grösse die Summe aus den 
Produkten ihrer Zeiger in die zugehörigen Eichtmasse zu setzen, dann 
die Gesetze der Multiplikation bei jedem Gliede der gegebenen Glei- 
chung anzuwenden hat, indem man, statt mit der Summe zu multi- 
phciren, mit den einzelnen Stücken multiplicirt, und dann die Glieder, 
welche demselben Riehtgebiete gleichartig | sind, jedesmal zu Einer^ÄS 
Gleichung vereinigt. Es ist klar, dass dabei die Zeiger der veränder- 
lichen Grösse P in einem Gliede so oft als Faktoren erscheinen, als 
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P in dem Gliede, aus welchem das erstere hervorging, als Faktor vor- 
kam. Somit kann also der Grad dieser Zeigergleichungen nie hoher 
sein, als die ohen bezeichnete Anzahl (m) beträgt. Aber es muss auch 
wenigstens eine derselben diesen Grad (ws) wirklieh erreichen; denn 
234 wäre dies nicht der Fall, I so müssten die aämmtlichen Glieder, welche 
aus demjenigen Gliede hervorgehen, was jene Grösse in höchster An- 
zahl als Faktor enthält, null werden, also auch jenes Glied selbst null 
sein, wider die Voraussetzung. Es ist also che Geltung des oben auf- 



Hierbei haben wir noch zu bemerken, dass die Gleichung im All- 
gemeinen nicht nur daiS System der veränderlichen Grösse bestimmt, 
sondern auch ihren Masswerth. Bei der gewöhnlichen Betrachtung der 
Kurven und Oberflächen kommt es aber nur auf die Bestimmung des 
Systems an*), obgleich auch der Masswerth für die Theorie nicht 
ohne Interesse ist. Wollen wir also uns der gewöhnlichen Betrach- 
tungsweise anmhern, so haben wir die allgemeine Gleichung so zu 
specialisiren, daes dadurch der Masswerth nicht mit bestimmt ist, das 
heisst, dass, wenn irgend eine Ausdehnungagrösse der (ursprünglichen) 
Gleichung genügt, auch jede ihr gleichartige, das heisst, deren Zeiger 
denen der ersteren proportional sind, derselben genügen wird. Es ist 
sogleich einleuchtend, dass dann in allen Gliedern der Gleichung die 
Grösse F in gleicher Anzahl {m) als Faktor vorkommen muss, und 
dass dann auch die Zeigerglei ehung eine symmetrische desselben Grades 
wird, das heisst, in allen Gliedern ebenso viele (ms) Zeiger von P als 
Faktoren vorkommen werden, Dividirt man dann die Gleichung durch 
die m-te Potenz von einem der Zeiger, so erMlt man (unter der 
Voraussetzung, dass jener Zeiger nicht null ist) die Gleichung in der 
gewöhnlichen Form, in welcher sie ein Gebilde m-ieu Grades bestimmt. 

§ 146 — 148. Allgemeiner Satz über Kurven in der Ebene und 
Anwendung desselben auf die Kegelschnitte. 

§ 146. 
236 Wir beschränken uns, um die Bedeutung dieses bisher noch un- 
bekannten Satzes, welcher über den Zusammenhang der Kurven und 
Oberflächen ein bisher wohl kaum geahntes Lieht verbreitet, zur An- 

*) Zum Beispiel, wenn eine Kurve als geometrisclier Ort eines Punktes be- 
stimmt werden, soll, so kommt es nur auf die Lage dieses Punktes, niott auf das 
' Villi ajiliafteade Gewicht an ; oder aoll die Kurve als Umhülle eiaer veränderlichen 
geraden Linie aufgefasst werden, so kommt es eben nur auf die Lage jener Linie 
aa, nicht auf deren Länge, also überall auf das System, nicht auf den Masswerth, 
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schauurig zu bringen, auf die Kurven in der Ebene, indem die analoge 
Betrachtung der Kurven im Eaume und der krummen Oberfläcben 
dann kaum noch einer Erläuterung bedarf. 

Es zeigt sieb sogleich, dasa die geometrisebe Gleichung nur dann 
eine Kurve darstellen wird, wenn sie durch Eine arithmetische ersetzt 225 
wird, das heisst, wenn sie, da die Ebene ein Elementarsystem dritter 
Stufe ist, gleichfalls von dritter Stufe ist. Hierdurch ergeben sich 
dann aus dem allgemeinen Satze dea vorigen Paragraphen 



Wenn die Lage dnes Punhtes (p) in der Ebene dadurch hesckränM 
ist, dass drei Ptmkte, welche durch Konstruktionen vermittelst des Lineals 
aus jmem Funkte (p) wnd aiis einer gegebenen Reihe fester gerader 
Linien oder J^nkte hervorgehm, in Einer geraden Linie liegen (oder drei 
solche Gerade äurch Einen Ptmkt gehen), so ist der Ort jenes PunMes 
(p) eine algebraische Kurve, deren Ordnung ma/n dv/rch blosses Nacfteäklm 
fnäet. Nämlich man hat nur nachsuzählen, wie oft hei den angenommenen 
Konstruktioneiz auf den beweglichen PunM (p) smückgegangen wird, ohne 
dass mmt auf einen andern beweglichen Punkt mrückgeht; die so erhaltene 
Zahl {m) ist dann die Ordntmgszdhl der Kurve. 

Es ist hierbei klar, dass, wenn man auf einen andern beweglichen 
Punkt zurückgeht, bei dessen Erzeugung p seibat «-mal angewandt 
ist, es dasselbe ist, als wäre man auf p selbst «-mal zurückgegangen. 
Der Beweis hestehfc nur darin, dass ich zeige, wie daraus eine 
geometrische Gleichung hervorgeht, in der p so oft als Paktor eines 
Gliedes erscheint. Jede Konstruktion vermittelst des Lineals in der 
Ebene besteht nämlich darin, dass entweder zwei Punkte durch eine 
gerade Linie verbunden, oder der Durchschnittspunkt zweier gerader 
Linien bestimmt wird; die gerade Linie zwischen den beiden Punkten 
ist aber das Produkt derselben, und der Durchs chnittspunkfc zweier 
gerader Linien, wenn es nicht auf das Gewicht ankommt, gleichfalls 
ihr Produkt; folglich kann ich jeder liuealen Konstruktion, bei welcher 
ein Punkt oder eine Linie angewandt wird, eine Multiplikation mit 
diesem Punkte oder dieser Linie [ subatituiren; die drei Punkte odei- 327 
Geraden, welche somit durch lineale Konstruktionen aus den gegebenen 
und der veränderlichen Grösse erfo^en, werden als Produlfte derselben 
erscheinen; und da jene drei Punkte in einer geraden Linie liegen, 
oder jene drei Linien durch einen Punkt gehen aollen, so heisst das, 
ihr Produkt ist null, also hat man eine geometrische Gleichung aus 
einem Gliede, in welchem p so oft als Paktor erscheint, als es bei 
jenen Konstruktionen angewandt ist, ■ also ist die entstehende Kurve üao 
von eben so vielter Ordnung. 
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Den entspreclienden Satz für die durch eine veränderlielie Gerade 
umhüllte Kurve erhält man aus dem obigen, wenn man die Ausdrücke 
Punkt und Gerade verwechselt, und statt des Ausdrucks „Ordnung" 
den Ausdruck „Klasse" einführt. Ich will hier noch bemerken, dass 
diese Sätze ohne alle Einschränkung gelten, wenn man nur festhält, 
dass der Ort eines Punktes, dessen Koordinaten durch eine Gleichung 
)K-ten Grades von einander abhängen, ohne Ausnahme als Kurve «*-ter 
Ordnung aufzufassen ist, mag diese Kurve nun eine Gestalt annehmen, 
welche sie wiU, mag sie zum Beispiel in ein System von m geraden 
Linien übergehen, und mögen selbst beliebig viele dieser Geraden zu- 
sammenfallen. 

§ 1J7 
um diesen Satz auf einen noch specieUeren Fall zu übertragen, 
will ich die geumärisdie Gleichung für die Kurven sweiter Ordnung 
aufstellen. 

Ist p der veränderliche Punkt, so hat man als Gleichung des 
zweiten Grades, wenn die kleinen Buchstaben Punkte, die grossen 
Linien vorstellen, 

paBcDep = 0, 

oder, in Worten ausgedrückt, „wenn die Seiten eines Dreiecks sich 
um drei feste Punkte a, c, e schwenken, während zwei Ecken sich in 
zwei festen Geraden B und D bewegen, ao beschreibt die dritte Ecke 
einen Kegelschnitt." 

Die Gleichung eines Kegelschnittes, welcher durch fünf Punkte 
a, h, c, d, e geht, ist 

(jf h)(pl, ce)(dh ae) = 
dass sie nämlich em Kegels hn tt se toi t au lem l!f,eme ne '^atze 
dass die fünf P inkte h l n ihm 1 egen e ^ el t s ch 1 ht 
indem jeder der elbe statt j ge etat 1 Gle ch uj, genügt 

Nämlich zuei t st klii das veun man p gle ch a olei / setzt 
auch ein Faktor u ml h p olei j ri null w 1 1 also dis ginze Pro 
dukt null wird; Iso sm! nd /J P nkte d s Kegelschnittes Fe ne 
5.3Swenn p gleich st so stallen d 1 e len e t u lakt e de ^anze 
Produktes beide den Punkt c dar, also ist ihr Produkt null; ist p 
gleich b, so stellt der erste Faktor des ganzen Produktes die Grösse 
b dar, das Produkt der beiden letzten die Grösse bd, und bbd ist null; 
ist p gleich e, so stellt der mittlere Paktor die Grösse e dar, das Pro- 
dukt der beiden andern stellt die Grösse ae dar, und eae ist wieder 
237 null. Also liegen alle fünf Punkte in jenem Kegelschnitt, und j es ist 
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also die Aufgabe, die Gleichung eines dureli fünf Punkte bestimmten 
Kegelschnittes aufzufinden, dadurcli gelöst, 

Uebrigens stellt jene Gleicliung nichts anders als die bekannte 
Eigenschaft des mystiaehen Sechsecks dar, 

8 148, 
Ich kann mich hier nicht auf die Entwicklung der neuen Kurven- 
theorie einlassen, welche durch den von mir aufgestellten allgemeinen 
Satz bedingt ist; ich muss mich hier damit begnügen, den Satz selbst 
in seiner Allgemeinheit hingestellt, und durch seine Anwendung auf 
die einfachsten Fälle seine Bedeutung anschaulich gemacht zu haben. 
Ich bin Überzeugt, dass schon hierdurch sowohl die Einfachheit 
als auch die ausgezeichnete Allgemeinheit jenes Satzes klar geworden 
sein wird ; indem ja in der That alle Sätze, welche auf die AbMngig- 
keit der Kurven von linealen Konstruktionen sich beziehen, hieraus 
mit der grössten Leichtigkeit hervorströmen, wahrend ihre Ableitung 
bisher, wenn jene Sätze überhaupt bekannt waren, vermittelst weit- 
läufiger Theorien erfolgte, und jeder dieser Sätze eine eigne Ableitung 
erforderte. Es ist auch klar genug, wie man jetzt diesen allgemeinen 
Satz auch ohne Hülfe der von mir angewandten Analyse ohne Schwierig- 
keit beweisen kann; aber erst durch sie tritt der Satz in aemer un- 
mittelbaren Klarheit hervor, wie er auch durch sie autgefunden ist; 
und zugleich bietet diese Analyse den höchst wichtigen Vortheil dar, 
die durch lineale Konstruktionen bestimmten Kurven auf gleich ein- 
fache Weise durch Gleichungen darzustellen. 

Wie der Satz ebenso auf Kurven im Räume und auf krumme 
Oberflächen übertragen werden kann, bedarf keiner Auseinandersetzung, 
da der allgemeine Satz in § 145 dies schon in viel grösserer Allge- 
meinheit für die abstrakte Wissenschaft leistet. 



Viertes Kapitel. 
Vej'waudtschaftsbezieli ungeii. 

( 149 — 151. Allgemeiner Begriff der (äusseren und eingewandten) 
Ataschattung und Projektion. 



Wir knüpfen die Darstellung der Verwandtschal'tsbeziehungeu an 555 
den Begriff der AbscIiaUung. 
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250 Aj. Abschn. U, Kap. L Verwandtsuhaftsbeziehungen. § 149—151. 

Unter der Abaehattung einer Grosse A auf ein Grundsystem G 
nach einem Leitsystome L verstanden wir (§ 82) diejenige Grösse Ä, 
2S8 welche dem Grimdsysteme | G zugehört, und mit einem Tbeile des 
Leitsyatemes (i) gleiclies Produkt liefert, wie die abgeschattete Grösse 
{Ä), wobei vorausgesetzt wurde, dass G von L unabhängig ist, und 
das System LG das Hauptsyatem darstellt, auf welches sich jenes Pro- 
dukt bezieht. 

Diese Erklärung stellten wir dort (in § 82) nur für den Fall 
lest, dass unter den Grössen A, L, G reine Äusdehnungsgrössen ver- 
standen seien, und die Multiplikation eine äussere, also A' dem Grund- 
ayateme G untergeordnet sei. Diese Erklärung erweiterten wir in § 108, 
indem wir statt der Äusdehnungs grossen eine allgemeinere Grössen- 
gattuug, die Elementargrössen einführten, und in § 142 deuteten wir 
eine noch weiter reichende VeraDgemeiuerung an, indem statt der 
äusseren Multiplikation mit den nötbigen Veräuderungen und Be- 
schränkungen die eingewandte eingeführt werden konnte. 

Halten wir die Bestimmung fest, dass zwei Grössen einander ein- 
geordnet genannt werden, wenn eine von ihnen der andern unter- 
geordnet ist, so Itönnen wir sagen: Unter der Absdiaüung eine^ reinen' 
Grösse A cmf ein Grundsystem G nach einem Leitsystem^ L verstehen 
wir di^en-^e Grösse A', tvelche d^n Grundsysteme G eingeordnet ist, und 
mit einetn Theüe v&n L in Bezug auf das aus Gruitdsystern, und Leit- 
syslem hombinirte System LG mtütiplicirt dasselbe Produkt liefert, zvie 
die (geschattete Grösse A. Dabei ist also vorausgesetzt, dass LG ein 
äusseres Produkt darstellt und das Hauptsystem iat, dem auch die 
Grösse A angehört, und auf welches sich die Multiplikation bezieht. 

Es ergiebt aich hieraus sogleich im allgemeinsten Sinne die höchst 
einfache Gleichung 

., LA . G 
^ =--LG-- 

2S0 In der That, da. LA naclt der Definition gleich LA' ist, so ist aucli 
LÄ.G=^LA'.G; 
und da hier gleichfalls nach der Definition A' und G einander ein- 
geordnet sind, so kann man J,' und G nach | 136 vertauschen imd 
erhält somit den Ausdruck der rechten Seite 

= LG . Ä. 
Somit ist nun, indem man durch LG die 
LA.G = LG. 
dividirt, die Ricktigkeit der ol 
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.. _ LÄ.& 
A. — Jg. 229 

, das heisstj 

man erhält die Ähsckattung einer Grösse, wenn man das Leitsystem 

mit ihr und dem Grundsysteme fortschreitend muUiplicirt, und das Se- 

' sultat dii/rdt das Produht des Leüsystems m das Grundsystem dividwt. 

Hierdurch ist die in § 85 gestellte ÄufgaLe, die Äbschattm^ 

analytisch auszudrflckeai, wemi die ahzusehattende Grösse und der Sinn 

ihrer Abschattung, das heisst Grundsyatem und Leitsystem gegeben 

sind, für reine Grossen allgemeia gelöst. 

§ 150. 
Für Beziehungs grossen haben wir nur festzusetzen, dass ihre Äb- 
schattung gefunden wird, wenn man sowohl ihren eigenthümlichen 
Werth in Bezug auf irgend ein Mass, als auch dies Mass abschattet, 
und in den Ausdruck der Beziehungsgrösse diese Abschatfcnngen statt 
jener Grössen einführt. Ist zum Beispiel H . A die Beziehungsgrosse, 
H ihr Hauptmass und sind H', A' die Ahscbattungen von H und Ä 
•nach irgend einem Riehtsystemo genommen, so ist H' . Ä die Ab- 
schattung der Beziehungsgrösse Ti^ . Ä nach demselben Richtsysteme. 
Es liegt übrigens in der ursprünglichen Definition, dass die Ab- 
ßchattung einer Zahlengrösse sowohl, als einer Grösse, die das Haupt- 
System LG darstellt, der abgeschatteten Grösse selbst gleich ist Daraus 
folgt, dass, wenn das Beziehungssystem einer Beziehungsgrösse mit 
dem Hauptsysteme LG zusammenfällt, man dann, um die Beziehungs- 
grösse abzuschatten, nur ihren eigenthümlichen Werth abzuschatten 
braucht, und dass dann für die Abschattung der Beziehungsgrösse 
noch die für reine Grössen aufgestellte Definition der Abschattung gilt. 

"Wir wollen die Absehattung ! eine äussere oder [eine] eingewandte S3: 
nennen, je nachdem das Produkt LA ein äusseres oder [ein] eingewandtes, 
das heisst, je nachdem die abzuschattende Grösse von niederer oder 
höherer Stufe ist, als das Grundsjstem. Ist sie von gleicher Stufe, so 
kann LA als äusseres und auch als eingewandtes Produkt aufgefasst, 
die Abschattung dann also gleichfalls auf beiderlei Arten benannt 
werden. 

§ 161. 
Nennt man das System des Produktes zweier Grössen \ die Kom-2S 
bination*) dieser Grössen oder ihrer Systeme, und nennt man das 



*) Nacli diesem Begriffe ist die Kombination, wenn das entspreolionde Pro- 
dukt null ist, unbestinunt. 
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352 Aj. Abacha, IL Kap. 4. Verwandtscliaftabeziehungen. § 151, 153. 

System der Äbscliattuiig die Projektion des Systems der abge- 
scLatteten Grösse, so kann man sagen, dw Projektion eines Systemes 
werde gefunden, wenn man das System fortschreitmtd mit dem Leit- 
sy^eme v,nd dem Grundsysteme komMnirt. Indem wir dann die Pro- 
jektion irgend einer Cfesammtlieit Ton Elementen, deren umfassendes 
System von gleicher oder niederer Stufe ist als das Grundsystem, als 
Gesammtheit der Projektionen dieser Elemente deflniren, so haben wir 
den gewöhnlichen Begriff der Projektion, nur in etwas erweiterter 
Form; und es zeigt sich, wie sich die Projektion von der Ahschattung 
nur durch den Masswerth ujiteracheidet, während das System das- 
selbe ist. 

Um dies auf die Geometrie! anzuwenden, wollen wir zuerst als 
Grundayatem eine Linie G, als Leitsystem eine davon unabhängige Ele- 
Fig, 13, mentargrösse erster Stufe l, das heisst, da ea 

uor auf das System ankommt, entweder einen 
Punkt oder eine Richtung setzen. Die Pro- 
jektion eines Punktes a ist dann der Durch- 
schnitt der Linie al mit G (Fig. 13), während 



ist. Ist l eine 



die Absehattung d gleich -rj=r- 
ßichtung (oder eine mit dieaer Richtung be- 
gabte Strecke), so ist die Projektion der Durch- 
schnitt einer von « aus nach dieser Richtung gezogenen Linie mit der 
Grundlinie G. 

Ist das Grundsystem ein Punlüt 
ffj das Leitsjatem eine Linie L, ao 
wird eine Linie A projicirt, indem 
man den Durchschnitt zwischen Ä 
und L mit g verbindet (s. Fig. 14)*). 
Die Absehattung eines Theiles jeuer 
Linie, [ den wir gleichfalls mit A be- 
zeichnen, wird dann dargestellt durch 
die Gleichung 

Lg 
Nach dieser Analogie wird mau sich leicht ehie Ansehauimg bilden 
können von der Projektion eines Punktes oder einer Linie, wenn das 
Grundsystem eine Ebene, das Leitsystem ein Punkt, oder eine Richtung 

*) Man ist zwai nii-ht gewohnt, die so entttebende Limh als Projektion au 
betiachten allem die Analogie fnideit diesp BetiachtnngGwei^e. Die Projektion 
lat hiPi nimlicb. eine eing'Hwxndie, i cbtn 
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iat; femer von der eines Punktes oder einer Ebenp, wenn j Leitsystem 231 
und Grundsystem Linien sind; endlicli von der emei Linie oder Ebene, 
wenn das Grundsystem ein Punkt, das Leitsystem eine Ebene ist, Ist 
die abzuschattende Grösse von gleichei Stufe mit dem Grundsystem, 
so zeigt sieb leicht, dasa die Projektion ihres Systemes das Grund- 
system selbst ist, dass also das Wesen der Abschattung dann nur in 
dem Masswertbe derselben beruht, 

§ 152, Abachattuug der Summe. 
Wir haben nun die Geltung der im fünften Kapitel des I. Ab- 
schnittes (von § 81 an) für die dort behandelte Art der Abschattung 
erwiesenen Gesetze auch für den soeben dargestellten allgemeineren 
Begriff derselben zu untersuchen. 

Dass diese Sätze noch gelten, wenn man statt der Ausdebnungs- 
grössen Elementargrössen setzt, folgte schon ans der vollkommenen 
TJebereinatimmung zwischen den Gesetzen, die für beiderlei Grössen 
gelten (s, § 108). Es ist also die Geltung derselben nur noch für die 
eingewandte Abschattung darzulegen, und zugleich sind jene Sätze 
noch so zu erweitern, dass man aoeb statt der äusseren Multiplikation 
die eingewandte einführt 

Vergleichen wir den von § 81 an gewählten Gang der Bnt- 
wickelung, so können wir zunächst den am Schlüsse jenes Pari^raphen 
aufgestellten Satz für das eingewandte Produkt in folgender Form 
darstellen : 

Wmn die Glieder einer Gleichung sämmtUA angewandte Prodtilde 
m gwei Fahtoren. sind, und entweder der erste oder der letzte FaMor (L) 
m allen diesen Gliedern derselbe ist, die ungleichen Faktoren aber dein- 
se&en Systmne {G) übergeordnet sind, und dies System {&) mit dem gleichen 
Faktor L multi^Ueirt das Sauptsystem liefert, so Icann man den FaMor 
L in allen Gliedern weglassen. 

In der That werden sich dann die ungleichen Faktoren in den 
Formen AG, BG, . . . darstellen lassen, wo A, B, . . . dem L unter- 533 
geordnet und die Produkte äussere sind; dann wird die Gleichung in 
der Form 

L.äQ-\-L,BG-\ = 

erscheinen, oder da 

L.ÄG=LG.A 
ist, weil A dem L untergeordnet, G aber und L kombinirt das Ilaupt- 
system darstellen, und ebenso 

L.BG == LG .ß, .... 232 
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SO erhält man 

LG.Ä-i- LG.B + ■■■ =0, 
das heisst, 

LG{Ä + B+ ■■■) = 0, 
welcher Gleichung, da LG das Hauptsystem darstellt, nur « 
wird, wenn 

also aucli 



A-{-'ß~\ = 0, 

{A-\-B + ---)G, 



AG^BG-\- ■-■ 
gleich Null ist, und somit ist jener Satz howieseii. 

Aus diesem Satze folgen nun ganz auf dieselbe Weise, wie in 
§ 82, die Sätze: 

Eine Gleichung ileiH als solche bestehen, wenn man alle ihre Glieder 
in demselben Sinne abschauet, 
und 

Die Abschattung einer Summe ist gleich der Summe aus den Ab- 
schattungen der Stücke. 

In der That erlmlt man, wenn man die gegebene Gleichung glied- 
weise mit dem Leitsystem (L) multiplicirt, und statt der Glieder der 
ursprünglichen Gleichung nun in diese neue Gleichung ihre Abschat- 
tungen auf dasselbe Grundsystem G setzt (was nach der Definition 
der Absehattung verstattet ist), die Gleichung in der Form, dass man 
nach dem zuletzt bewiesenen Satze den Faktor L weglassen darf; wo- 
durch dann der erste jener beiden Sätze erwiesen ist, und somit auch 
der zweite, welcher nur eine andere Ausdruckaweiae desselben Satzes 
darstellt *). 

§ 153, Abschattung des Produktes. 

334 Die Sätze in § 84 setzen die Absehattung eines üusseren Pro- 
duktes in Beziehung mit den Absehattungen seiner Faktoren, und wir 
haben die entsprechenden Satze aufzustellen, sowohl wenn das Pro- 
dukt ein eingewandtes, als auch wenn die Absehattung eine einge- 
wandte wird. 

Ist das Produkt ein eingewandtes, dessen Beziehungssystem zugleich 
das Hauptsystem der Abschattung ist, und ist die Abschattung durch- 
weg eine eingewandte, das heisst nicht nur die der Faktoren jenes 

assProduktes, sondern auch ins Besondere [die] des ] Produktes selbst, 

*) Was dem in § 83 dargestellten Satae entspricht, ist seinem wesentlichen 
Qehalte nach schon früher da gewesen, und kann daher hier übergangen werden. 
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SO gilt der in § 84 dargestellte Satz, dass die Abschatfcimg eines Pro- 
duktes das Produkt ist aus den Absctattungen seiner Faktoren, auch 
für den soeben beaeiclmeten Fall, indem die Beweisführung genao die- 
selbe ist, wie in jenem Paragraphen. Nämlieh, sind ^, £ die Faktoren 
des Produktes, L das Leitsjstem, G das Grundsystem, so ist das Pro- 
dukt i . ( J, . 7J) ein eingewandtes aus drei Faktoren in Bezug auf 
dasselbe Hauptaysteni ; da man hier beliebig zusammenfassen und mit 
Beobachtung der Vorzeichen yertausehen kann, so wird der Werth 
jenes Produktes nicht geändert, wenn man statt Ä und B Grössen 
setzt, die mit L dieselben Produkte liefern, also zum Beispiel ihre Ab- 
sehattungen A' und B' auf das Grundsystem G; es ist also dann 

L.(Ä'.B') = L.(A.B), 
und da A' sowohl, als B' als eingewandte Abachattungen dem Grund- 
systeme übergeordnet sind, so ist es -auch ihr gemeinsehaftlicbea System, 
das heisst ihr Produkt, also ist A' . B' die Äbschattung von A . B auf 
G nach dem Leitsysteme L. 

Es ist also die Geltung des Satzes für den bezeichneten Fall be- 
wiesen; allein es zeigt sich bald, dass derselbe allgemein gilt, sobald 
nur die Abschattungen des Produktes und der beiden Faktoren ent- 
weder alle drei eingewandte, oder aUe drei äussere sind, m^ nun das 
Produkt ein äusseres oder eir^ewandtes sein. 

"Wir setzen zuerst voraus, dass das Produkt einen geltenden Werth 
habe und seine beiden Faktoren reine Grössen seien ; und zwar wollen 
wir die Geltung des Satzes zuerst für den Fall beweisen, dass die Ab- 
schattung durchweg eine äussere, das Produkt ein eingewandtes ist. 
Es seien die beiden Faktoren dieses Produktes M und N, B stelle ihr 
gemeinscbaftliches System dar; dann werden sieh M und N als äussere 
Produkte in den Formen AB und BC darstellen lassen; und zwar 
muss dann ABC als | äusseres Produkt einen geltenden Werth haben,535 
weil C mit AB keinen Faktor von geltender Stufe gemeinschaftlieh 
haben kann; denn hätten sie einen solchen gemeinschaftlich, so würden 
auch M imd JV, wie leicht zu sehen ist, ein System höherer Stufe ge- 
meinschaftlich haben, als B ist, gegen die Voraussetzung. Nun ist 

M.N=AB.BG = ABG.B, 
indem B und BG einander eingeordnete Faktoren sind, welche mau 
daher bei der fortschreitenden Multiplikation nach § 136 vertauschen 
kann. Wir haben nun vorausgesetzt, dass die Äbschattung durchweg 234 
eine äussere sei, sowohl für die Faktoren M und iV, als auch für deren 
Produkt, das heisst für ihr gemeinschaftliches System B und ihr nächst- 
umfassendes ABG. Sind nun A, B', C', M', JV" beziehlich die äusseren 



y Google 



256 Aj. Abscha, H. Kap. 4. VorwandtsoliaftsbeKieliiiiigen, % 153, 

Absdiattungen von Ä, B, C, M, N, so sind (nach § 84) A'B', B'C, 
ABC die Absehattungen von AB, BC, ABC. Ferner da M.N 
gleich ABC . B ist, so ist nach der in § 150 aufgestellten Definition 
die Ahschattung von M . N gleich dem Produkt der ÄhschattuDgen 
von ABC und B, also gleich A'B'C . B'. Ferner ist 
jlf' . JV' = AB' . B'C = A'B'C . B', 
also das Produkt der Abscbattungen M' . N' gleich der Abschattung 
des Produktes M . N. Somit ist für den in Betracht gezogenen Fall 
die Gültigkeit des obigen Gesetzes nachgewiesen. 

Es bleibt also das Fortbeatehen dieses Gesetzes nur noch für den 
Fall zu beweisen, dass die Abschattung durchweg eine eingewandte 
ist, DerBeweis für diesen Fall ist genau derselbe, wie für den soeben 
betrachteten Fall, wenn man nur nach dem in § 142 aufgestellten 
Prineip statt der äusseren Multiplikation die auf das Hauptsyatem der 
Abschattung bezügliche eingewandte Multiplikation einführt, imd die 
dort entvfickelten Xlmänderui^en, welche durch diese Einführung be- 
dingt sind, eintreten lässt. Namentlich ist festzuhalten, dass, vrie jede 
Grösse, welche einer andern untergeordnet ist, als äusserer Faktor der- 
selben dargestellt werden kann, so auch jede Grösse, welche einer 
andern übergeordnet ist, als eingewandter Faktor derselben in Bezug 
auf das Hauptsystem dargestellt werden könne. Um jedoch die Art 
dieser Umänderung an einem ziemlich zusammengesetzten Beispiele 
klar an's Licht treten zu lassen, will ich die Uebertragung des obigen 

aseBeweises hier ausführlich folgen | lassen. 

Es seien die beiden Faktoren des eingewandten Produktes M und 
N, B steile ihr nächstumfassendes System dar; dann werden sieh M 
und N als eingewandte, auf das Hauptsystem der Abschattung bezüg- 
liche Produkte in den Formen AB und BC darstellen lassen*); und 

asszwar muss dann ABC als j eingewandtes, auf das Hauptsystem der 
Abschattung bezügliches Produkt einen geltenden Werth haben, weil 
AB und C von keinem niederen Systeme als dem Hauptsysteme um- 
fasst werden können**); denn würden sie von einem solchen Systeme 

*) In der Tiiat, wenn S ein. System darstellt, welches das Sjatem yon JJ 
zum Hauptsysteme der Abschattung ergänzt, bo wird man nur 

SM , ^ NS 

zu setzen haben. 

**) Hier tritt die Analogie in dem Wortaus drucke nicht so klar hervor. Sollte 
sie klar hervortreten, so mnaste man im ersten IFalle sagen: „weil das System, 
welches AB und gemeinschaftlich haben, von keiner höheren Stufe als der 
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umfasst, so würden auch M und JV, wie leicht zu sehen ist*), von 
einem Systeme niederer Stufe umfasst werden, als B ist, gegen die 
Voraussetzung. Nun ist 

M.1:^=AB,BG= ABC.B, 
indem S und BC einander eingeordnete Faktoren sind, welche man 
daher hei der fortschreitenden Multiplikation nach § 136 vertauschen 
kann. Wir haben nun Yorausgesetzt, dass die Abschattung durchweg 
eine eingewandte sei, sowohl für die Faktoren M und 'N, als auch 
für deren Produkt, das heiast, für ihr näehstumfassendes System B 
und ihr gemeinschaftliches ABC. Sind nun A', B', C, M', N' \ he-337 
ziehlich die eingewandten Abschatfcungen von A, B, C, M, N, so sind 
(nach § 153) A'B', B'C, A'B'G' die Abschattungen von AB, BG, 
ABG. Ferner, da M . N gleich ABC . B ist, so ist nach der in § 150 
aufgestellten Definition die Abschattung von M . N gleich dem Pro- 
dukt der Abachattungen von ABG und B, also gleich A' B' C . B'. 
Ferner ist 

M'.N' ^A^B'.B'G' ^A'B'C'.B', 
also das Produkt der Abschattungen M' . N' gleich der Absehattung 
des Produktes M . N. Somit ist auch für diesen Fall die Gültigkeit 
des obigen Gesetzes nachgewiesen. 23e 

Wir setzten in beiden Fällen noch voraus, dass das abzuschattende 
Produkt einen geltenden Werth habe, und die Faktoren reine Grossen 
seien. Ist das abzuschattende Produkt null, so ist, um die Geltung 
jenes Gesetzes auch für diesen Fall zu erweisen, nur zu zeigen, dass 
das Produkt aus den Abschattui^en der beiden Faktoren auch null sei. 
Wenn einer der ursprünglichen Faktoren null ist, so ist auch seine 
Absehattung null, also auch das Produkt der Abschattungen null. 
Wenn aber die beiden Faktoren geltende Werthe haben, und das Pro- 
dultt dennoch null ist, so muss, da 

. nutlten sein tanu", und im letzteren Falle: „weil das Syatem, welcliea AB und 
umfasst, Ton keiaer niecleren Stufe ala der ft-ten sein kann", indem ngjnlich /( 
die Stufe des Haaptsjstßtns bezeichaet. 

*) Nämlioh, wenn D jenes System darstellte, was AB, odei' M, und C um- 
fassen sollte und doch niedriger wäve als das Hauptsystera, so würde sich C als 
eingewandtes, auf das Hanptaystem beaügliches Produlrt in der Form D.E dar- 
stellen lassen, und es würde N •= B . C -^ B .{D . E), oder da dies Produkt ein 
reines ist, ~- (B . B) . E sein , wo das nächstumfasBende System zu B und 1) das 
Hauptaystem sein muss; es wird also das den Grössen B und Z) gemeinacliaft- 
liche System die Grösse N umfassen, und aucli die Grösse M, da diese sowohl 
von B als von I) umfasst wird. Das gemeinaclLaftliclie Syatem von B und Z> 
umfaaat also M und N, ist aber von niederer Stufe als B, da T> nicht das Haupt- 
sjfitem ist, und B und B als i^uhstuw fassendes System das Hauptsyatem liahen. 

Gras.i„sni,,W=Tk.. I. 17 
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M.N=ÄBC.B 
ist, imd S nicht null ist, ÄBC.S als Produkt in der Form der Ein- 
ordnung aber nicht anders null werden kann, als wenn einer der Fak- 
toren null wird, nothwendig ABC null sein, also auch seine Abschat- 
tung, das teisst 

also muss auch Ä'B'C . B', das heissfc M' . K oder das Produkt der 
Abschattungen null sein. Es bleibt also auch noch in diesem Falle 
die Abschattung des Produktes gleich dem Produkt aus den Absehat- 
tungen der Faktoren. 

Es ist nun, um das Gesetz in seiner ganzen Aligemeinheit dar- 
zustellen, nur noch die Beschränkung aufzuheben, dass die Faktoren 
des abzuschattenden Produktes reine Grossen sind. 

Sind dieselben Beziehungsgrössen, deren Beziehungssystem {K) 
identisch ist mit dem Beziehungs Systeme des eiogewandten Produktes, 
und sind \i rmd v die Gradzahlen jener Beziehungsgrösseu , Mund N 
ihre eigenthümliehen Werthc in Bezug auf das Mass K, so wird sich 
das Produkt in der Form 

.038 darstellen lassen. Dies Produkt ist nun nach § 138 gleich K'''^''M.N 
oder, wenn M . N gleich K. I ist, gleich E'' K . I. Bezeichnen wir 
die Abschattungen mit Aceenten und nehmen dieselben entweder durch- 
weg aJs äussere oder durchweg als eingewandte an, so ist die A.b- 
schattung des obigen Produktes 

= E"'M' K'^N' 
das heisst, gleich dem Produl te der Abs chattun ^en Also gilt nun das 
337 Gesetz auch noch, wenn die 1 iktorcn Bcz chunasgitasen smd deren 
Beziehungssystem mit dem Beziebungssvsteme des emgewindten Pio 
duktes zusammenfällt, Dan. is folgt nun auch, das? es fui reine ein 
gewandte Produkte aus btliLbig yilIlu Piktorcn g,ilt 

Nachdem wir nun alle uheiflussiaen Besthi nkungen lufgehoben 
haben, können wir das Gesetz m seinei ganzen AUg meinheit hm 
stellen : 

Bk Abschatking des Broduktes ibt gleiich dem Produkte aws den 
AbsehatPungm seiner Feditoten, uenn für alle ahsuschaüenden Grosseit 
f^mvohl der Sinn der Ahschatt iny ah am Ji ofns TSe'-nhunj'.si/stPiH des 
selbe ist 
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Wir sagen nämlich, dasa der Sinn der Abschattung mehrerer 
Grössen derselbe sei, wenn nicht nur Grundsysteni und Leifcsystem 
dieselben sind, sondern auch die Ahsehattungen entweder sämmtlich 
äussere oder sämmtlich eingewandte sind. 

§ 154. Afflnität. Bildung affiner Vereine. 

Daraus, dass jede Gleichheit, welche zwischen den Vielfachen- 
Summen einer ßeihe von Grössen stattfindet, auch bestehen bleibt, 
wenn man statt der Grössen ihre Abschattrmgen setzt, oder mit an- 
dern Worten, dass die Ahsehattungen in derselben Zahlenrelation stehen 
wie die abgeschatteten Grössen, folgt, dass die Verwandtschaft zwischen 
den Abschattungen und den abgeschatteten Grössen eine besondere 
Art einer allgemeineren Verwandtschaft ist, welche darin besteht, dass 
die zwischen einer Reihe Ton Grössen herrschenden Zahlenrelationen 
auch für die entsprechenden Grössen der zweiten Reihe gelten; und 
wir wollen daher diese allgemeinere Verwandtschaft der Betrachtung 
unterwerfen. 

Es tritt jedoch diese Verwandtschaft erst in ihrer ganzen Ein- 
fachheit hervor, wenn die Beziehung eine gegenseitige ist, das heisst, 
wenn jede Zahlenrelation, welche zwischen Grössen der einen | Reihe, .33,9 
welche von beiden es auch sei, stattfindet, auch zwischen den Grössen 
der andern Reihe herrscht; und zwei solche Vereine von entsprechenden 
Grössen, welche in dieser gegenseitigen Beziehung zu einander stehen, 
neimen wir affin*). 

Diese Gegenseitigkeit der Beziehung führt das Gesetz herbei, welches 
überall jede einfache Beziehung auszeichnet, daas nämlicb, wenn zwei 238 
Vereine von Grössen A und B mit einem dritten affin sind, sie es 
auch unter sich sind. In der That, da dann jede Relation in A auch 
in C stattfindet, und jede Relation, die in C stattfindet, auch in B 
herrscht, so muss auch jede Relation in A zugleich in B stattfinden, 
und aus demselben Grunde jede Relation, die in B herrscht, zugleich 
in A stattfinden, das heissfc, A und B sind einander affin. 

Es fragt sich nun, wie man zu einem beliebigen Vereine von 
Grössen überhaupt einen andern Verein bilden kann, welcher mit jenem 
in derselben Zahlenrelation stehe, und ins Besondere einen solchen. 



*) Der Begriff der Affinität, wie wir ihn hier aufstellten, stimmt mit dem 
gewöhnlichen Begriff derselben, in sofern ülierein, als er, auf dieselben Grössen 
angewandt, auch dieselbe Beziehung darstellt; ihr Begriff ist hier nur in sofem 
allgemeiner gefaset, als er sich auch auf aJidere Gröeaen ßbertvagen läaat. 
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bei welchem diese Beziehung eine gegenseitige iat, das heisst, welcher 
dem ersterei] affin sei. 

Hat man in dem f^egebenen Vereine n Grössen (derselben Stufe), 
zwischen denen keine Zahlenrelation stattfindet, als deren Vielfacben- 
sununen sich aber die übrigen Grössen jenes Vereins darstellen lassen, 
so lässt sich zeigen, dass man, um zn einem zweiten Vereine zu ge- 
langen, welcher dieselben Zahlenrelationen darbietet, die in dem ersten 
Vereine herrschen, in dem zweiten Vereine n beliebige Grössen, welche 
unter sich von gleicher Stufe sind, als jenen n Grössen entsprechende 
annehmen kann, dann aber zu jeder andern Grösse des ersten Vereins 
die entsprechende im zweiten findet, indem man die erste als Viel- 
fachensumme jener n Grössen der ersten Reihe darstellt und dann in 
dieser Vielfachen summe statt jener n Grössen die entsprechenden der 
zweiten setzt, dass aber diese Beziehung nur dann und immer dann 
eine gegenseitige ist, die Vereine also einander affin sind, wenn zu- 
gleich die n Grössen des zweiten Vereins keine Zahlenrelation unter 
sich zulassen. 

MO Die Richtigkeit | dieser Behauptung beruht darauf, dass, wenn n 
Grössen in keiner Zahlenrelation stehen, das beisst, keine derselben 
sich ais Vielfachensumme der übrigen darstellen lässt, und deimoch 
eine Vielfachensumme dieser Grössen gleich Null sein soll, notbwendig 
alle Koefficienten dieser Vielfacbensumme einzeln genommen gleich 
Null sein müssen; denn hätte einer von ihnen einen geltenden Werth, 
so würde die Grösse, der er zugehört, sich als Vielfachensumme der 
übrigen darstellen lassen, was gegen die Voraussetzung ist. Aus diesem 
Satze nun ergiebt sich die Richtigkeit der obigen Behauptung sogleich. 
Denn sind a, b, c, . . . irgend welche Grössen des ersten Vereins, 
zwischen denen eine Zahlenrelation 

230 a« + /36 + --- = 

statt findet, und man drückt a, h, ... als Vielfachen summen jener n 
Grössen des ersten Vereins }\, ...r„ ans, so wird sich jene Gleichung 
in der Form 

Qi^, + ?a''ä H =0 

darstellen lassen, in welcher nach dem soeben erwieseneu Satze alle 
E^oefficienten null sein müssen; also 

p^ = 0, p, = 0, ■--. 
Diese Grössen p^, Ps, . ■ . sind nur von den Koefficienten cc, ß, . . . und 
von den Koefficienten der VieUachensummen, in welchen a, h, ... dar- 
gestellt sind, abhängig. Sind nun a', ?/, . . . und r[, r'^, ... die ent- 
sprechenden Grössen des zweiten Vereins, so müssen (/, h', ... aus 
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a, T}, . . . dadurch hervorgehen, dass man in den Yie Ifachensummen, 
welche a,l}, . . . darstellen^ statt r,, r^, ■ ■ ■ die entsprechenden Grössen 
r'i, r''i, ... setzt. Folglich wird der Ausdruck 

a,a'-\- ßh'~{ ^p.n + pa»-^-^ 

sein, und also, da ß,, p^, , , . einzeln genommen nuU sind, selbst gleich 
Null sein müssen, also 



aa'-\- ßh'-\ =0, 

das heisst, zwischen den Grössen des zweiten Vereins bleibt jede Zalilen- 
relation bestehen, welche zwischen denen des ersten besteht. Sind nun 
die Grössen r\, . . . r'^ gleichfalls von der Beschaffenheit, dass zwischen 
ihnen keine Zablenrelation stattfindet, so lässt sich ebenso der Itüek- 
schluss machen, die Beziehung ist also dann eine gegenseitige, und 
die beiden Vereine von Grössen sind einander affin. Hingegen, herrscht 
zwischen diesen Grössen r\, . . . r'„ eine | Zahlenrektion, so ist klar,3^i 
dass man, da diese Relation zwischen den entsprechenden Grössen des 
ersten Vereins nicht stattfindet, auch nicht von dem Herrsehen einer 
Relation innerhalb des zweiten Vereins einen Schluss auf das Fort- 
bestehen derselben im ersten machen darf, dass vielmehr die Beziehung 
dann nur eine einseitige ist. 

§ 155, 156. Bntspreohen der Produkte entsprechender Grössen 
aus zwei affinen Vereinen. 

§ 155. 

Wenn nun zwei Vereine entsprechender Grössen einander affin 
sind, so werden auch die Produkte aus den Grössen des einen Vereins 
den entsprechend gebildeten Produkten des andern Vereins affin sein, 
wenn nur die Multiplikations weise, diu'ch welche diese entsprechenden 
Produkte gebildet sind, in beiden Vereinen in dem Sinne genommenS40 
ist, dass das Produkt dann, aber auch nur dann als null erscheint, 
wenn die Faktoren in einer Zahlenrelation zu einander stehen. 

Ist m,mlich die Multiplikation in dieser Weise angenommen, so 
kann zuerst zwischen den verschiedenen Produkten, welche sieb aus 
den n Grrössen Ä^, . . . A^ des einen Vereins, die in keiner Zahlen- 
relation zu einander standen, bilden lassen, gleichfalls keine Zahlen- 
relation stattfinden; das heisst, es kann keins dieser Pioduktc sich als 
Vielfachensumme der übrigen darstellen lassen. Denn gesetzt, es wäre 
dies der Fall, so könnte man in der Gleichung, welche jenes Produkt, 
zum Beispiel A^Ä^A^, als Vielfachensumme der übrigen daistellt, jedes 
Glied mit den sämmtlichen Faktoren A^... A„ multiphciien, die jenes 
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Produkt nicht entliälfc; durch diese Multiplika-tion werden dann alle 
übrigen Produkte mit Ausnahme dessen, waa als Vielfachensumme der 
übrigen erscheinen soll, null, weil in ümen wenigstens einer von den 
hinzutretenden Faktoren schon unter den vorhandenen Falttoren Yor- 
kommt, also nun zwischen den Faktoren Gleichheit, also auch eine 
Zahlenrelation statt findet; man erhält daher die Gleichung 

das heisst, zwischen Ä^, . . . A^ würde eine Zahlenrelation statt finden 
müssen, was wider die Voraussetzung ist. 

Betrachtet man nun ferner ein Produkt PQR, dessen Faktoren 
Grössen jenes Vereins, also als Vielfachensummen von A^, . . . A^ dar- 
stellbar sind, so wird auch dies Produkt, wenn man die einzelnen Fak- 
toren als Vielfachensummen darstellt, gliedweise durchmultiplicirt und 
die Faktoren der einzelnen Gheder gehörig ordnet, als Vielfachen- 

^^^ summe | der aus den Faktoren A^, . . . A^ gebildeten Produkte er- 
scheinen. Sijid nun in dem andern Vereine A\, ... A'a als die den 
Grössen A,, . . . A^ entsprechenden angenommen, und werden als die 
ihren Produkten A^A^A^, . . . entsprechenden Grossen die Produkte der 
entsprechenden Faktoren AiA'sA's, ... angenommen (was verstattet ist, 
da zwischen jenen Produkten des ersten Vereins keine Zahlenrelatiori 
stattfindet), so wird dem Produkte PQB das Produkt F'Q'B' der 
entsprechenden Faktoren gleichfalls entsprechen. Denn man erhält 
aus FQB das Produkt F'Q'Ii', wenn man, nachdem P, Q, E als 
Vielfachensummen von -4,, . . . A^ dargestellt sind, statt A„ ■ . . A^ die 

241 entsprechenden Grössen A'i, . . . A'^ setzt. Das Gesetz des | Durchmulti- 
cirens ist nun für beide Produkte dasselbe, jedes Produkt ferner 
zwischen A,, . . . A^, was gleiche Faktoren enthält und somit null wird, 
hat auch zum entsprechenden Produkte ein solches, was null wird; 
imd darin liegt, daas auch dasselbe Vertauschungsgesetz herrscht, 
indem {A ■{- B) {A + B) oder AB + BA in beiden Fällen null ist, 
also die Faktoren nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind. Daraus 
nun folgt, dass, wenn BQB als Vielfachen summe der aus den Fak- 
toren A^, ...An gebildeten Produkte erscheiut, man daraus F'Q'B' 
erhält, indem man statt A^, ... A^ die entsprechenden Grössen A',, . . . A'^, 
oder statt der aus den ersteren gebildeten Produkte die aus den letz- 
teren gebildeten setzt 

Hierin liegt nun veimittelst des obigen Gesetzes, daes die Pro- 
dukte des zweiten Veiems in derselben Zahlenrelation stehen, wie die 
entsprechenden des ersten, und dass also, wenn die beiden Vereine 
einander affin sind, auch die Produkte des einen Vereins den ent- 
sprechenden des andern affin sind. 
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§ 156. 

Es giebt unter den bisher betrachteten Multiplikationsw eisen iiur 
zwei, welche der im vorigen Paragraphen ausgesprochenen Bedingung 
genügen, dass nämlich das Produkt dann und nur dann als null er- 
scheinen soll, wenn zwischen den Faktoren eine Zahlenrelation herrscht, 
das sind nämlich erstens die äussere Multiplikation von Grössen erster 
Stufe und zweitens die eingewandte Multiplikation von Grössen (n — l)-ter 
Stufe in einem Hauptsysteme M-ter Stufe und in Bezug auf dasselbe. 

D-iss die übrigen Multiplikationsweisen, welche wir bisher kennen 
jielemt hiben, nicht den Bedingungen des vorigen Pai^agraphen ge- 
nügen, leuchtet sehr | bald ein. Zwar würde das in jenem Paragraphen 54it 
daigestellte Verwandtschaftsgeaetz ein vortreffliches Mittel darbieten, 
wm m die Bedeutung des formalen Produktes, welches wir bisher nicht 
der Betrachtung unterworfen hatten, hin einzudringen ; doch wollen wir 
un'. durch solche Betrachtungen, welche uns jedenfalls in schwierige 
und weitlauftige Untersuchungen verwickeln würden, nicht den Raum 
für indeie, wichtigere Gegenstände verkürzen; imd wir bleiben daher 
bei den beiden Fällen stehen, auf welche unser Gesetz direkte An- 
wendung Lileidet. 

f; 157 Direlcte und. reciproke Affinität, Allgemeiner Satz. 

Wir gelangen durch Anwendung des in § 155 dargestellten Ge- 
setzes auf die beiden in § 156 aufgeführten MultipUkations weisen zu 
zwei Haupi^attungen der Affinität, nämlich der direkten und der 
reciproken, indem eines Theils den Grössen | erster Stufe des einen 242 
Vereins Grössen erster Stufe des andern entsprechen; und andern Theils 
den Grössen erster Stufe des einen Vereins Grössen (jj— l)-ter Stufe 
des andern entsprechen, wenn jeder Verein ein System »^-ter Stufe als 
Hauptsystem darbietet. Wir können daher folgenden Hauptsatz der 
Affinität aussprechen: 

Wenn man bii n von eincmder unabhängigen Grössen erster SPiife n 
gleichfalls von einander unahMngige Grössen erster Stufe oder n Grössen 
(n — l)-ter Stitfe, wekhe einem System n-ter Stufe angehören, deren ein- 
gewandtes FroduM aber einen geltenden Werth hat, als ^it^rechende 
nimmt, so bilden die aus den ent^rechmden Grössen dweh dieselben 
Gnmdverhiüpfungm gebildeten Grössen zwei einander affine Vereine mn 
Grössen, und jede Grrundgleichung, welche ewtsdten den Gtossen des einen 
Veräns besteht, bleibt amh bestdien, wenn man btatt dteser Grössen die 
entdeckenden des andern setzt. Im ersten lalle ÄCisse« beide Vereine 
direht affin, im zweiten reeiproh affin. 
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Dieser Satz ist von so allgemeiner Geltung, dass er, wie ivir 
späterhin zeigen werden, die allgemeinsten linearen Verwandtschaften, 
wie die Kollineation und Reciproeität, unter sicli begreift und den toU- 
sländigen Begriff dieser Verwandtachaften, welche hei der gewöhnlichen 
Auf fassungs weise nur in unvollkommener Gestalt hervortreten, dar- 
stellt. Namentlich liegt in diesem Satze, dass, wenn m Grössen des 
einen Vereins irgend einem System angehören, dann auch die ent- 
'44 sprechenden Grössen des andern Vereins bei der direkten | Affinität 
einem System derselben Stufe angehören, bei der reciproken einem 
System von ergänzender Stufe, weil nämlich das Produkt derselben 
gleichzeitig null wird. 

§ 158. Zusammenhang zwischen Abscbattung und Affinität. 

Wir haben nun die Ahschattung als besondere Art der konstanten 
Zahlenrelation und der Affinität darzustellen, und anzugeben, in welchem 
Falle die allgemeine Verwandtschaft in diese besondere übergeht. 

Wenn zuerst zwischen den Grössen erster Stufe eines Vereins A 
dieselben Zahlenreiationen statt finden, welche zwischen den entsprechen- 
den Grössen erster Stufe eines andern Vereines B herrschen, so fragt 
sich, welcher Bedingung beide Vereine unterworfen sein müssen, wenn 
ä43 der erste Verein Ä zugleich die Absehattung des | zweiten B sein soll. 

Nennen wir das System, welches einen Verein von Grössen erster 
Stufe zunächst umfasst, das System dieses Vereins, so leuchtet ein, 
dass Ä nur dann die Abschattung von B sein könne, wenn in dem- 
jenigen Systeme C, welches den Systemen beider Vereine gemeinschaft- 
lieh ist, die entsprechenden Grössen beider Vereine zusammenfallen, 
das heisst, einander gleich sind, wie dies unmittelbar aus der Idee der 
Abschattung hervorgeht. Wir können aber auch zeigen, dass, wenn 
diese Bedingung eintritt, auch jedesmal der Verein A als Abschattung 
des Vereines B aufgefaast werden könne, und der Sinn der Abscbattung 
dann bestimmt sei. 

Um dies zu beweisen, können wir zuerst das System von B als 
Kombination des gemeinschaftlichen Systemes G mit einem davon un- 
abhängigen Systeme darstellen. Dies System, welches dann zugleich 
von dem Systeme des Vereines A unabhängig sein wird, sei von m-ter 
Stufe, das heisst, es sei durch das äussere Produkt von m Grössen 
erster Stufe h,,...Jhn dargestellt, welche alle von einander unabhängig 
sind. Wird nun vorläufig L als das Leitsystem angenommen, und sind 
«[,... a,„ die den Grössen \,...hm entsprechenden Grössen dos ersten 
Vereins Ä, so erhält man, wenn zugleich (i^^,...(i,„ die Abschattungen 
von &!, . . . h„i nach dem Leitsysteme L sein sollen, die Gleichungen: 
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L . aj = L .hl, . . ., L . ttm^ L .h„,, 
oder 

L.(ßi — fii) = 0, ..., L.{a^ — b^) = 0, 

das heisst, die Gtrösseii (m, — &,), . . . , (Um — iv^) sind dem Leitsystemo 
imter geordnet. Es aind aber diese Grössen sowohl von einander, als 545 
TOB dem Systeme des Vereins A unabhängig. Denn fände eine solche 
Abhängigkeit statt, so würde auch eine Vielfachensuninie von a^, . .. cha 
und den andern Grössen erster Stufe, die dem Vereine Ä angehören, 
als gleich erscheinen einer Vielfachen summe der Grössen b^, ...hm, das 
heisst, es würde in dem Systeme h, .h.^ ... h,„ eine Grösse geben, welche 
den Systemen beider Vereine gemeinscbaftlic}i wäre, das heisst, dem 
Systeme C angehörte, was wider die Voraussetzung ist, indem jenes 
Produkt von C unabhängig angenommen ist. Da nun die Grössen 
(«1 — ^i), ..., ((fm — -hm) von einander unabhängig und dem Systeme L 
untergeordnet sind, so ist auch ihr äusseres Produkt diesem Systeme 
untergeordnet; und wenn wir annehmen, dass das Leitsjstem nicht 
von höherer als m-ter Stufe ist, so folgt, dass es durch jenes ] Pro- 344 
dukt dargestellt, also vollkommen bestimmt ist, oder mit andern Worten, 
es ist dann der Sinn der Abschattung bestimmt. Setzen wir daher L 
jenem Produkte gleich, so folgt auch umgekehrt die Gültigkeit der 
Gleichungen 

L.a,^L.h„..., 
und da L von dem Systeme von A unabhängig ist, so folgt, dass 
«i, ... a,n in der That die Abschattungen von h,,...b„i auf das System 
von A nach dem Leitsysteme L sind. Nimmt man nun in dem Systeme 
von B irgend eine andere Grosse erster Stufe b an, so wird sich die- 
selbe als Vielfachensumme von den Grössen h^, ... &,„ und von Grössen, 
die dem Sy<<teme C angehören, darstellen lassen Dann wird die ent- 
sprechende Grosse ff dea eisten Vereins sith als entsprechende Viel 
fachensumme \on den entspiechenden Glossen ihres Vereins dirstellen 
lassen, d,is heisst, als eutiprechende Vieliathen^urame von den Ab 
schattungen jener Glossen ei'chemen oder, fie selb'?t jst die Abschat 
tung lenei ersfceien Wir haben somit den Sitz gewonnen 

l}mn "wtscken den Giossen cfilei Stiifi cin<"> Jeteim {A) dteselhen 
Zahlern elationen '^taUßnden, weldie zv^tsniien den entspt eckenden Grossen 
erstet Stufe Piiieb andern Veteiub (B) herjschcn so tbt dei erste Veiem 
{A) dann und nui dann ah AhschatUtng des gioeitm (iJ) auf&afassen, 
wenn %n dem gememschaßhdien Systeme heidei Vcteme die entsprechenden 
Grössen zitsammenfallen und zivm ist dann dir Sinn det ■ihacJiaUunq 
vollkommen hoAimmt 

Als unmittelbare rilp,prung nus diesem "^tt/ie ^eht herv ir, ,_dd=(s2i6' 
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von zwei affinen Vereinen dann und nur daim der eine als Äbscliatfcung 
des andern erscheint, wenn in dem gemeinscbaffcliclien Systeme beider 
Vereine je zwei entsprechende Grössen zusammenfallen, nnd daas dann 
jeder von beiden Vor einen als Äbsßhattong des andern anfgefasst 
werden fcann. 

§ 159. Affinität in der Geometrie. 

Um die gewonnenen Itesulta.te durch geometrische Anschauungen 
KU verdeutlichen, wird es genügen, affine Vereine beiderlei Art in der 
Ebene zu betrachten. 

Es ist klar, wie man dann zu drei nicht in gerader Linie liegen- 
den Punktgrössen (die aber auch in Strecken übergehen können) drei 
beliebige ebenfalls nicht in gerader Linie liegende Punktgrössen als 
entsprechende annehmen, und daraus zwei einander direkt affine Ver- 
245 eine ableiten kann, indem man die | aus jenen entsprechenden Grössen 
auf gleiche Weise gebildeten Vielfachonsummen, oder deren auf gleiche 
Weise gebildete Produkte als entsprechende Grössen setzt. Ebenso 
erhält man zwei reciprok affine Vereine, wenn man zu drei Elementitr- 
grössen erster Stufe,, die nicht in gerader Linie liegen, drei Linien- 
grössen, deren Linien ein Dreieck begränzen, als entsprechende an- 
nimmt, und ausserdem je awei durch dieselben Grundverknüpfiingen 
aus ihnen erzeugte Grössen als entsprechende setzt. 

Es ist aus dem Früheren klar, wie im ersten Falle dreien Punkt- 
grössen des einen Vereins, die in gerader Linie liegen, auch drei des 
andern entsprechen, die gleichfalls in gerader Linie liegen, und ebenso 
dreien Liniengrössen des einen, die durch Einen Punkt gehen, drei 
des andern entsprechen, welche gleichfalls durch Einen Punkt gehen 
wie ferner im zweiten Fidle dreien Punktgrössen des einen Vereins, 
die in Einer geraden I/inie liegen, drei Liniengrössen des andern 
sprechen, die durch Einen Punkt gehen, und umgekehrt. Dabei ist 
jedoch festzuhalten, dass die Punktgrössen auch in Strecken, die Linien- 
grössen in Flächenräume umschlagen können. 

§ 160. Lineare Verwandtschaft, Kollineation und Reciprocität 
nach dem Princip der gleichen Zeiger. 

Unsere bisherige Betrachtungsweise unterscheidet sich von der 
gewöhnlichen geometrischen Anschauungsweise dadurch, dass wir die 
Punkte nicht für sich, sondern behaftet mit gewissen Zahlenkoefficienten, 
die wir Gewichte nannten, auffassten; und dies war nothwendig, damit 
sie eben als Grössen erseheinen konnten. Der Punkt selbst erschien 
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entweder als solche Grösse mit dem | Gewichte Eins, oder als System, 5i7 
dem die Grösse angehörte. Ebenso mussten die Linie, die Ebene, der 
Raum, wenn sie als Grössen erscheinen sollten, einen bestimmten 
Masswerth darbieten, und so als Liniengrösse, Plangrösse und begränzter 
Körperraum aufgefasst werden. 

Es ist besonders die erste Betrachtungsweise (der Punkte als 
Grössen), welche von der gewöhnlichen gänzlich abweicht. Es bleibt 
uns daher jetzt noch besonders übrig, für die in diesem Kapitel dar- 
gestellten Gesetze jene Differenz auszugleichen. 

Wir knüpfen diese Betrachtung an die allgemeine Verwandtschaft 
der Affinität, und nennen zunächst die entsprechenden Systeme zweier 
affiner Vereine linear verwandt, nnd zwar, wenn jene Vereine direkt 
affin sind, so nennen wir die Vereine ihrer Systeme Icollinear verwandt, 
und wenn sie reciprok affin sind, reciproh verwandt; oder nm diese 
Begriffe | sogleich auf die Geometrie zu übertragen: wenn zwei Ver-34S 
eine von Grossen (Elomentargrössen, Liniengrössen, Plangrössen) in 
direkter oder reciproker Affinität stehen, so nennen wir die Vereine 
der ihnen zv^ehörigen Systeme (Punkte, Linien, Ebenen) kolbnear oder 
reciprok verwandt. Wir haben nun nachzuweisen, dass diese Begriffe 
mit den sonst unter den aufgeführten Namen verstandenen Begriffen 
zusammen fallen. 

Möbius, der Begründer dieser allgemeinen Verwandtscbafts- 
theorie, stellt als den Begriff der Kollineation auf^'), dass bei zwei 
ebenen oder körperlichen .Räumen, welche in dieser Verwandtschaft 
stehen, jedem Punkte des einen Kaumes ein Punkt in dem andern 
Räume dergestalt entspricht, dass, wenn man in dem einen Räume eine 
beliebige Gerade zieht, von allen Punkten, welche von dieser Geraden 
getroffen werden, die entsprechenden Punkte des andern Baumes gleich- 
falls durch eine Gerade verbunden werden können. Hieraus folgt ver- 
möge der in den vorigen Paragraphen dargelegten Gesetze, dass in der 
That die Systeme, welche den entsprechenden Grössen zweier direkt 
affiner Vereine zugehören, zwei kolhneare Vereine in dem von MÖbius 
dargestellten Sinne bilden; aber auch umgekehrt lässt sich zeigen, dass, 
wenn zwei Bäume in diesem Sinne als kollinear verwandt erscheinen, 
die entsprechenden Punkte auch mit solchen Gewichten behaftet werden 
können, dass die Vereine ' der so gebildeten Grössen einander aftinSJS 
sind; oder mit andern Worten, dass zwei Räume, welche nach dem 
Princip der gleichen Konstruktionen einander kollinear sind, es auch 
nach dem Princip der gleichen Zeiger sind. 

') in seinem barjcentrisoheii Kalkül, g 317 [ges. Werke, Bd. I, S. 266]. 
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§ 161, 162. Kollineation nach dem Prinoip der gleichen Zeiger und 
nach dem Prinoip der gleichen Konstruktion. Identität beider Begriffe. 

§ 161- 
um dies zuerst für die Ebene zu beweisen, nehme man irgend 
vier Punkte in der einen Ebene an, von denen keine drei in gerader 
Linie liegen, und ebenso in der andern auch vier solche Punkte, imd 
setze sie einander entsprechend, was nach dem Pvincip der gleichen 
Konstruktionen verstattet ist, weil der vierte Punkt von den drei ersten 
durch keine lineare Konstruktion abhängt: Nun kann man in jeder 
Ebene dreien von den Punkten solche Gewichte hinzufügen, dase der 
vierte Punkt als Summe der so gebildeten drei Elementargrössen er- 
scheint; denn wenn man nur jene drei Punkte als Richtelemente an- 
nimmt, so sind die drei ßicbtstucke'des vierten Punktes die verlangten 
247 Elementargrössen; nimmt man nun diese drei Paare von Elementar- 
grössen als einander entsprechende Grössen zweier affiner Vereine an, 
so sind auch die beiden vierten Punkte entsprechende Grössen der- 
selben Vereine. Nun erhält man nach dem Princip der gleichen linearen 




Konstruktion aus vier entsprechenden PuoktenpaarenJ.j&'C'J'undyl'^'Ci)' 
zweier koUinearer ebenen Räume (Fig. 15 u. 16) ein neues Paar durch 
das Kreuzen der entsprechenden Linien AJi und CD einerseits, und 
Ä'B' und CD' andererseits, indem der eine Kreuzpunkt, da er zweien 
Geraden des einen Vereines angehört, auch als entsprechenden Punkt 
denjenigen Punkt haben muss, welcher den eatspre eh enden Geraden 
des andern Vereines, angehört, also den Kreuzpunkt beider Geraden. 
Sind nun die zu jenen Elementen gehörigen Elementargrössen a, i, c, d 
und a', h', c', d' einander affin, so sind es auch die Produkte ah . cd 
und dJ) . c'd' (§ 157), und die Elemente dieser Produkte, das heisst, die 
oben bezeichneten Kreuzpunkte, sind also dann auch nach dem Princip der 
gleichen Zeiger einander kollinear. Also je zwei Elemente, welche in der 
Ebene sich als entsprechende nach dem Princip der gleichen Konstruktion 
nachweisen lassen, sind es auch nach dem Princip der gleichen Zeiger. 
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§ 162. 

Entsprechend lässt sieli der Satz für Körperräume nachweisen, 
indem maji dann nur statt jener vier Punktenpaare j fünf solche uiiaiat,5iö 
von denen keine vier in Einer Ebene Hegen. Dann zeigt sieh, wie 
nach dem Princip der gleichen Konstruktion jeden vier Punkten des 
einen Vereins, welche in Einer Ebene liegen, auch vier Punkte des 
andern entsprechen müssen, welche gleichfalls in Einer Ebene liegen. 

Denn vier Funkte, welche in derselben Ebene liegen, müssen sich 
so verbinden lassen, dass ihre Verbindungslinien sich kreuzen; diesem 
Kreuzpunkte muss dann auch ein Kreuzpunkt der entsprechenden Ver- 
bindungslinien des andern Baumes entsprechen, also müssen auch diese 
Verbindungslinien, also auch die Punkte, welche durch sie verbunden 
werden, in Einer Ebene liegen. Sind nun Ä, B, C, D, E und Ä, 
B', C, B', E' die fünf entsprechenden Punktenpaare, so wird nach 
dem Princip der gleichen Konstruktion dem Durchschnitte der Ebene 
ABC mit der geraden Linie DE der Durchschnitt von A'B'C mit 
D'E' entsprechen. 

Nun können wir ganz auf dieselbe Weise, wie vorher, den fünf 
Punktenpaaren solche Gewichte geben, dass die so entstehenden Ele- 
mentargrössen a, fe, c, d, e\ und «', b', c', d', e' einander affin werden, 248 
indem man nur in jedem Vereine einen jener Punkte als Vielfachen- 
summe der übrigen desselben Vereins darzustellen, und diese Vielfachen 
als die entsprechenden Element argrösseu zu setzen braucht. Dann sind 
nach § 157 auch die Produkte ahc.de und dVt .Se einander ent- 
sprechende Grössen jener affinen Vereine; die Elemente dieser Pro- 
dukte, das heisst, die oben bezeichneten Durchschnittspunkte, sind also 
dann auch nach dem Princip der gleichen Zeiger einander kollinear 
entsprechend. 

Somit wieder, wenn irgend fünf Elemente des einen Vereines nach 
beiden Principien fünf Elementen des andern entsprechen, so wird auch 
jedes sechste Elementenpaar, was nach dem Princip der gleichen Kon- 
struktion sich als entsprechendes nachweisen Vässt, sich auch nach dem 
Princip der gleichen Zeiger als solches nachweisen lassen. 

Es ist also in der That die Identität beider Principien für ebene 
sowohl als kÖrperUche Bäume nachgewiesen. Bei Punkten einer geraden 
Linie reicht das Princip der gleichen Konstruktionen nur dann aus, 
wenn man mit den Konstruktionen aus der geraden Linie herausgeht, 
und also ein entsprechendes Punkfcenpaar ausserhalb derselben an- 
nimmt; das Princip der gleichen Zeiger | hat hingegen auch dami noch,5,W 
wie überhaupt immer, seine direkte Anwendung. 
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§ 163. Identität der Bäßiprooität uaoh beiden Prinoipieu. 

Nach dem Prineip der gleichen Konstruktion nennen wir zwei 
Vereine einander reeiprok, wenn jedem Punkte des ersten Vereins eine 
Gerade des andern dergestalt entspricht, dass, wenn man in der Ebene 
des ersten Vereines eine Gerade zieht, von allen Punkten, welche in 
dieser Geraden liegen, die entsprechenden Geraden des andern Ver- 
eines durch einen Punkt gehen, und umgekehrt zu allen Geraden des 
zweiten Vereines, welche durch denselben Punkt gezogen werden können, 
die entsprechenden Punkte des ersten in einer geraden Linie liegen. 

Ebenso werden zwei räumliche Vereine einander nach dem Prineip 
der gleichen Konstruktion reeiprok sein, wenn die Ebenen des zweiten 
Vereins, welche den sämmtÜchen Punkten einer Geraden im ersten 
entsprechen, sich in einer und derselben Geraden schneiden, und um- 
gekehrt die Punkte des ersten Vereins, welche den s'ammthchen Ebenen 
[entsprechen], die durch dieselbe gerade Linie gehen und dem zweiten 
Vereine angehörig gedacht werden, sich durch eine gerade Linie ver- 
binden lassen. 

Es bedarf kaum noch einer Aus einander setzimg, dass die auf 
a49dieae Weise ] reciproken Gebilde es auch nach dem Prineip der gleichen 
Zeiger sind, indem sich dies genau auf dieselbe Weise ergiebt, wie es 
sich oben für die KoUineation ergab. 

§ 164. Identität des Afflnitätabegriffes nach beiden Principien 
für Punktvereine. 
Setzen wir drei Punkte, die nicht in einer geraden Linie liegen, 
entsprechend mit drei Punkten, die auch nicht in gerader Linie liegen, 
und bilden daraus durch gleiche Zeiger zwei Vereine entsprechender 
Grössen: so wird das Gewicht einer jeden Grösse die Summe ihrer 
drei Zeiger, also das Gewicht zweier entsprechender Grössen dasselbe 
sein; es erscheinen also auch die Punkte selbst überall als entsprechende 
Grössen, und es herrscht also zwischen den Vereinen der entsprechenden 
Punkte selbst Affinität. Daraus folgt, dass, wenn a, t, c drei in gerader 
Linie liegende Punkte, a, h', c drei ihnen entsprechende Punkte eines 
affinen Punktgebildes sind, dann nicht nur auch «', V, c in gerader 
Linie liegen, sondern auch die zwischen ihnen befindlichen Abschnitte 
proportional sein müssen, denn wenn 

afe = mic, 
S51 ist, wo m eine Zahl vorstellt, so wird auch nach dem allgemeinen 
Gesetz der Aifinität 

a'b' = mb'c' 
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sein, und nach der Annalime sollten auch a', h', c' Punkte sein, wenn 
a, h, c es waren. Es fällt somit unser Begriff der Affinität mit dem sonst 
üblichen Begriff derselben zusammeii, sobald er auf dieselben Grössen, 
nämlich auf "blosse Punkte (mit gleichen Gewichten) angewandt wird. 
Die Erzeugung affiner Punktvereine tritt noch klarer hervor, wenn 
wir Parallelkoordinatea zu Grunde legen, oder nach unserer Benennungs- 
weiso, wenn wir zu einem Punkt und zwei Strecken des einen Vereins 
in dem andern Vereine einen Punkt und zwei Strecken als entsprechende 
setzen, und dann die entsprechenden Grössen durch gleiche Zeiger er- 
zeugen: dann ivird das Gewicht dieser Grössen gleich dem zu jenem 
Punkte gehörigen Zeiger sein, und also gleich Eins erscheinen, wenn 
jener' Zeiger der Eiaheit gleich wird. Zieht man somit in dem einen 
Gebüde von einem Punkte aus zwei Strecken, und in dem andern von 
dem entsprechenden Punkte aus zwei entsprechende Strecken, und setzt 
diese Strecken als Hiehtmasse für die Eichtstüeke der demselben Ge- 
■ bilde zugehörigen Punkte, so haben die entsprechenden Punkte beider 
Vei'eine stets gleiche Gewichte; und zugleich sind dadurch aus drei 
Paaren entsprechender | Punkte alle übrigen entsprechenden Punkten- 350 
paare zweier affiner Punktgebilde bestimmt, 

§ 165. Die metrischen Relationen zweier kollinearer Punktgebilde. 

Was die metrischen Relationen zweier kollinearer Punktgehilde 
betrifft, so sind diese auf eine höchst einfache Weise dadurch ausge- 
drückt, dass 

jede Grundgleidiung, ivelche tmabhängig ist von den Masswerthen der 
darin vorkommenden Grössen, hesteken hletbt, wenn man statt der Grössen 
die entsprechenden eines JeolUnearen Vereines seist 

Nämlich, da man diese Masswerthe auch so setzen kann, dass 
beide Vereine von Grössen affin werden, und für affine Grössenvereine 
die Geltung dieses Satzes erwiesen ist, so gilt er nun unter jener 
Voraussetzung auch für kollineare Vereine. 

Eine apecielle Polgerung dieses allgemeinen Satzes, welcher die 
metrischen Relationen, welche zwischen kollinearen Gebilden herrschen, 
in ihrer ganzen Vollständigkeit umfasst, ist zum Beispiel die, dass 
jeder Doppelquotient ^ zwischen vier Grössen A, S, C, D, welcher 55.3 
einen Zahlenwerth darstellt, auch denselben Zahlenwerth behält, wenn 
man statt A, ü, C, D die entsprechenden Grössen A', B', C, IX eines 
kollinear verwandten Gebildes setzt; nämlich ein solcher Doppelquotient, 
da er sich, in der Form 
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darstellen läest, ist imabhäugig von dem Masswerfche der vier Gröaeen 
A, B, G, D, weil jede im ZäMer nnd Nenner einmal vorkoramt, folg- 
lich wird, wenn man diesen gleich einer Zahl m setzt, diese G-Ieichnng 
a.neh fortbestehen, wenn man statt der Grössen A, S, C, D die ihnen 
kollinear entsprechenden Grössen Ä, S', C, D' setzt, und man hat 
somit 

BC ' DA B'C' ■ J/A' ' 
Namentlich hat mau, wenn a, h, c, d Punkte einer geraden Linie sind, 
nnd a', h\ c, d' die entsprechenden, 

ai cd _ ab' ^ 

bc' da^ b'/ ' d'a' 

Ebenso ist, wenn A eine Linie, b, c, d aber Punkte sind, welche 
mit A in derselben Ebene liegen und selbst unter einander in der- 
selben geraden Linie liegen, 

^' Ac ' db Ä'<i' ' d'V' 

Ferner, wenn A und C gerade Linien, h und d Punkte sind, und A, 
C, 1), ä in derselben Ebene liegen, ao ist 

Ab (M^ A'b- C'_ä 
ha ' dA ^ VC' ' ^ ä' 

Ferner, wenn A nnd G Ebenen, i und d Punkte sind, so ist 
A^ Cd ^ A-V_ C'_^ 
hü' dA^ VC ' d'~Ä'' 

EndHcb, wenn A, ß, C, I) Linien im Räume sind, so ist 

AS cn_ A-s Vir 

BC' BA~ BC-' D'A ' 
Die hinzugefügten Bedingungen entsprechen nämlich der in dem all- 
gemeineren Satze hinzugefügten Bedingung, dass der Doppelquotient 
eine Zahl darstellen soll. 

§ 166. Zusammenhang zwischen KollineaÜon und Projektion. 
(Perspektivität). 

53 Wie sich nun die KoUineation zur Affinität verhält, so verhält 
sich die Projektion zur Äbschattung, indem, wie wir oben zeigten, bei 
ElementargrÖssen das System der Äbschattung die Projektion dar- 
stellte. Es werden also auch alle Grundgleichungen, welche von dem 
Masswerthe ihrer Grössen unabhängig sind, bestehen bleiben, wenn 
man statt der Grössen ihre Projektionen setzt; namentlich werden auch 
jene Doppelquotienten bei der Projektion denselben Werth beibehalten. 
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Wie femer die durch Abschattuag aus einander erzeugbaren Ver- 
eine eine besondere Art der AfSuibät darstellten, so werden mm auch 
die durch Projektion aus einander erzeugbaren Vereine eine besondere 
Art der KoUineation darstellen, und zwar können wir, wenn wir die 
durch Projektion aus einander erzeugbaren Vereine perspeliMvische 
nennen, den Satz aufstellen: 

Zwei hollineare Vereine sind dann und nur dann, perspektivisch, 
wenn in dem IhirchschniUe der ieiden Syst^ne, dem jene Vereine ange- 
hören, je stoei mt^echende Twnkte susammm fallen, und der Sinn dei- 
Projektion ist dann hestinimt. 

Dieser Satz ist eben nur eine üebertragung des in § 158 für die 
Abschattung aufgestellten Satzes. Namentlich folgt daraus auch, dass 
zwei koUineare Linien, welche nicht in Einer Ebene liegen, stets per- 
spektivisch sind, weil sie sich nicht achneiden. Endlieh wird in dem- 
selben Falle, in welchem die kollinearen Vereine zugleich j affin werden, 25 
die Projektion mit der Abschattung identisch werden; nämlich, wenn 
die Absehattui^ und die abgeschattete Grösse Punkte oder überhaupt 
ElementargrÖssen erster Stufe mit gleichen Gewichten darstellen. Dies 
wird der Fall sein, wenn das Leitsystem ein Ausdehnungsaystem ist 
(oder anders ausgedruckt, als Elementarsystem ins Unendliche fällt). 
Dieser Fall trat im ersten Abschnitte (§ 82) ein, weshalb dort Pro- 
jektion und Abschattung zusammenfielen. 

§ 167. Harmonische Gleichungen, Konstrulttion der harmonischen 
Mitte. Harmoniaohe Summe, harmonische Koefflcienten. Folsystem. 



Fragen wir überhaupt danach, welche Gleichungen 
sind von dem Masswerthe der Grössen geltender Stufe, die darin vor- 
kommen, und welche also in der Projektion und überhaupt in der 
KoUineation bestehen bleiben, so sind es diejenigen, bei welchen jede 
Grösse von geltender Stufe in demselben Gliede eben so oft als Faktor 
des Nenners vorkommt, wie als Faktor des Zählers, und nur diejenigen 
Faktoren, welche sämmtlichen Zählern | oder Nennern gemeinschaft- 554 
lieh sind, können in den Gliedern behebig oft vorkommen, wenn nur 
in allen gleich oft. 

Die einfachste Form einer solchen Gleichung ist daher 

PA '^ PB '^ ' 

wo a, ß, . . . Zahlengrössen vorstellen, und wobei wir, damit die Glei- 
chung euien bestimmten Sinn gewinne, annehmen müssen, dass die 
Nenner PA , PB, . . . einander gleichartig sind, ohne null zu werden. 
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Setzen wir dies Toraus, und neHraen wir Q gleich der "Einheit^ wodurcli 
die Gleichung Übergeht in 

so nennen wir dieselbe eine harmonische Gleichung, a, ß, ... die 
ha/rmoniscbßn Koefficimtm (harmonisclien Gewichte), die Systeme von 
A, B, . . . die harmonisdtm Systeme, P das Polsystem. Verstehen wir 
unter Ä, S, . .. blosse Systeme, so schreiben wir die Gleichung auch so: 
P 

ß^ + ßS -i = 0, 

und sagen, der Ausdruck aÄ-\- ßB-\ sei in Bezug auf P gleich Null. 

Die Bedingung, dass die Gi'issen PA, PB, olle einander 

gleichartig sein müssen, ohne nuU zu weiden, können wn auch so 
ausdrücken, dass für alle diese Piodukte das nichstumfassende bystem 

253 und das gemeinsctiaftliehe System dei Faktoren dieselben «ein müssen 
Wenn das nächstumfassende System m allen dasselbe sein soll so 
heisst das, es muss dasselbe zusammenfallen mit demjenigen b^stemt 
was die sämmtlichen Grössen P, A, B, zun.ichst umfasst, das heisist, 
mit dem Hauptsysteme der Gleichung Wenn daö gemeinschaftliche 
System in einem jener Produkte, also auch m allen von nulltei Stufe 
ist, so sind die Produkte äussere, und dann, aber luth nur dajin sind 
die Werthe der Quotienten ^-r , . . . bestimmte Grössen (§ I41). In 
diesem Falle nennen wir die harmonische Gleichung eine harmonische 
von reiner Form. Aber obgleich in dem andern Falle die Quotienten 
-jj-T nur partiell bestimmte Werthe darstellen, so behält die harmo- 

555nische Gleichung | dennoch auch dajin ihre bestimmte Bedeutung, welche 
wir nun aufsuchen wollen. 

Da PA, PB, . . . einander gleichartig sind, ohne null zu werden, 
so müssen sich solche Masswerthe von A, B, ... annehmen lassen, dass 

P^ = PP = .-. 
ist; daim wird die Gleichung in der Form 

PA 
erseheinen, woraus man durch Multiplikation mit PA die absolute 
Gleichung 

ocA + ßB -{ = 

erhält. Multiplieirt man diese Gleichung mit P, so erhält mau 

das heisst 
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» + /S + ----0, 
oder: 

in einer harmonischen Gleichung ist die Summe der harmonisdien 
Koefßcimten auf beiden Seüm gleich. 

Zugleich erhält man hierdurch ein Mittel, um den Wertb öS, 
welcher der Grleiehung 

P 
aA + ßB + ■■■'=' sS 
genügt, zu lionstruiren, das heisst, den harmonischen Koeffioienten und 
das harmoniache System dieses Gliedes zu finden; nämlich, erstens ist 

<( = ■. + /) + .•., 

zweitens ist, wenn A, B, ... so gross gemacht sind, dass die Pro- 254 
dukto mit P einander gleich sind, mad auch S in solcher Grösse an- 
genommen wird, nach dem Vorigen 

aÄ -\- ßB-\ =0S 

oder 

S = «^ + I?-B + --- 

wodurch S selbst, wenn nicht etwa null ist*), bestimmt, also ; auchSöS 
das System von S bestimmt, die Bedeutung der harmonischen Gleichung 
somit nachgewiesen ist. 

Wir nennen das System von S die harmonische MiUe zwischen 
den Systemen Ä, B, . . . in Bezug auf die zugehörigen Koefflcienten 
a, ß, . . . und das Polsystem P, und dies System, verbunden mit dem 
harmonischen Koefficienten (a -\- ß -{- ■■■), nennen wir die auf P he- 
zügHehe harmonische Summe von kA, ßB, .... 

§ 168. TJmgeataltnng reiner harmonischer Gleichungen. 
Im vorigen Paragraphen haben wir gezeigt, dass eine harmonische 
Gleichung auch als absolute besteht, wenn mau den Systemen solche 
Maaswerthe beilegt, da^ ihre Produkte mit dem Polaysteme einander 
gleich werden. Wir können mm auch umgekehrt achHessen und sagen, 
eine Gleichung maischen Vielfachmsummen von Grössen, deren Proäiikte 
mit einer und derselben Grosse P gleichen Wertk liefern, sei eine har- 



*) Ist a null, und aucK aA -f- ß-B + ■ . ■ ^ 0, so ist ß gäoizlioh untioatimmt, 
wie dies auch in der Idee der harmonisehen Gleichung liegt, Ist null, und 

o!A-\-§B -\ stellt einen geltenden Werth dar, so giebt es keinen (endlichen) 

Werth von 3, welchar der Gleichung genügt; da dann auch (aÄ -\- ßB -}■■■■) P 
gleich Null ist, so ist klar, dass das System, was jener Summe entspricht, auch 
nicht der Bedingung, mit P ein Produkt von geltendem Werthe KU liefern, genfigt. 
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monische, wenn man die Koefßcteitten jma Grossen als harmonische 
Koefficienten rfer durch sie dargestellten Systeme, das System oon P aher 
als Polsystetn seM. 
In der That, iat 

<tÄ + /Ji>'H = 6S 

die ge^eltene (jleichiiug, und isb 

Ko erhält man, indem man mit PS diyidirt, und Units, statt die Summe 
zu dividiren, die Stücke dividirt, indem man dann statt PS die ihjii 
gleichen Ausdrücke setzt, die harmonische Gleichung 






FS' 



oder 

P 

KÄ+ ßP -\ =0, 

wo Ä, P, ... nur noch blosse Systeme vorstellen. 

Durch diese Sätze ergeben sich nun leicht die Umwandlungen, 
welcher eine harmonisclie Crleiehung, welche in reiner Form erscheint, 
fähig ist. 

Zuerst leuchtet nnmittelbar ein, dass man einestheils die sämmt- 

lichen harmonischen Systeme, andemtheils das Polaystem mit einem 

557 Systeme L äusserlich kombinireu darf, welches von dem ] Haupt«ysteme 

der ursprünglichen Gleichung unabhängig ist, ohne dass die Gleichung 

aufhört, eine harmonische zu sein. Denn, wenn 

aA + ßB -j = 

und 

PA^ PB^--- 
ist, so ist klar, dass, wenn L von PA unabhängig ist und PA, wie 
wir voraussetzten, ein äusseres Produkt ist, auch 

LPA = LPB== -■ 
sei, also auch LP als Polsystem angenommen werden könne, dass ferner 

aAL + ßBL + -■■ = <) 
und 

PÄL = PBL===-- 

sei, also diese mit L kombinirte Gleichung noch in Bezug auf das- 
selbe Polsystem P eine harmonische sei. 

Ohne Vergleich wichtiger als diese Umwandlungen sind diejenigen, 
bei welchen man nicht aus dem Hauptsysteme der ursprünglichen 
Gleichung herausgeht. Setzt man nämlich P gleich Q.B, sei es nun, 
dass Q . B ein äusseres, oder dass es ein, auf das Hauptsystem der 
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Gleichung bezüglichea, eingewandtes Produkt darstelle, so wird, da 
P. Ä als äusseres oder auch als eingewandtes Produkt nuUter Stufe 
betrachtet werden kann, das Produkt Q.It.A ein reines, also (nach 
§ 139) gleich Q,[B.A) sein. Multiplicirfc man daher die nrsprüiigliclie 
Gleichung 

«^+ ßB-\ ^0, 

zu welcher die BedinguugsgleichuEgeii 

P.^ = P.B = ---, 256 

oder 

Q.(Il.Ä) = Q. (li ,£) = ■■■ 
geholfen, mit 11, so erhält man 

wiACu. V luiDoi- fl«"! BedmgungSoleichuniLii m tezu^ lut Q hiiuio nsil 
ist Also 

Stellt JKO» das Fohytein eiim t etilen harmonischen Gleichung als 
Komhtntition dar, spi et, als ausbete, odet als emgewanätp auf das Hmtpt 
System dei Gleichung hezugliche so UeM die Gleidiung am teine harmo 
nibche, ii^enn man das \ ewe Glied jener Kombmation mit den hannoni SSS 
bchen Systemen homhmrt, das ändert als Polsgstem setH, alles übrige 
aber unvera/ndett lübsl 

Um die Allgemeinheit dieses '^atze'i und den Reichtlium d i Ue 
Ziehungen zu Übersehen welchLn t,i m sich fisst kiht,n wir muh dit 
)Puigen hirmonischen Gleichungen m Betracht au ziehen welche nicht 
in reiner Fjrm eiachemen 

§ 169. Umwandlung des Polsyatems einer harnionisolien Gleichung. 

Ist die Gleichung 

kA-\- ßß -j- ■•- ^0 
mit den Bedingungsgleichungen 

P^ = P£ = . . ■ 
gegeben, und sind die Produkte FA, ... eingewandte, so lässt sich 
die harmonische Gleichung, welche daraus hervorgeht, in reiner Form 
darstellen. In der That, wenn E das System darstellt, welches den 
Faktoren eines jeden dieser Produkte gemeinschaftlich ist, so wird 
F sich als äusseres Produkt in der Form QE darstellen lassen, und 
man hat 

FA=QE.A = QA.'E; 
also gehen die Bedingung« gl eichui^en über in 
QA.E= QB.E= ..-, 
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oder, da E dem QA, . . . untergeordnet ist, iu 

QA^QB = ---, 
wo QA, ... äussere Produkte sind; und die Gleichung ist also iiucb 
harmonisch in Bezug auf Q, das heisst 

Q 

aA + ßB+---=^0, 
257 und sie ist mm iü reiner Form dargestellt. 

Also „eine unreine harmonische Gleichung bietet stets ein System 
(^E) dar, welches den sämmtliehen harmonischen Systemen und dem 
Polsysteme derselben (P) gemeinschaftlich ist, und man kann die 
Gleichung in reiner Form darstellen, indem man als Polsystem irgend 
ein System (Q) setzt, dessen äussere Kombination mit jenem gemein- 
schaftlichen Systeme {E) das ursprünghche Polsyatem (P) liefert." 
Da nnm nun aus den zuletzt gefundenen Bedingungsgleichungen 
QA==QS^... 
für den Fall, dass A, B, . . . das gemeinschaftliche System E haben, 
359 und .£', dem E untergeordnet ist, die neuen Bedingm^sgleichungen 

QA.E,=^ QB .E,- , 

oder, da E, auch dem A, B, . . . untergeordnet ist, die Bedingungs- 
gleichuagen 

QE^.A^QE^.B^--- 

ableiten Itann, so folgt, dass dieselbe Gleichung auch noch harmonisch 
ist in Bezug auf QE^. Daraus folgt, dass man in einer reinen har- 
monischen Gleichung das Polsystem mit einem Systeme, welches allen 
bai"monischen Systemen untergeordnet ist, kombiniren und diese Kom- 
bination als Polsystem setzen kann, oder allgemeiner: 

Wenn die harmonischen Systeme einer Gleichung ein System von 
geltender Stufe gemeinschaftlich haben, so "kann man das Folsystmt &e- 
liebig mdem, wenn nur da^enige System, welches jenes gemeinschaftliche 
System und dieses- Fdlsystem sunächst umfasst, dasselbe bleibt. 

Nehmen wir ferner an, dass in einer reinen harmonischen Glei- 
chung das Polsystem demjenigen Systeme li, was die sämmtHchen 
harmonischen Systeme zur^chst umfasst, nicht untergeordnet sei, son- 
dern mit ihm nur ein System E gemeinschaftlich habe und sich also 
in der Form QE darstellen lasse, wo Q yon jenem uächstumfassenden 
Systeme unabhängig ist, so kann man statt der Bedingungsgleichungeu 

QEA = QEB = --- 
auch, da Q von dem Systeme, welches die Faktoren EA, EB, . . . 
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Faktoi& Q die GlticlmiiTen 

i 1 == 7 £ = «oS 

setzeii das lieisst, die Gleiclim^ ist luch haimomsub in Bezu^ lut J 
da man nun nach §!(-'* auch h wieder mit jedem von Ji, i n ibhangigcii 
Systeme lusserlich kombinirea darf so haben wir den batz 

Mmi ^a«w jit eine) jeinen limmoniscIieH Olttchmig das FohyUrn 
hdmbig in tfe» Ätt atidetn, dass dasjenige System, weichet, es mit dein cäle 
karmomschen Systeme mnachbt umfassenden Sybteme g&memsduifüich hat, 
tJassHbe hleiht 

Die&ti Satz entspriebifc dem voi hergehenden und lis'st sn,h, weimSö'ö 
man ■will, m die ganz entspiechende Terra kleiden Auch ubei&ieht 
man leicht wie man lureh L-ombimtiou dieser beiden Gesetze om all 
gemetneies Gesetz alleiten konnte welehff jedoch wegen sliuli v i 
wicl elteu Form von geimgerer Bedeutim^ isfj 

§ 170. Umwandlung harmonischer G-leichungen bei unverändertem 
Polsysteme. Allgemeiner Sata über harmonische Mitten. 

Vermittelst dieser Sätze nun kömieu wir den Satz aus § 168 
noch in einer etwas einfacheren und für die Anwendung bequemeren 
Form darstellen, 

NämHch, wenn wir die dort gewählte Bezeichnung wieder auf- 
nehmen, so können wir in der harmonischen Gleichung 

Q 

kIIA-\- ßBB-\ =0 

nach den beiden Sätzen des vorigen Paragraphen statt Q auch QU, 
das heisst 1* setzen, und haben somit den Satz: 

Jn einer reinen harmonisdien Gleichung !cann fttan ohne Aenderung 

Sterns die harmonischen Glieder mit jedem, dem Puhybtem eilt- 

', Systeme Icomlnniren. 

In diesem Satze liegen die sänuntlichen Sätze über die harjno- 

nischen Mitten (centres de moyennes harmoniques), welche Poncelot 

aufgestellt hat**). 

*) Es würde dies Gesetz etwa so ausgedrüclct werden köimeii : Weim man 
ein verandeiiiches Polayatem mit dem die harmonischen Sjsteme aunächst um- 
fassenden Systeme komhinirt, und dabei dasjenige System, welcih.es diese Kom- 
bination und das allen harmonischen Systemen gemeinschaftliche Syeiem zunächst 
nmfasst, konstant bleibt, so bleibt die liarmonisehe Gleichung als solche in Bezug 
auf jenes veränderliche Polsyatem bestehen. 

**) In seinem Memoire sm- les centres de moyemtes liarmoniques, welches im 
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In der That, hat man zum Beispiel in einer Ebeue die barmoniaclie 
250 Mitte mehrerer Linien in Bezug auf gewisse harmonische Koeffieienten 
und einen Punkt der Ebene als Pol, uncl man zieht durch diesen 
Punkt eine gerade Linie, so wird zwischen den üurehsehnittspunkten 
dieser Linie mit den ersteren nach dem zuletzt angeführten Satze in 
Bezug auf denselben Pol auch dieselbe harmonisehe Gleichung herv- 
3ßl sehen; oder, anders aoagedrüekt, wenn | man durch einen festen Punkt 
eine veränderliche Gerade zieht, welche eine Reihe von n festen Ge- 
raden derselben Ebene sckneideb, und man bestimmt in Bezug auf jenen 
Punkt als Pol die harmonische Mitte zwischen den mit konstanten 
hai-monischen Koeffieienten behafteten Durchscbnittspimkten, so liegt 
dieselbe in einer festen Geraden, und zwar ist diese Gerade die har- 
monische Mitte jener n Geraden in Bezug auf denselben Pol und die- 
selben harmonischen Koeffieienten. Hat man auf der andern Seite in 
Bezug auf eine Äxe die harmonische Mitte zwischen einer Beihe von 
n Punkten derselben Ebene, und man legt durch irgend einen Punkt 
der Axe und jene n Punkte gerade Linien, so findet zwischen ihnen 
nach dem angeführten Satze in Bezug auf die Ase dieselbe harmonische 
Gleichung statt, wie zwischen jenen n Punkten. Oder, verbindet man 
einen, in einer festen Geraden liegenden, veränderlichen Punkt mit n 
festen Punkten derselben Ebene, so geht die harmonisehe Mitte dieser 
Verbindungslinien in Bezug auf jene Gerade als Axe und in Bezug 
auf eine Reihe konstanter Koeffieienten, welche jenen Punkten zu- 
gehören, durch einen festen Punld, und zwar ist dieser Punkt die har- 
monische Mitte der gegebenen n Punkte in Bezug auf dieselbe Ase. 

Wollen wir die zweite Ausdrucksform in ihrer ganzen Allgemein- 
heit darstellen, so gelangen wir zu folgender neuen Form des oben 
aufgestellten Satzes; 

Kombinirt ma/n ein veränderliches System R, welches einem festen 
Systeme P ah Polsystcme eingeordnet ist, mit n festen Systemen A, B, . .., 
d^en jedes, mit dem Folsysteme hombinirt, das HoMptsystem liefert: so ist 
die harmonische Mitte jener n Kombinationen in Besug o/uf n eugeJwrige 
feste Koeffieienten a, ß, ..., deren Summe nicht null ist, und auf jenes 
260 Polsystem P \ einem festen Systeme Q eingeordnet, und swar ist dies feste 



dritten Bamde des Crelle'scben Jom-nals [S. 313—372] abgedruckt ist. — Eine 
Erweiterung dieser P on o e 1 et ' sehen Theorie habe ich in einer Abhandlung 
„Theorie der Centralen", welche im 34-ten Bande deeseiben Jonmalfi [auf S. 263 
— 283 und 372 — 380] abgedruckt ist, Tersucht. [Die Poncelet'sche Arbeit ist in 
dem „Trait^ des propriöt^a projectJTes des figiures" wieder abgedruckt und zwar in 
Bd. 2 anf S. l-5ö] 
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i Q die haimomsche Mitte der n festen Systeme A B ... m Bezug 
auf äwstTben Koefficienten a, ß, und auf dasselbe Polsystem P. 

Diese AusdrucLsform ergiebfc sieb aus der erateieii (im vorigen 
Paragraphen aufgeetellten) mit ToUkommener Schärfe, wenn man von 
dem Satze Gebrauch macht, dass wenn das Polsjstem, die harmonischen 
Systeme, deren jedes mit dem Polsysteme kombinirt das Hauptsystem 
liefert, und die zugehörigen harmonischen Kocfficienten, | deren Summe 5C3 
aber nicht null sein darf, gegeben sind, die harmonische Mitte jedesmal 
bestimmt ist. 

Die letzte Bestimmung in diesen Sätzen, dass nämlich das feste 
System Q, dem jene harmonischen Mitten eingeordnet sind, selbst als 
harmonische Mitte erscheint, fehlt in der Poncelet'schen Darstellung, 
und es bieten daher die hier gefundenen Ausdrucksformen, da die har- 
monische Mitte nach § 167 leicht konstruirt werden kann, zugleich 
neue und einfache geometrische Beziehungen dar. 

§ 171. Anwendung auf die KrystaBgestalten, 

Ich will diese Darstellung mit einer der schönsten Anwendungen 
schliessen, die sich von der behandelten Wissenschaft machen lässt, 
nämhch mit der Anwendung auf die Krystallgestalten. Doch will ich 
mich hier auf die Mifctheilung der Resultate beschränken, indem ich 
die Ableitung derselben dem Leser überlasse. 

Bekanntlich stellen die Krystallgestalten jede ein System von 
Ebenen dar, welche, ihrer Lage nach veränderlich, ihren Richtungen 
nach aber konstant sind; das heisst, statt jeder Ebene, die an einer 
KrystaUgestalt hervortritt, kann auch die ihr parallele hervortreten, 
ohne dass dadurch die Krystal^estalt als solche geändert wird. Die 
Abhängigkeit, in welcher die Richtungen dieser Ebenen unter einander 
stehen, können wir vermittelst der durch unsere Wissenschaft fest- 
gestellten Begriffe so ausdrücken: 

Wenn man vier Flächen eines Krystalles ohne Asndenmg ihrer Ridtr 
kmgen so legt, dass sie einen Saum einschiiessen*), und die Stüclce, welche 
dadurch von dreien derselben abgeschnitten werden, m Bichtmassen macht, 
so lässf sich jede andere Fläche \ des Krystalles als Vielfachensumme ■i6i 
dieser Biehtmasse raUonal ausdrücken. 

Darin, dass der Ausdruck ein rationaler ist, liegt, dass die Zeiger 
sich als rationale Brüche, und also, da es nur auf ihr Verhältniss an- 
kommt, sich als ganze Zahlen darstellen lassen, Hierbei bemerken 

'■■) Hierin liegt schon, dass die Fläühen keine parallelen Kiinten haben dürfen. 
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wir noch, dass im Allgemeinen diejenigen Ebenen am häufigsten am 
Krystalle hervorzutreten pflegen, deren Zeiger sich durch die kleinsten 
ganzen Zahlen auadriicken lassen, und daaa es schon äusserst selten 
ä63 ist, wenn die Zeiger einer Krystallfläche sich nur | durch ganze Zahlen 
ausdrücken lassen, unter denen grössere als sieben vorkommen. Nament- 
lich lässt sich die abschneidende Ebene, da ihre drei Projektionen im 
Sinne des Eichtsjatemes die drei Biehtmasse gehen, als Summe der- 
selben darstellen, das heisst, ihre Zeiger sind 1, 1, 1. 

Aufgabe. Es sind in Bezug auf vier Ebenen A, B, C, D, von 
denen die letztere die abschneidende ist, die Zeiger von vier anderen 
Ebenen Q^, Q^i Q^i Q ^'^^ "^'^ Ze^er einer Ebene P gegeben, man 
soll die Zeiger x, y, s von P suchen, wenn Qi, Q^, Q^ und Q als 
die ursprünglichen Ebenen, und zwar Q als die abschneidende betrachtet 
werden sollen. 

Auflösung. Es ist, wenn x, y, z sich auf (^i, Q^, Q^ beziehen, 
,„ _ P-9^-Q^ ,, _ ft--P-fe , _ Q,-Q,-F 

Diese Auflösung, welche sich durch die Gesetze unserer Analyse 
„g^auf's Leichteste ergiebt*), erscheint in höchst einfacher Gestalt, || wäh- 
rend bei der gewöhnlichen analytischen Methode sowohl die Endfonnel 
als auch die Mittelglieder in sehr verwickelten Formen erscheinen. Aus 
dieser Auflösimg fliesst sogleich der Sata: 

*) Sind nämlich Pj , Pj , 1\ die durch (^ von Q,,Q,i, ^j^ahgeachnittenen Stücke, 
so hat man die Zeiger cc, y, s nn enchen, welche der Gleichung 



genügen. Ist 
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■^Q^, ■?,="&, JP.' 


-^Q. 
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Wer 7 E J Ebenen a Ehe ei d Ba 

einscM n a f 1 anjeg l Tf al abl iei las t la t 

sieh awJ i li> Bele m Eh tm j d a 1 Ehet er 7 

IteQie, leite Ba Hie e» gl JfalL at lal ableüet 

J d K t 1 Kiy tiJlfe t It s li D t LP I kt I Fla h 
welcli lili ml dadu h IjtbdL lÄfat 

„Wen dZ w FlalinPPnB fviElun 

Ä,S,C D 1 n n 1 1 t 1 ab hn 1 ni fc h n 1 

dann h K t 1 V Ifa h n mm 1 n d n El n i B 

gebild t 1 d h J 1 g mzt uK.atu iidn- Mn hlt 

wenn A, B, C die durch D begianzten Flächenräume darstellen^ als 
die Zeiger dieser Kante die Äusdiuüke 

F. P^.G Ä . P. P , P,.B.P 
~ä7~B. C A.B .C Ä.S .C 

welche sich auf die durch die Produkte AB, BC, CA dargestellten 
Kanten beziehen*). Hieraus fliesst, da man beliebige vier raum- 
begränzende Ery stallflächen als Fundamentalflächen annehmen kann, 203 
der Satz: 

Wenn man drei Kanten eines Krystdiles, welche nicM in derselben 
Ebene liegen, ohne Aenderung ihrer Richtung an einen gemeinschaftlichm 
Anfangs^nM legt, vmd als ihre Endpunkte | ihre Ikirchschiitle mitä65 
irgmd einer KrystaUfläche seist, so lässt sich jede andere Kante des 
Krystalles als Yielfachensumme dieser Strecken raOoiial ausdrüeken. 

Da die hindurehgelogte Ebene D mit den drei Kanten a, b, c 
gleiche Produkte liefert, so wird man auch jede Grosse p, welche als 
Vielfachen summe yon a, b, c dargestellt ist, als harmonische Viel- 



*) Nämlich., es ist 



die Projeition vou P.F, auf A.B nach C, imd so weiter, und daraus folgt 

Nun stellen AB, BC, CA jene drei Kanten dar, welche zwischen A, B, C liegen 
lind durch die Ebene B hegtMzb werden; denn es seien c, a, b diese drei Kanten, 
so werden die Flächenräume öe, ca, ab den drei Flächenräumen A, B, (7 pro- 
portional sein (da diese die Hälften von jenen sind), und also AB, BC, CA den 
Produkten bu . ca, ea . ab, ab . be, das lioisst den Produkten abo . c, abc . «, 
abc . b oder den Grösaen c, a, b proportional sein, und diese Grössen Icönnen 
also statt jener Produtte gesetzt werden. 
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fachensumme Yon a, i, c in Bezug auf D darstellen können. Somit; 
hat man den Satz: 

Nimmt man drei Kanten einer Krystallgestalt und eine Fläche der- 
selben (ohne dass die Kombination der drei Kanten, oder der Fläche mit 
einer derselben Mdl gieit), so lässt sich jede andere Kante des Krystalles 
cds harmonische Vielfachensumme jener Kanten in Besug auf jene Ebene 
rational ausdrücJien. 

Dies Gesetz ist dadurch interessant, dass es die Beziehung der 
Richtungen (ohne Eücksicht auf hypothetische Masswerthe) rein aus- 
drückt. Ebenso ergiebt sich leicht, da die FUichen ab, bc, ca mit der 
Kante a -\- b -\- c gleiches Produkt liefern, der Satz: 

Nimmt mcm drei Flächeit einer Krystallgestalt und eine Kante der- 
selben (ohne dass die Kombimition der drei Flächen oder d&r Kante mit 
einer derselben Null giebt), so lässt sieh jede andere Fläche des Krystalles 
als harmonische Vielfacheitsumme jener Flächen in Sesug auf jene Kante 
rational darstellen. 

Da die sämmtlichen Ausdehnungsgrösaen im Eamne als Elementar- 
grÖssen, die der unendlich entfernten Ebene angehören, aufgefasst 
werden können, so werden die Abschattungen auf irgend eine Grund- 
ebene nach irgend eiaem Leitpunkte ein dem ersteren affines System 
darstellen, und also zwischen ihnen genau dieselben Gleichungen statt- 
finden, wie zwischen den abgeschatteten Grossen; und umgekehrt jede 
Gleichung, welche zwischen den Äbschattungen stattfindet, wird auch 
zwischen den abgeschatteten Grössen stattfinden, und der Verein dieser 
Äbschattungen wii-d daher alle in der Krystallgestalt herrschenden Be- 
364 Ziehungen vollkommen treu darstellen; die Krystallflächen | werden 
durch Liniengrössen, die Krystallkaijten durch Punktgrössen, oder so- 
fern beide bloss ihren Richtungen nach gegeben waren, durch Linien 
und Punkte dargestellt sein. Diese Darstellung in der Ebene, da sie 
alles, was bei den Kry stallgestalten als wesentliches vorkommt, rein 
^eeund treu | abbildet, ohne das zufällige mit aufzunehmen, eignet sich 
besonders schon, um die Krystallgestalten in der Ebene zu entwerfen. 

Diese Andeutungen mögen genügen, um die Fruchtbarkeit der 
neuen Analyse auch nach dieser Seite hin nachzuweisen. 



§ 172. Anmerkung Über offne Produkte. 
Ich habe mich in der obigen Darstellung hauptsächlich auf solche 
Produkte beschränkt, in denen sich die Paktoren ohne Werthänderung 
des ganzen Produktes beliebig zu besonderen Produkten zusammen- 
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fassen lassen (g 143); und es schien mir diese Bescliräiikung noth- 
wendig, damit der schon überdies so mannigfaltige Stoff mehr zusammen- 
gehalten werde, und der Leser nicht durch die immer wieder neu her- 
vortretenden Begriffe ermüde. Ueberdies erfordern die Produkte, für 
welche jene Bedingung nicht mehr gilt, eine ganz differente Behand- 
lung, neue und verwickeltere Grössen treten in ihnen hervor, und wenn 
gleich dieselben eine reiche Anwendung namentlich auf die Mechanik 
und Optik gestatten, so kann doch diese Anwendbarkeit hier nicht 
ganz zur Anschauung gebracht werden, indem dazu erst die in dem 
folgenden Theile zu entwickelnden Gesetze erforderücb sein würden. 
Doch will ich die Art ihrer Behandlung hier wenigstens an einem Bei- 
spiele erläutern, und zugleich auf die interessanten Gross enbeziehungen 
hindeuten, welche sieh dadurch aufsehliessen. 

Es war bisher nur das gemischte Produkt {§ 139), welches jenem 
Zuaammenfassungsgesetze nicht unterlag, obgleich die allgemeine multi- 
plikative Beziehung zur Addition, vermöge welcher mau statt eines 
zerstüekten Faktors die einzelnen Stücke setzen und die so entstehenden 
einzelnen Produkte addiren kann, für dasselbe ihre Geltung behielt. 
Aber auch diese Beziehung erscheint hier | noch als eine einseitige, in- 265 
sofern zwar gemischte Produkte, in welchen Ein Faktor verschieden 
ist, während die übrigen gleichartig sind, danach zu Einem Produkte 
vereinigt werden können, aber nicht solche, in welchen mehr als Ein 
Faktor verschiedenartig ist, es müsste denn sein, dass diese ver- 
schiedenartigen I Faktoren schon zu einem Produkte zusammengefasst ^ö7 
seien. In der Aufhebung dieser Einseitigkeit nun liegt das Princip der 
Behandlung jener Produkte. 

Es sei A^P . B-^ -\- A^F . S^ eine solche Summe zweier gemischten 
Produkte, in welchen F der gemeinschaftliehe Paktor ist, und die beiden 
letzten Faktoren nicht zu Einem Produkt vereinigt werden dürfen; so 
kann man statt dessen auch nicht + (-^lA + -^a^g)-? setzen; son- 
dern, wenn wir einen solchen Ausdruck, wie es die Analogie der Multi- 
plikation fordert, einführen wollen, so müssen wir die Stelle des Pro- 
duktes, in welche P einrücken soll, bezeichnen. Es sei diese Stelle 
durch eine leer gelassene Klammer bezeichnet, so dass 

[AQ.B'jP^AF.B 
und 

[A, . 1?, + ^ . ß, + - ■ ■} P = ^,P. .B, + AP.B^ + - ■ ■ 
sei, und es werde ein solches Produkt mit leer gelassener Stelle ein 
offnes genannt. Treten mehrere Faktoren hinzu, von denen nur Einer 
in die Lücke einti'eten soll, so kann dieser durch dieselbe Klammer 
ausgezeichnet werden, durch welche die Lücke bezeichnet ist. Sind 
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zwei odec mehr Lücken in dem Produkte, so müssen die Klammer- 
bezeiclmungen verschieden sein, wenn verscliiedene Faktoren in die- 
selben eintreten sollen. 

Wir betrachten hier indessen nur die Produkte mit Einer Lücke, 
deren Summe formell dadurch bestimmt ist, dass die multiplikative 
Beziehung bestehen bleibt. Wir werden daher zwei Summen von offnen 
Produkten, da sie nur durch ihre Multiplikation mit andern GErössen. 
ihrem Begriffe nach bestimmt sind, dann und nur dann als gleich zu 
setzen haben, wenn sie mit jeder beliebigen, aber beide mit derselben 
Grösse multiplicirt, gleiches Produkt liefern.*) Es kommt also darauf 
an, die konstanten Beziehungen zwischen den in jenem Summonaus- 
drucke vorkommenden Grössen, die wir als veränderlich setzen können, 
auszumitfceln, wenn eben der Summenwerth konstant bleiben soll. Je 

ee einfacher und | anschaulicher diese konstanten Beziehungen aufgefasst 
sein werden, desto einfacher und anschaulicher wird der Begriff jener 

es Summe sein, welcher eben als die | Gesammtheit jener konstanten Be- 
ziehungen selbst aufgefasst werden kann. 

Es lassen sieh sehr leicht diese konstanten Beziehungen als Zahlen- 
beziehungen in Bezug auf irgend ein zu Grunde gelegtes Richtsystem 
darstellen. Nämlich man hat dami nur die sämmtlichen Grössen in 

■ jenem Summenausdruck jS, so wie auch die Grösse P, mit welcher 
multiplicirt werden soll, als Vielfachonsummen der Richtmasse von 
gleicher Stufe darzustellen, dann das Produkt SP gleichfalls als Viel- 
fachensumme von Richtmassen zu gestalten, so wird in diesem Pro- 
dukte der Koefficient eines jeden Richtmasses (nach § 89) konstant 
sein, wie sich auch die Grössen in S ändern mögen, wenn eben jenes 
Produkt oder jene Vielfachensumme, auf welche dasselbe zurückgeführt 
ist, konstant bleiben soll. Ein jeder solcher Koefficient kann wiederum 
als Vielfachensumme von den Zeigern der Grösse P dargestellt werden; 
imd da für jeden bestimmten Werth dieser Zeiger jene Vielfachen- 
summe konstant bleiben soll, so muss auch in ihr der Koefficient eines 
jeden Zeigers von P konstant sein. 

Es ist nun sogleich einleuchtend, dass hierdurch die konstanten 
Beziehungen zwischen den Grössen in 8 vollständig dargestellt sind, 
indem aus ihnen die Beständigkeit des Summenausdruckes mit Noth- 
wendigkeit hervorgeht. Wir erläutern dies an einem Beispiele. 
Es sei die Summe 
S-..().f, + «,().«, + ..._ £[«{).«] 

"^ Wenn auch nur mit jeder Grösse von gegebener Stufe, wobei daun jener 
Summanwertli zugleich von der Stufenzahl abhä.ngig bleibt. 
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ZU bebaiidelii, in welcher e, e^, e^, ■ ■ ■ Strecken im Räume yoratellen, 
und wo bei der letzteren Bezeiclmuiig das Summenzeichen sich auf 
die verschiedenen Anzeiger 1, 2, ... bezieht. Es ist klar, dass, wenn 
die Strecken e nicht etwa Einpr Ebene angehören, die Grösse P, welche 
mit jener Summe m It pl c it werden soll, von zweiter Stufe, das heisst 
ein Flächenia m em m s aotald die Produkte der einzelnen Glieder 
summirhar Heilen Hollen cht e luU zu werden. Es seien nun ci, h, c 
die Richtmasse e «ter '^fc fe ies zu Grunde gelegten Richtaystoms, ic, 
Ca, ab also 1 e I chtmisae zwe ter Stufe, und 

e ^ <^a+ ßb -i^yc, 

P = xhc + yca + sah, 
so hat mau 

SF = S(eF . e) = EieF . iaa + ^& + yc)). 
Hier müssen die zu den Biehtmassen a, i, c gehörigen Zeiger des 20 
ganzen Ausdrucks konstant sein; das heisst, es müssen 

S{eF.a), E{eF.ß), S{eP.y) Zr, 

konstant sein für jeden Werth von x, y, g, wobei 

eP= ahc (fxx -\- ßy -\- yä) 
ist. Daraus ergeben sich folgende sechs konstante Grössen: 
,,, p(«'), S{f), .Sfr'), 

^' U(M), ^(r«), ^(.'ß)- 

Bezeichnen wir diese sechs Grössen beziehlich mit 
A, B, G 
Ä, B', C, 
so ist 

lSP==ahc{Äx +G'y -j- B's) a + 
(2) + ahc {C'x + By + Ä's) b + 

I + abc (B'x + Äy -\- Ce) c. 
Es hat demnach jene Summe S dann und nur dann einen kon 
stauten Werth, wenn in Bezug auf irgend ein festes Richtsystem diese 
sechs Zahleugrössen konstant sind. So haben wir nun zwar die kon- 
stanten Beziehungen, welche zwischen den in jener Summe vorkommen- 
den Grössen herrschen müssen, weim die Summe konstant bleiben soll, 
bestimmt; allein der einfache Begriff jener Summe ist dadurch noch 
nicht gefunden, weil in diese Bestimmungen ein ganz fremdartiges, 
mit dem Begriffe jener Summe in keinerlei Beziehung stehendes Ele- 
ment, nämlich das zu Grunde gelegte Bichtsystem, eingeführt ist. 
Es dienen daher jene sechs Grossen nur zur Uebertraguug auf ge- 
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gebene Riehtsy steine, während der einfache Begriff der Summe noch 
zu realisiren ist. 

Wir können, um uns der Lösung dieser Aufgabe zu nähern, zu- 
erst versuchen, jene Summe auf eine möglichst geringe Anzahl von 
Gliedern^ zurückzuführen. 

Da jede Strecke drei Zeiger darbietet, so seheint für den ersten 
Anblick jene Summe auf zwei Glieder reducirbar, in sofern zur Be- 
stimmung der sechs Zeiger jener Strecken sechs Gleichungen erseheinen; 
allein es erheUt leicht, daas, wenn nicht etwa aämmtliche Grössen in 
S derselben Ebene angehören, jene sechs Zeiger nicht so gewählt 
werden können, dass diesen sechs Gleichungen genügt wird. Denn, da 
das Richtsystem willköhrHch ist, ao kann es auch so genommen werden, 
dass jene zwei Strecken mit zweien der Kiehtmasse, etwa mit a und h 
zusammenfallen; dann ist klar, wie 

268 SP = aP.<( + 6P.6 

570 stets eine Strecke der Ebene ab darstellt; es müsate also das Glied 
von SP, was der dritten Axe c angehört, stets nuU sein, das heisst, 
B', A,C muoaten uuU sem. C aber, was die Summe der Quadrate von y 
voistellt, kann nicht [anders] null werden, als wenn sämmtHche Werthe 
von y null smd, das heisst, sämmtliche Werthe e der Ebene ah an- 
gehören E«« lasst sich daher die Summe S auf keine geringere An- 
zahl reellei Gliedei zmuckfiihren als auf drei. Da aber drei Strecken 
neun Zeigei diubieten, t.o werden dieselben durch jene sechs Glei- 
chungen mcht bestimmt sein, sondern noch für drei Zahlenbestim- 
mungen Kaum lassen 

Um nun eine gegebene Summe S von der Form ^[e ().(?], in 
welchei die veischiedenen Grössen e nicht derselben Ebene angehören 
»ollen, das heisst, Ä, B, C stets geltende (positive) Werthe dai'stellen, 
auf drei Glieder zu leduLireu, gehen wir auf die Gleichung (2) zurück. 
Setzen wir hiei 

I-' = ah, 
das heiöst 

■lO lat 

SP = ,S (ab) = alc {B'a + ^h + Gc). 
Da hier C nicht null werden kann, so ist S (ah) nie der Ebene ah 
parallel. Also können wir, da die Annahme des Richtsystems wiU- 
kührlich ist, wenn nui die drei Riehtaxen von einander unabMngig 
sind, die diitte Richtaxe c parallel S (ab) annehmen. Dann wird 

A' = B' ^0 
und S (ab) gleich abc . Cc. Da auch der Masswerth c wilikührlich ist, 
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und C positiv ist, ao kann man c so annehmen, dass C gleicli Eins 
ist*); dann ist 

S (ab) = ahc . c. 
Nimmt man nun ferner 

P == ca, = X = 0, »/ = I, 
so ist 

S{ca)^abc{G'a-\-Bb)**), 

was nothwendig in der Ebene ah liegen muss, aber da B nicht null 
werden kann, von a unabhängig ist. Da nun b innerhalb der Ebene 369 
ah willkührhch angenommen werden kann, wenn es nur von a unab-57i 
hängig bleibt, so kann man 6 selbst diesem Ausdrucke S{co) parallel 
setzen. Man hat dann noch C = 0, also 

Ä' = B' = C'^ 0, 
und S{ca} wird gleich abcS .h, oder, wenn man wieder den Mass- 
werth von b so annimmt, dass B gleich Eins wird, 

S(cd) ^= ahc . h. 
Endhch wird S (bc) gleich abcA . a, oder bei einer solchen Annahme 
von a, dass A gleich Eins wird, 

S (hc) = abc . a. 
Die Bedingungsgleichungen, die wir auf solche Weise realiairt haben, 
sind also 

woraus folgt 

(4) «-»().<. + !,(). i, + o().». 

Es ist also auf die angegebene Weise jene Summe in der That 
auf drei reale Glieder zurückgeführt; und für die Grossen c, b, a haben 
wir die Gleichungen 

f S{ab) = ahc.C 

(5) S{ca} = ahc.b 

\ S(bc) = abc.a. 
Zu diesen Gleichungen (5) würde man direkt gelangen, wenn man 
einmal voraussetzt, dass sieh jene Summe auf drei Glieder zurück- 
führen lässt. Denn, sind a, b, c die diesen Gliedern zugehörigen Strecken, 



*) Mau tut zu dem. Eude uur statt e xa setKeii ■ ;— , danu verwandelt sich 
y' in ^ und S{y''} m ^f , das heisst, iu 1. 



y Google 



290 i-,. Anmerkung ixher offne Produtte, § 172. 

SO hat man aus (4) sogleich durch Multiplikation mit ab, ca, bc die 
Gleichungen (5). Betrachtet man eine dieser Gleichungen, zum Beispiel 
die erste, so ist sie von dem Masswerthe des Faktors (ah), mifc wel- 
chem S multiplicirt ist, unabhängig; setzt majx daher irgend eine mit 
ah parallele Grosse gleich Q, so hat man 

(6) S«=«c.<! = {c().r)lV, 

und dl Q mspidnglich willLuhrlich angenommei wei Icn 1 ounte su 
wird jede Tiosse c welche dieaei Gleichung tu irgend ein Q geni^t 
als eine der drei Sti ecken tetriohtet werden kennen iif welche sich 
S zuruektilhreu lasst dann ist Q selbst die Ebene 1er be den andern 
und m ihr kinn lim u ch hc eine ler heilen anieru 'strecken von 
^7^willkuhili her Eichtmg in^ nommen werlen | wdIui h dann alles 
bestimmt ist Tenc w 11k ihrliche Annahme ler Richtung ler Ebene 
Q und lei Richtung lei einen Stiecke m ihr veitntt die Stelle lei 
drei willkihilich ^.nzunehmeu len Zahlenbestimmungen, von den n iben 
die Eede wai 

Um n m den Begriff / 1 vollenden hal en wii die Beziehunt, zwi 
scheu )e diei s luheu Strecken aufzustellen dies wiid geschehen m 
dem wii die Gleich ii g dei übeiflicl e deien P mktti gei jene Sfciecken 
sind, i\ eim sie ■ui denselben Anfangap inkt ^elegt sin 1 autatellen und 
zwar n Bezug auf je Irei beliebige Stieckeu aif lie "^ zui ickgefiihrt 
werden kann 

Min hat wenn i diesei Ti _,pi ist nd h (jlei hug fl ) j 
statt c gesetzt wud 

(7) SQ=(,>p.p. 



Ist nun 



■ ist 



ji ^ xa + yh -\- 7-c 
Ä=«().a + M)-& + c().c 



Sq = ahc\^a^yl-^dc). 
Aus (7) folgt also, dass Ja + y'h -\- s'c parallel f ist, das heiaat, 
dasa '/ ly : z = x:y : z ist. Da nun in der Gleichung (7) statt Q jede 
mit Q parallele Grösse gesetzt werden kann, so können wir nun 

Q ^ xbc + yca + zab 
setzen, dann erhalten wir aus (7) 

abc ^ Qp =^ {x^ + 2/^ + ^'^) abc, 
das heisst 
(S) x' + f + s' - 1 
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Dies ist aber die Gleichung eines Ellipsoides, in welchem die 
Gri-imdmasse a, h, c konjugirte Halbmesser sind.*) Nennen wir einen 
Ausdruck wie aQ .a ein offnes Quadrat von a, so können wir die ge- 
wonnenen Resultate in folgendem Satze darstellen: 

Eine Summe von offnen Quadraten im Räume ist gleich 
der Summe aus den offnen Quadraten von je drei beliebigen 
konjugirten Halbmessern, welche einem konstanten El- 
lipsoid angehören. 

Da dies EUipsoid demnach der vollkommen treue Ausdruck jener 
Summe ist, so können wir auch sagen, diese Summe sei eine solche 
Grösse, die ein EIHpsoid darstellt und selbst als EUipsoid gedacht 
werden könne. Auf diese Weise nun ist der Begriff jener Summe, 
welcher Anfangs bloss formell auftrat, auf seine reale Bedeutung zurück- 
geführt. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung des Ellipsoids, weiches 
zu einem gegebenen Surameiiaus druck 

gehört, KU finden. Wir haben zu dem Ende in der Gleichung (7) 

nur entweder ^ oder Q zu eliminiren, iadem p der Träger eines Punktes 
der Oberfläche ist, Q aber, da es die Ebene der zu p gehörigen kon- 
jugirten Halbmesser darstellt, der Tangentialebene parallel ist. Um im 
ersteren Falle (wenn p eliminirt ist) das EUipsoid als umhüllte dar 
znsteilen, können wir uns der in'§ 144 erwähnten Methode bedienen, 
wonach der Masswerth von Q so angenommen wurde, dass, wenn Q 
in die L^e der Tangentialebene versetzt wird, seine Abweichung vom 
Ursprung der Träger eine konstante Grösse ist, die wir der Einheit 
gleich setzen können. Es ist aber jene Abweichung gleich p<J, also 
pQ gleich der Einheit. Multiphcirt man daher obige Gleichung mit 
Q, so hat man 

Sq.Q^pQ.pQ^^l, 

was die geometrische Gleichung jenes Ellipsoids a.ls umbüllter ilächo 
ist. Es ist aber 

*) Wenn man unter «', j/, / die Koordinaten selbst i-crstelit, wnlclio ku den 
Zeigern x, y, s gehören, so hat man x =^xa, .,., oder ,i: ^= — ■, ,,. und die 
Gleichung (8) wird dann 

„9 + ^2 i- ^S 
Wii3 die gewöhnliche rorm der Gleichung eines EUipsoida ist. 
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und die Gleiehung des Ellijjsoids ist also 



(9) 


S{eg)'-1. 


Wül man 


diese Gleichung auf ein gegebenes ßichtsystem 


i-iickfülirei 


1, so nehme man 




Q = xhc + yca + ^ab 


mi, mid 






e-,a + ßb + ro, 



wenn ahc (das Hauptinass) der Einheit gleich gesetzt ist, und man 
hat also 

E(„, + ß!i + r.ry-l, 
oder, mit Beibehaltung der obigen Bezeiehnmig 

Ax^ -H By' + W + 2Ä'ye + 2B'0x + 2C'xy == 1. 
Wir haben bisher nur die Summe von offenen Quadraten be- 
trachtet. Nehmen wir auch die Diö^erenzen in die Betrachtung auf, 
so können die EUipsoide auch übergehen in Hyperboloide, und wir 
gelangen dann zu dem allgemeinen Begriffe einer Grösse, die im Räume 
durch eine Oberfläche, in der Ebene durch eine Kurve zweiter Ord- 
nung dargestellt wird, und die wir, da sie ursprünglich als Ellipsoid 
oder Ellipse erscheint, eine elliptische Grösse nennen könnten. Doch 
scheint es kaum nöthig, dies noch weiter auszuführen, indem der Gang 
der weitem Entwickelung keine Schwierigkeiten mehr darbietet. Aach 
übersieht man leicht, wie die ganze Entwickelung so hätte geführt 
werden können, dass gar nicht auf willkührliche 1 
zurückgegangen [worden] wäre; und ich habe den 
Weg nur darum gewählt, um zugleich die Behandlungs weise für die 
offenen Produkte überhaupt hindurchblicken zu lassen. 
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Ueliei" das V'erliältiiiss der nlchteuklidisclioii (Jcoiiietrie 
zur Ausdeliimiigslehrii. 

(Vgl. § 15 --23.) 

Es ist die ganze Dar Stellung in § 15—23 zum Schaden der Wissen-aT 
seliaft bisher fast ganz unbeachtet geblieben. Weder Riemann in 
seiner Habilitationsschrift*) vom Jahre 1854, die zuerst 1867 veröffent- 
licht wurde, noch Helmholtz**) in seiner Abhandlung „Ueber die Thatr 
Sachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. 1868", noch auch in 
seinem, vortrefflichen Vortrage „üeber den Ursprung und die Bedeu- 
tui^ der geometrischen Axiome. 1876" thut derselben Erwähnung, 
obgleich darin die Grundls^en der Geometrie in viel einfacherer Weise 
zur Anschauung kommen als in jenen späteren Schriften. 

In der Äusdehnungslehre erseheint ganz speciell und im Gegen- 
satz gegen Euklid die gerade Linie als Grundlage der geometrischen 
Definitionen. Die Ebene wird in § 16 definirt als Gesammtheit der 
Parallelen, welche eine gerade Linie schneiden, und der Raum als Ge- 
sammtheit der Parallelen, welche eine Ebene sehneiden, und weiter 
kann die Geometrie nicht fortschreiten, während die abstrakte Wissen- 
schaft keine Gränzen kennt. Da alle Punkte einer geraden Linie sich 
aus zwei Punkten derselben numerisch ableiten lassen, so erscheint die 
gerade Linie als einfaches Elementargebiet zweiter Stufe und ent- 
sprechend die Ebene als einfaches Elementargebiet dritter, der Raum 
als ein solches vierter Stufe***). 

*} [Glemeüit ist seiae Habilitationsrede: Ueber die Hypotteaen, welche der 

Geometrie zu Grunde liegen. Ges. "Werke, 1, Aasg. S. 254 ff., 2. Ansg. S. 372 ft'.] 

**) [Die Abhandlung steht in den Göttinga- Nachrioiiten von 186B, 8. 193 

—221, &, auch Beine ges. wiss. Abh. Bd. II, S. 618—639. Den Vortrag findet man 

in seinen „Vorträgen nnd Reden", Bd. TI, S. Iff., Braunschweig 1884.] 

***) Um Verwechselungen vorzubeugen, bemerke ich, dass die Strecken 

ir Ebene ein einfaches Äusdehnungsgebiet zweiter Stufe, die des EaiuneB 

einfaches Ausdetnungsgebiet dritter Stufe und überhaupt die Strecken eines 

infachen Elementargebietes {n-j- l)-ter Stufe ein einfaches Ausdehnungs- 

ii-ter Stufe bilden. 
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274 Es sind also zum Beispiel | die Punkte einer Ebene aus drei 
nicht in gerader Linie liegenden Punkten numeriseh ableitbar, etwa 
dureli die Zahlen x,, x^, x^. Wird nun zwischen diesen drei Zahlen 
eine homogene Gleichung festgesetzt, so reducirt sich die Gesammt^ 
heit der Punkte, welche der Gleiehung genügen, auf ein Gebiet zweiter 
Stufe. Tat diese homogene Gleichung TOm ersten Grade, so wird das 
so bestimmte Gebiet zweiter Stufe ein einfaches, das beisst, eine gerade 
Linie; ist aber jene Gleichung von höherem Grade, so entstehen krumme 
Linien, für welche nur ein Theil der für die gerade Linie gültigen 
longimetrischen Gesetze gelten wird. 

Geht man zum Raum über, so ist jeder Punkt desselben aus vier 
Pimkten, welche ein Tetraeder bilden, durch vier Zahlen x^, ... r^ 
numerisch ableitbar. Herrschen zwischen diesen vier Grössen zwei von 
einander unabhängige homogene Gleichungen, von denen keine vom 
ersten Grade ist, so erhalten mr Linien doppelter Krümmung, für 
welche wieder nur ein Theil jener longimetrischen Gesetze gilt. 

Schreiten wir nun vom Räume, als einem Gebiet vierter Stufe, zu 
einem Gebiet fünfter Stufe vor (welches nicht mehr geometrisch 
esistii-t), so hat man für dasselbe fünf Äbleitungazablen r-j_, . . . x-^, und 
besteht zwischen diesen eine homogene Gleichung ei'sten Grades, so 
kommt man auf das einfache Elementargebiet vierter Stufe, das heisst, 
auf den Euklidischen Raum zurück. Herrscht dagegen zwischen ihnen 
eine homogene Gleichung höheren Grades, so kommt man zwar auch 
zu Elementar gebieten vierter Stufe, indessen zu solchen, für welche 
die Euklidischen Axiome nicht mehr gelten, also gewissermassen zu 
nichteutlidischen Räumen*); ja man kann zu einem Elementar gebiete 
sechster Stufe übergehen und zwischen den sechs Äbleitungszahlen 
zwei höhere homogene Gleichungen annehmen, und erhält so abermals 
275neue Elementar gebiete vierter Stufe**) und kann | somit eine unendliche 
Menge nichteuklidischer Räume bilden, aus deren Gleichungen sofort 
hervorleuchtet, in wie weit die Euklidischen Axiome noch gelten. 

So bietet also die Ausdehnungslehre die vollkommen ausreichende 
und ganz allgemeine Grundlage auch für diese und ähnHche Betrach- 
tungen. 

*) So zum Beispiel entsteht der IIulmlLoltK'sclio aphärische Baum., wenn 
man zwischen den genannten fünf Äbleitungszahlen eine gewisse homogene ülei- 
ohimg aweiten Gtrades annimmt (oder allgemeiner ein gekrümmt«!' Eaum bei An- 
nahme einer Gleiehnng beliebigen Grades). 

**) Man könnte einen solchen Esium im Gegensatz zu dem eben g 
(einfach.) gekrümmten Raum etwa einen doppelt gekrümmten Kaum non 
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Anhang II. (1877.) 

üeber das eiugewandte rrodukt. 

(Vgl. das dritte Kapitel des aweiten Ali Schnitts,) 

Da in dem ganzen Kapitel nur der Begriff des auf ein Haupt- 
gebiet bezügliehen Produktes zur Evidenz entwickelt ist, und alle 
übrigen formellen Begriffe nach und nach fallen gelassen sind, so wäre 
es zweckmässig gewesen, die ganze Enfcwiekelung auf jenen Begriff zu 
beschränken. Doch hätte sich auch in dieser Beschränkung die Dar- 
stellung einfacher fassen lassen, was ich hier versuchen will. Ich gehe 
dabei auf den Satz am Schlüsse von § 126 zurück, wonach, wenn 
a und h die Stufenzahlen zweier Grössen, m die des sie zunächst 
umfassenden Gebietes und c die des gemeinschaftlichen Gebietes ist, 
c = (i -\- h — u ist. 

Der Begriff des eingewandten (regressiven), auf ein Hauptgebiet 
bezüglichen Produktes ist dahin festgestellt, dass dasselbe dann mid 
nur daim nuU ist, wenn das die Faktoren zunächst umfassende Gebiet 
von geringerer Stufe ist als das Hauptgebiet. Hierauf und auf den 
allgemeinen Begrifi' der Multiplikation, das lieisst, auf die bekannte Be- 
ziehung derselben zur Addition, ist der formale Begriff des betrach- 
teten Produktes gegründet.. Um zu dem realen Begriff desselben zu 
gelangen, kommt es zunächst darauf an, dasjenige, was bei einer Form- 
änderung des Produktes, die den Werth desselben nicht ändert, kon- 
stant bleibt, in möglichst anschaulicher Form darzustellen. 

Es sei A.B das eingewandte Produkt, dessen Wei-th nicht nuU 
ist, und seien a und h die Stufenzahlen von A und B, u die des 
Hauptgebietes, so zeige ich zuerst, dass bei jeder Formänderung des 276 
Produktes Ä . B, welche dessen Werth unverändert lässt, das den beiden 
Faktoren gemeinschaftliche Gebiet uiiverändert bleibt. 

Unmittelbar leuchtet dies ein, wenn die beiden Faktoren denselben 
Werth behalten oder sich in umgekehrtem Zahlenverhältnisse ändern, 
weil dann auch deren Gebiete dieselben bleiben, Aendert nun einer der 
beiden Faktoren, zum Beispiel der zweite B seinen Werth in B -(- B,, 
ohne dass sich der Werth des Produktes ändert, so folgt daraus, dass 
Ä . Bi =0 sein, das heisst, das die Faktoren A und B^ zunächst um- 
fassende Gebiet von niederer als »i-ter Stufe, oder, was dasselbe ist, 
das ihnen gemeinschafthehe Gebiet [von] höherer als c-ter Stufe sein 
muss. Da nun die Summe zweier Grössen höherer Stufe nach § 51 sich 
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stets auf den Fall zurüetfohren läaat, wo die beiden Grössen in einem 
Gebiete nächathölierer Stufe, also in unsenn Falle in einem Gebiete 
(h -\- l)-ter Stufe liegen, so brauchen wir auch hier nur diesen Fall 
zu berücksjehtigeu. Aber dann haben B und B^ ein Gebiet (& — l)-ter 
Stufe gemeinsam, und mau kann also B^ m h einfache Faktoren zei-- 
legen, von denen 6 — 1 mB liegen und einer ausserhalb B\ nun soll 
B^ mit A aber c + 1 einfache Fattoreu gemeinsam haben, was nur 
möglich ist, wenn c von jenen h — 1 einfachen Faktoren zugleich in 
A liegen, das heiast, dem gemeinsamen Gebiete C angehören, und der 
eine ausserhalb B liegende Faktor von 5j gleichfalls in A liegt. Es 
liegt somit das ganze Gebiet G m. B^, das Leisst, C ist das gemein- 
same Gebiet von A und B^, also auch von A und B -[- By\ das den 
beiden Faktoren gemeinsame Gebiet bleibt [mithin] unverändert, wenn 
das Produkt denselben Werth behält. Demi für die Aenderung des 
ersten Faktors gilt dieselbe Schiusareihe. 

Um nun den metrischen Werth des Produktes zu finden, setzen 
wir B = CD, also A .B = A. CD, dann stellt AB das umfassende, 
hier also das Hauptgebiet dar. Nun können wir einen Theil des Haupt- 
gebietes gleich Eins setzen (zum Beispiel das äussere Produkt der 
in ihrer Reihenfolge genommenen ursprünglichen Einheiten). Dann 
stellt A . D eine Zahl dar. Wenn dieselbe = X ist, so kann man statt 
G und D die Grössen 6'j = AC und D^ = ^ einführen, ohne den 
Werth des Produktes G . D zm ändern; dann wird aber ^ . Dj ^ 1, 
und A.GB^A.C^B^. 

Ich behaupte nun, dass G^ bei der oben besprochenen Form- 
277anderung des Produktes ungeändert bleibt. Es | kann nach dem Obigen 
B^ = Gl- E, gesetzt werden, wo E, einen einfachen Faktor mit A ge- 
mein hat, das heisst, A.Ej='0 ist ; dann wird also ia A.C^ (D, --j- JE,) 
das Produkt Ä . (D^ + -E,) = A . D, = 1, und es bleibt das so be- 
stimmte Gi luigeändert. Wir können daher G^ als den wahren Werth 
des Produktes betrachten und können dann allgemein, auch wenn A . D 
nicht gleich Eins ist, stets A.GD = AD.C setzen, wo AD [ein] Theil 
des Hauptgebietes und also eine Zahl ist, und können dies als die 
reale Definition des eingewandten Produktes auffassen. 
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Anhang III. (1877.) 

Kurze TJeljersicht über das Wesen der Ausdehnuiigslclire. 

(In Folge einer Auffordei'uiig ftrunerts in dessen Archiv Bd. ¥1 (1845) 
yeröffentlicht vom Verfasser,) 

I. Tendenz der Ausdehmingslelire als soleher. [337] 

1. Meine Ausdelmuiigslehre bildet die abstrakte Grruad- 
lage der Raumlehre (tieomefa:ie), das heisat, sie ist die von 
allen rünmliehen Anschauungen gelbste, rein mathematische 
Wissenschaft, deren specielle Anwendung anf den Kaum die 
Raumlehre ist. 

Die Raumlehre, da sie auf etwas in der Natiu- gegebenes, nämlich 
den Raum, zurückgeht, ist kein Zweig der reinen Mathematik, | sondern [S36] 
eine Anwendung derselben auf die Natur; aber nicht eine blosse An- 
wendung der Algebra, auch dann nicht, wenn die algebraische Grösse, 
wie in der Funktionenlehre, als stetig veränderKch betrachtet wird; 
denn es feblt der Algebra der der Raumlehre eigenthümliche Begriff 
der verachiedenen Dimensionen. Daher ist ein Zweig der Mathematilt 
nothwendig, welcher in den Begriff der stetig veränderlichen Grosse 
zugleich den Begriff von Verschiedenheiten aufnimmt, welche den 
Dimensionen des Raumes entsprechen, und dieser Zweig ist meine Aus- 
dehnungslehre. 

2. Doch sind die Sätze der Äusdehnungslehre nicht etwa 278 
blosse TJeberfcragungen geometrischer Sätze in die abstrakte 
Sprache, sondern haben eine viel allgemeinere Bedeutung; 
denn, während die Raumlehre gebunden bleibt an die drei 
Dimensionen des Raumes, so bleibt die abstrakte Wissen- 
schaft von diesen Schranken frei. 

In der Rauralekre können durch die Bewegung von Punkten 
Linien, durch die der Linien Flächen, durch die der Flächen Körper- 
räume erzeugt werden, aber weiter kann die Raumlehre nicht fort- 
schreiten. Hingegen, stellt man sich vor, dass an die Stelle des Punktes 
und der Bewegung abstrakte, vom Räume unabhängige Begriffe ein- 
geführt werden (s. unten, Nr. 4 — 6), so verschwinden diese Schranken. 

3. Dadurch geschieht es nun, dass die Sätze der Raum- 
lehre eine Tendenz zur Allgemeinheit haben, die in ihr ver- 
möge ihrer Beschränkung auf drei Dimensionen keine Be- 
friedigung findet, sondern erst in der Ausdehnungslehre zur 
Ruhe kommt. 
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Zwei Beispiele mögen dies erläutern. 

1) Zwei gerade Linien derselben Ebene schneiden sieh in EiiJein 
Punkte, ebenso eine Ebene und eine Gerade, zwei Ebeiiea in Eiuor 
geraden Linie, YOrausgesetzt, dass die Geraden, oder die Ebene und 
die Gerade, oder die Ebenen nicht zusammenfallen, und die Durch- 
schnitte im Unendlichen mitgerechnet werden. Werden der Punkt, die 
Gerade, die Ebene, der Körperraum beziehlicL als Gebiete erster, 
zweiter, dritter, vierter Stufe aufgefasst, so Hegt darin der allgemeine 
Satz angedeutet, dass ein Gebiet von tt-ter und eins von &-ter Stufe, 
wcmi sie in einem Gebiete von c-ter Stufe, aber auch in keinem Ge- 
biete von niederer Stufe vereinigt sind, ein Gebiet (a -\- b — c)-ter 
Stufe gemeinschaftlich haben; aber die Raumlehre kann diesen Satz 
nur für c gleich oder kleiner als vier zur Anschauung bringen. 

2) Der Flächenraum eines Dreiecks ist die Hälfte von dem eines 
Parallelogramms, dessen Seiten mit zwei Seiten des Dreiecks gleich 
lang und parallel sind, der Körperraum des Tetraeders ein Sechstel 
von dem des Spathes (Parallelepipedums), dessen Kanten mit drei in 



iiten des Tetraeders gleich lang 
Satz I angedeutet: der Raum, 
in einem Gebiete «-ter Stufe 



einem Punkte zusammentreffenden 
'279 und parallel sind. Darin scheint dei 
welcher zwischen n Punkten liegt, di 
(und in keinem Gebiete von niederer Stufe) vereinigt sind, ist 

■ ■ ■ -r von dem Baume eines Gebildes (einer Figur, eines 

[339] Körpers), dessen Begi'änzungslinien [ (Seiten, Kanten) den, von einem 
der n Punkte zu den übrigen gezogenen geraden Linien gleich und 
parallel sind. Aber auch dieser Satz kommt hier nicht in seiner All- 
gemeinheit heraus. 

Hingegen in der Ausdehnungslehre treten in diesen beiden und 



inen Sätze vollkommen hervor, 
nen Anlauf zur Allgemeinheit, 
it erreichen zu können an den 



in allen andern Fällen die ganz allgemein 

So nimmt also überall die Raumlehre ein 

stösst sieh aber, ohne diese Allgemeinheit 

ihr durch den Raum gesteckten Schranken, welche nur die abstrakte 

Wissenschaft der Aus dehnungsl ehre zu durchbrechen vermag. 

4. Das der Linie entsprechende Gebilde der Ausdehnungs- 
lehre ist die Gesammtheit der Elemente, in die ein seinen 
Zustand stetig änderndes Element übergeht. 

Die Linie kann als Gesammtheit der Punkte betrachtet werden, 
in die ein seinen Ort stetig ändernder Punkt übergeht. Substituiren 
wir hier dem Punkte allgemeiner irgend ein Ding, welches einer 
stetigen Aenderung irgend eines Zustandes, den es hat, fähig ist, und 
ahstrahiren nun von allem anderweitigen Inhalte des Dinges und aller 
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Besonderheit dieses seines Zustandes, und nennen das von allem ander- 
weitigen Inhalte abstraliirte Ding das Element, so gelangen wir zu 
dem aufgestellten Begriffe. 

5. Wenn hierbei das Element seinen Zustand stets auf 
gleiche Weise ändert, so dass, wenn aus einem Elemente a 
des Gebildes durch Eine solche Aenderung ein anderes Ele- 
ment h desselben hervorgeht, dann durch eine gleiche Aen- 
derung aus b ein neues Element c desselben Gebildes her- 
vorgeht, so entsteht das der geraden Linie entsprechende 
Gebilde, das Gebiet zweiter Stufe. 

Die gerade Linie wird von dem Punkte koustruirt, wenn dieser 
seinen Ort stets nach derselben Richtung hin ändert; j substituiren wir 280 
daher der Richtung die Art und Weise der Aenderung, so geht der 
aufgestellte Begriff hervor*). 

6. Wenn man alle Elemente eines Gebietes n-ter Stufe 
einer und derselben Aenderungsweise unterwirft, welche zu 
neuen (in jenem Gebiete nicht enthaltenen) Elementen führt, 
so heisst die Gesammtheit der durch diese Aenderungsweise 
und die entgegengesetzte erzeugbaren Elemente ein Gebiet 
(n -i- l)'tei Stufe; das Gebiet dritter Stufe entspricht der 
Ebene, das vierter dem ganzen Räume. 

Wenn die Punkte einer geraden Linie sich alle nach einer und 
derselben Richtimg bewegen, die zu neuen (in jener Geraden nicht ent- 
haltenen) Punkten führt, so ist die Gesammtheit der durch diese Be- 
wegung und die entgegengesetzte erzeugbaren Punkte die Ebene; und 
wemi man ebenso mit den Punkten der | Ebene verfährt, so erhält man [340] 
den ganzen Raum. Substituirt man hier den räumlichen Begriffen die 
vorher angegebenen abstrakten und hält den Portgai^ von einer Stufe 
zur nilehst höheren allgemein fest, so ergiebt sich der obige Begriff. 

n. Tendenz der in meiner Auadehnungslebre angewandteil 
Rechnungsmethode, an der Geometrie erläutert. 

7. Jn meiner Austlohuungslehre tritt eine eigenthüm- 
liche Eechnungsmethode hervor, welche, auf die Raumlehre 
übertragen, von unerschöpflicher Fruchtbarkeit ist, und hier 
(in der Raumlehre) darin besteht, dass räumliche Gebilde 

*) Soll die gerjide Linie und das ihr entaprecheiide Gebilde na.ch beiden 
Seiten unendlich sein, so miiss der Punlit (das Element) auch nach, der entgegen- 
gesetaten Richtnag (Aenderungsweise) fortschreiten, was wir liiei' der Einfachheit 
wegen übergangen haben. 
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(Punkte, Linien und so wBiter) unmittelbar (.1er Uechniuig 
unterworfen werden. 

Zum Beispiel wird die durch zwei Punkte geführte Gerade ihrer 
Grösse und Lage nach als Verknüpfung jener Punkte und zwav als 
eine eigeuthümliche Art der Multiplikation aufgefasst (s. unten, Nr. 15), 
ebenso das zwischen drei Punkten liegende Dreieck seinem Plächen- 
281 räum und der Lage seiner Ebene nach als Produkt dreier Punkte, | so 
dass dies Produkt null ist, wenn der PläcLenraum jenes Dreiecks es 
ist, das heisst, die drei Punkte in gerader Linie liegen; ferner der 
Durchs chnittspunkt zweier gerader Linien in einem unten (Nr. 22 und 
Aufgabe 19) näher zu bezeichnenden Sinne als Produkt dieser Linien. 

8. Die Tendenz dieser Reehnungsmetbode für die Geo- 
metrie ist, die synthetische und analytische Methode zu ver- 
einigen, das heisst, die Vorzüge einer jeden auf den Boden 
der andern zu verpflanzen, indem jeder Konstruktion eine 
einfache analytische Operation zur Seite gestellt wird, und 
umgekehrt. 

Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel. Bekanntlich beschreibt 
eine Ecke y eines veränderlichen Dreiecks, dessen beide andere Ecken 
a, ß sich in festen geraden Linien A und B bewegen, und dessen 
Seiten durch drei feste Punkte a, 6, c gehen, einen Kegelschnitt. Sind 
o, ö, c die festen Punkte, durch welche beziehlich die den Ecken 
ß, ß, y gegen übe [liegenden Seiten gehen, so sieht man, dass (s. Nr. 7) 
ya'B die Ecke ß, yaBcA die Ecke a darstellt, und da die Punkte «, 
h, y in Einer geraden Linie liegen, also ihr Produkt null ist (Nr. 7), 
so hat man die Gleichung 

yuBcAby = 
als Gleichung eines von y beschriebenen Kegelschnittes. Man sieht, 
dass diese Gleichung in Bezug auf y vom zweiten Grade ist, und man 
wird schon hierin ein auf alle algebraischen Kurven gehendes wich- 
tiges Gesetz ahnen. 



III. Einfachste Eechnungs regeln für die neue Analyse, 
Die Verknüpfungen, die in diesem Theile der Ausdehnungslehre 
vorkommen, sind Addition, Subtraktion, kombinatoriaelie Multiplikation, 
kombinatorische Division. 
[311] P. Eür alle Arten der Addition und Subtraktion gilt das 

gewöhnliche Rechnungsverfahren. 

iO. Für alle Multiplikations- und Divisionsweisen gilt das 
Gesetz: Statt ein Aggregat von Gliedern mit einem zeichen- 
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losen Ausdrucke auf irgend eine Weise zu multipliciren oder 
zu dividireiij kann man ohne Äenderung des letzten Ergeb- 
nisses die I einzelnen Glieder mit diesem Ausdrucke auf die-282 
selbe Weise*) multipliciren oder dividiren, und die einzelnen 
Produkte oder Quotienten so zu einem Aggregate verknüpfen, 
daas man einem jeden das Zeichen desjenigen Gliedes vor- 
setzt, durch dessen Multiplikation oder Division es entstan- 
den ist; ein Zahlfaktor kann überdies, wenn er irgend einem 
Faktor des Produktes zugeordnet ist, auch jedem andern 
oder auch dem Produkte zugeordnet werden; endlich — ist 
allemal Eins, wenn A nicht null iat. 

11. Ein Produkt a.Zi.c... nenne ich ein kombinatorisches, 
wenn ausser dem Gesetze Nr. 10 für dasselbe noch das Ge- 
setz gilt, dass, wenn von den einzelnen Faktoren a, h, c, . . . 
zwei aufeinanderfolgende vertauscht werden, das Produkt 
entgegengesetzten Wertb annimmt; und zwar nenne ich 
a, b, c, ... und deren Summen oder Differenzen dann Fak- 
toren erster Ordnung. 

Hiemach ist also zum Beispiel a.b. cd. ^ — a.c.h.d. 

12. Wenn in einem kombinatorischen Produkte zwei Fak- 
toren erster Ordnung einander gleich sind, so ist das Pro- 
dukt null. 

Zum Beispiel a.b .h.d = (wie sieh auch sogleich ergiebt, wenn 
man in dem Beispiel zu Nr. 11 h uud c gleich setzt). 

Folgende Aufgaben mögen zur Erläuterung dieser Multiphkations- 
weise dienen: 

Aufgabe 1 Das kombinatorische Produkt 
(a,ej + «aPa + «86,) . (ß,e^ + ß^e, -\- ß^'^^) . (y^e^ -j- y^e., + y^e,) 
SU entwickeln f wenn «j, «^, a^; ß,, J?^, ß^; y^, y,^, y^ ZcMgrössen, 
e, , ^2, «'s aber kombinatorische Faktoren erster Ordnung bezeichnen. 

Man erhält durch Anwendung der Rechnungsregeln (9 — 12) schliess- 
lich den Ausdruck 

ip^iß%Y% — '^ißsYz + ^ißirü — «s^ärj H- «2/5, j-, — cc^ßiYs)e,.c.i.e^. 

Aufgabe 2. Drei Gleichungen ersten Giades mit diei Unbekannten 28S 
durch die Begeln der kombinatorischen Mtiüipltliation ea höm- (§ 45). 

Die drei Gleichungen seien 



*) Dieser AuBdruck bezieht sich nicht nur auf die Verknüpf ungswoiee i 
Allgemeinen, sondern aueli auf die Stellimg dea Faktors in dem Produkte. 



y Google 



(2) 



302 Ai- Anhang III. 

|«i^ + ßiV + Yie = S,, 
«.^+^22/ + ^^^ = ^.- 

[ä42] Man multiplicire die drei Gleichungen beziehlich mit drei kom- 

binatorischen Faktoren erster Ordnung n,, p^, e._^, deren l.'rodukt nicht 
null ist, a.ddire sie, und setze 

Aex + J5.e, + ,3363 = 6, 

^161 + 1*2 e, + ^3^3 =r/, 
so erhält man die Gleichung 
(3) xa + yb^^c^ d. 

Multiplicirt man diese Gleichung kombinatorisch mit & . c , so erhält 
man, weil h.h.c und c.h.c nach Nr. 12 null sind, die Gleichung 

x.a.h.c = d.b.c, also x =^ ~~h" 1 
und auf ähnliche Weise findet man y und s, und erhält 

^ , . d.b.c u .d . c _^ a .h .d 

'■'' a .h .c' ^ u.&.c' '~ a.b .c 

Diese Ausdrücke (in welchen die Gesetze der kombinatorischen Multi-. 
plikation kein Heben der einzelnen kombinatorischen Paktoren ge- 
statten) sind äusserst bequem für die Analyse. Will man die Unbe- 
kannten in der gewöhnhchen Form ausgedrückt erhalten, so hat man 
nur aus Gleichung (2) zu substituiren, nach Aufgabe 1 zu entwickeln 
und eißaCg nach Nr. 10 im Zahler und Nenner zu heben; zum Beispiel 
findet man 



(S) 






M<in sieht, wie dies Verfahren nicht nur überhaupt für n Glei- 
chungen ersten Grades mit n Unbekannten anwendbar ist, sondern wie 
man auch bei einiger Geläufigkeit hiemach sogleich das Endresultat 
hmsckieiben kann,' sobald die n Gleichungen gegeben sind. 

H IV. Änsolianliclie Begriffe der verschiedenen Grössen und. 

Verknüpfungaweisen in der Geometrie. 

J3. Die räumlichen Grössen erster Stufe sind einfache 
oder vielfache Punkte, und gerade Linien von bestimmter 
Länge und Richtung. (§ 13 — § 19.) 
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Sind A und li Punkte, so bezeichne ich die gerade Linie von 
A nach B, so fem an ihr zugleich Länge und Kiohtung, aber auch 
nichts weiter, festgehalten wird, mit B — ^ ; ich sage also, dass 'B^ A 
dann und nur dann gleich B^^ — A^ sei, wenn die geraden Linien \ von [sisj 
A nach B tmd von A^ nach Bj gleiche Länge und Richtung haben. 

14. Die räumlichen G-rossen w-ter Stufe entstehen durch 
kombinatorische Multiplikation von n Grössen erster Stufe, 
welche als Paktoren erster Ordnung angenommen werden. 

In diesem Falle, wenn nämlich die Paktoren erster Ordnung 
zugleich Grössen erster Stufe sind, nenne ich die Multiplikation eine 
äussere. 

lö. Sind A, B, G, D Punkte, so bedeutet (§ 106—115) 

1) ^ . B die Linie, welche A und B zu Gränzpunkten hat, 
aufgefaast als bestimmter Theil dei durch A und B be- 
stimmten unendlichen geraden Linie, 

2) A.B.C das Dreieck, dessen Ecken A, B, C sind, auf- 
gefasst als bestimmter Theil der durch A, B, G bestimmten 
unendlichen Ebene. 

3) A.B .G.D das Tetraeder, dessen Ecken Ä, B,G,D sind, 
aufgefasst als bestimmter Theil des unendlichen Körper-, 
raumes. 

Das heiast, wir setzen A . B ^ A^. B^, wenn beide Produkte 
gleiche und gleichbezeichnete*} Theile derselben geraden Linie vor- 
stellen; femer 

A.B .C = A^.B,. 6',, 

wenn beide Dreiecke gleiche und gleichbezeiehnete Theile derselben 
Ebene sind; endlieb 

A.B,G.D = Ai.B,.Ci.D„ 
wenn Iseide Tetraeder gleichen und gleichbezei ebneten Inhalt haben, 

16. Sind a, b, c Linien von bestimmter Länge und Eich- asö 
tung, so bedeutet (§ 28 — 36) 

1) a.h das Parallelogramm, dessen Seiten gleich und 
parallel a und h sind, und zwar aufgefasst als Plächenraum 
von bestimmter Grösse und Ebenen-ßichtung**). 

2) a.b.c das Späth (Parallelepipedum), dessen Kanten 



•) Gleichbezeichnot nenne ich Kwoi Grössen, welche entweder heide posi- 
tiven, oder heide neg-ativsTi Werth haben. 

**) Von zwei parallelen Ebenen sage ieh, dass sie gleiche Ebonen-Richtuiig 
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gleich und parallel a, h, c sind, und zwar aufgefaast als 
Körperraum von bestimmter Grösse. 
Daa heisat, wir setzen 

t[ . & = a, . 6j, 
wenn die Parallelogramme , welche durch diese Produkte dargestellt 
sind, in parallelen Ebenen Hegen und gleichen und gleichbezeiehueten 
Fiächenraum haben; 

fi . Zi . c ^ «j . 6j . c, j 

[314] wenn die durch diese Produkte dargestellten Spathe gleichen und 
gleichbe zeichneten Inhalt haben. 

17. Die Seite (rechte oder linke), nach welcher die Kon- 
struktion einer räumlichen Grösse erfolgt, bestimmt ihren 
positiven oder negativen Werth, nämlich 

1) Zwei Theile derselben Linie, A.B und A^.B^, setzen wir 
als gleichbezeieknet, wenn B von Ä aus nach derselben Seite liegt, 
wie B^ von A^ aus. 

2) Zwei Theile derselben Ebene, A.B.C und ^,,5^.0,, setzen 
wir als gleiehbezeiehnet, wenn C von A . B ans nach derselben Seite 
hin liegt, wie Cj von A^.B^ aus, oder deutlicher, wenn dem, der in 
Ä stehend nach ß sieht, C nach derselben Seite hin liegt, wie C, dem 
liegt, der in A^ stehend nach B^ sieht. 

3) Zwei KörpertheÜe A.B. CD und A,.B,.Ci.D, setzen wir 
als gleichbezeichnet, wenn D von A.B.C aus nach derselben Seite 
hin liegt, wie Dj von ^|.Uj.Ci aus; oder deutlicher, wenn einer 
menschlichen Figur, die den Kopf nach A, die Füsse nach B, das Auge 

386 nach C hin gerichtet hat, der Punkt D nach derselben | Seite liegt, 
wie Z>[ einer Figui, die den Kopf nach A,, die Füsse nach B,, das 
Auge nach Gi hin gerichtet hat. 

4) Zwei parallele Flächenräume a . b und a, . h, setzen wir als 
gleiehbezeiehnet, wenn die Richtung 6 von der Richtung a ans nach 
derselben Seite liegt, wie h, von a^ aus. 

5) Zwei KSrperräume a.h.c und a^.h^. c^ setzen wir als gleich- 
bezeichnet, wenn die Richtung c von a . h aus nach derselben Seite hiu 
liegt, wie c^ von a^ . &, aus, das heisst, wenn einer menschlichen Figur, 
welcher die Richtung a von den Füssen zum Kopfe geht, und deren 
Augen in der Richtung &, vorwärts sehen, die Richtui^ c nach der- 
selben Seite liegt, wie die Richtung Cj einer Figur, und so weiter. 

18. Es giebt sieben Gattungen räumlicher Grössen, in 
vier Stufen vertheilt: 
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1) Einfädle oder yielfache Punkte. 

2) Gerade Linien von bestimmter Länge und Kich- 



3) Bestimmte Thüile bestiE 


arater unendtiebev ge- 


rader Linien. 




4) Ebene Fläehenräume vc 


.ii bestimmter Grösse 


und Ebenen-Richtung. 




5) Bestimmte Theile best 


immtei- unendlicber 



[345] 



in. stufe Ebenen. 

l 6) Bestimmte Körperräurae. 
IV. Stufe 7) Bestimmte Körperr'iume 

Hier kommen die Körperräume zweimal \ci, tliLil'. ils TTröaseu 
dritter Stufe, tbeils als Grossen vieitei btufe, je nachdem sie ils Pro- 
dukte dreier gerader Linien von bestimmter Richtung und Ldnge, oder 
als Produkte von vier Punkten aufgefasst werden. 

19. Gleichbezeiehnete Theile eines und desselben Ganzen 
geben als Summe einen ebenso bezeichneten | Theil desselben 
Ganzen, welcher so gross ist, als jene beiden zusammenge- 
nommen. (§ 8.) 

Zum Beispiel A . B und A-, . B, geben, wenn sie gleichgerichtete 
Theile derselben unendlichen geraden Linie sind, zur Summe einen 
eben so gerichteten Theil derselben Linie, vrelcher so gross ist, als 
jene beiden Theile zusammengenommen. 

20. Je zwei Grössen derselben Stufe, aber auch | nur 287 
solche, können addirt werden; der Begriff für die Addition 
solcher Grössen lässt sich allemal bestimmen, we^m man die 
vorher gegebene Bezeichnung dieser Grössen festhält, und 
die Rechnungsregeln aus III anwendet. 

Aufgabe 3. Zwei Jhmkte A und B m addiren. 

Setzt man A + B = 2S, so erhält man B — A =^ 2 {S — A), 
das heisst, S ist die Mitte zwischen A und B, Also die Summe zweier 
Punkte ist die doppelt genommene Mitte zwischen beiden. 

Aufgabe 4. Zwei vielfache Funkte uA und ßB zu addiren, wenn 
die Koefficienteji cc tmd ß positiv sind, das heisst, den PunlU S mi finden, 
welcher der Gleichung . 

„A + ßB-(« + ß)S 
genügt. (% 94—98.) 

Soll dieser Crleiehung genügt werden, so niiiss 



y Google 



306 A,. Anbang IIL 

sein, und umgekelirfc erhält man aus der letzten die erster«. Aus der 
ietzton folgt aber die Konstruktion: Man nimmt von der Linie AB 
von A. aus den Theil - -,—ß (oder von B aus den Theil --^0), so ist 
der Endpunkt dieses TheÜes der Pmikt 5*. — Also „die Summe zweier 
vielfachen Punkte mit positiven Koefficienten ist ein mit der Summe 
der Koefficienten muitiplicirter Punkt, welcher in der geraden Linie 
zvfischen beiden Punkten so liegt, dass seine Entfernmigen von diesen 
beiden Punkten sich umgekehrt verhalten, wie die zu diesen Punkten 
gehörigen. Koefficienten *).". 

Aufgabe 5. Einen Funkt A und eine gerade Linie von bestimmter 
Länge und Richtung G — Bm addire». 

Man konstruire eine gerade Linie von A aua, welche mit C — B 
gleich lang und gleich gerichtet ist; diese sei B — A, so ist ]) die 
geanchte Summe; denn da G — B =^B — A ist, so ist 

^ + (C - B) = ^ + (D — ^) = i>. 
Also „die Summe eines Punkies A und einer geraden Linie von be- 
288 stimmter Länge und Richtung ist der Endpunkt dieser Linie, wenn 
A ihr Anfangspunkt ist/' 
[346] Aufgabe 6. Einen vielfachen Funkt aA und eine gerade Linie von 

bestimmter Länge und Richtung G — B eu addiren. 

Man konstruire eine gerade Linie von A aus, welche mit C — B 
gleiche Richtung hat, aber nur — so lang ist; diese sei D — A, so 
ist ccD die gesuchte Summe. Denn da 

G—B'^a{D—A) 
ist, so ist 

ß^ + (C— iJ) = ß^ + c({L) — A) = «D. 
Aufgabe 7. Zwei gerade Linien von bestimmter Länge tmd Rich- 
tung B ^ A und D — ü m addiren. 

Man mache E~ B = B — G, so ist 
{B- A)-\-{p~C)^{B ~ Ä)-\-{E — B) = E— A. 
Also „zwei Linien von bestimmter Länge und Richtung addirt man, 
indem man, ohne die Länge und Richtung zu veräjidern, auf den End- 
punkt der einen den Anfangspunkt der andern legt, dann ist die gerade 

*) Man sieht, dass dieser Punkt der Schwerpunkt ist, ■wenn die Koefücienten 
Gewichte vorstellen. 
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Linie vom Anfangspunkte der ersten zum Endpunkte tler letzten die 
gesuchte Summe." 

Aufgabe 8. n gerade Linien von bestimmter Länge und Bichtung 
zu addiren. 

Die wiederholte Anwendung der Auflösung von Aufgabe 7 führt 
sogleich zu der Lösung dieser Aufgabe, nämlieh j,n gerade Linien von 
bestimmter Länge und Bichtung addirt man, indem man die eiuzelnen 
Linien, ohne ihre Itichtung uud Lange zu ändern, nach der Reihe 
stetig, das heisst, so an einander legt, daas, wo die eine aufhört, die 
nächstfolgende anfängt; dann ist die gerade Linie vom Anfangspunkte 
der ersten zum Endpunkte der letzten die gesuchte Summe." 

Aufgabe 9. Die Summe von n Punkkn Ai, Ä^, . . . A^ sti finden, 
das heisst, den Punkt S su finden, tvelcher der Gleichung 

A-\-A-\ \-A^^vS 

genügt. 

Subtrahirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung JiJJ, wo R 
ein beliebiger Punkt ist, so erhält man 

(A, -^E) + {A,-R)+--- + {A, - lij - « (S - S), 
und, da aus dieser Gleichung wieder die erstere sich a,bleiten lässt, so 
folgt: „um n Punkte zu addiren, zieht man von einem beliebigen 
Punkte li die geraden Linien nach den n Punkten, legt sie, ohne ihre 989 
Richtung und Länge zu ändern, stetig au einander und zwar so, dass 
der Anfangspunkt der ersten auf R fällt, verbindet K mit dem End- 
punkte der letzten durch eine gerade Linie und tbeiit diese Verbin- 
dungslinie in n gleiche Theile, so ist der erste Theilpunkt von li aus 
der Punkt S, dessen «-faches die gesuchte Summe ist." 

Aufgabe 10. JBeliebig viele vielfache Punkte <xÄ, ßB, . . . su ad- 
diren, wenn die Summe der Koefßeienteit cc -\- ß -\- ■■■ nicht miU ist. 

Setzt man 

und subtrahirt auf beiden Seiten (« + /3 + ■ ■ ■) H, wo i? ein beliebiger [an] 
Punkt ist, 90 erhält man 

„(A^B)+ß(B-Il) + ---(,„ + ß + ---)(S^E). 
Also, da auch hieraus wieder die erste Gleichung sich ableiten lässt, so 
folgt „die Summe von beliebig vielen vielfachen Punkten aA, ßB, ..., 
deren Koefficienten- Summe nicht null ist, findet man, indem man von 
irgend einem Punkte It aus die Linien nach A,B, . . . legt, diese dann 
beziehlich mit a, ß, . , . multipHcirt *), die so gewonnenen Linien, ohne 

*) Dtirch Bolohe Multiplikation mit einer ZahlgrSsae c ändert aich, wie man 
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ihre B-ichtuiig und Länge zu ändern, stetig an einander legt, so dass 
der Anfangspunkt der ersten in R fällt, dann R mit dem Endpunkte 
der letzten verbindet und von der Verbindungslinie von Ü aus den 

'^^^'■^ I a I — nimmt, so ist der mit (k -{- ß -}- ■ ■ ■) miiltiplicirte 
Endpunkt dieses Tbeiles die gesuchte Summe." 

Aufgabe IL Die Summe von vielfachen Punlcten aA, ßB, . . . 211 
finden, icenn cc -\- ß -\- ••■ = ist. 

Man subtrahire von der Sunune aA -\- ß'B -\- •■■ den Ausdruck 
{a -\- ß -^ ■ ■ ■) It , so wird, da diese subtrahirte Grösse null ist, der 
Werth der Summe nicht geändert, also ist 

aA ^- ßB + ■■■ = a{A^ U) + ß{B - -R) + ■■-. 
Also „die Summe von vielfachen Punkten, deren Koefßcienteu summe 
null ist, ist eine gerade Linie von bestimmter Länge und Iticbtung, 
290 die I man dadurch findet, dass man von einem beliebigen Punkte 11 
die geraden Linien nach den gegebenen Punkten zieht, diese mit den 
diesen Punkten zugehörigen Koeffleienten multiplicirt, und die Pro- 
dukte addirt." 

Aufgabe 12. Zwä. Tkeile A.B und CD von Linien, die steh in 
E schneiden, su addiren. 

Man mache E.F gleich A.B \md E.G gleich CD, so ist 
A.B-\-CD = E.F-\'E.0 = E.(F-^G)^2E.S, 
wenn i5 die Mitte von F und G ist {vgl. Aufgabe 3). Also „zwei TheÜe 
von Linien, welche sich schneiden, addirt man, indem man diesen 
Theilen den Durchschnittspunkt als Anfai^spunkt giebt; dann ist die 
doppelte gerade Linie vom Durchschnittspunkte zu der Mitte der beiden 
Endpunkte die gesuchte Summe*)." 

Aufgabe 13. Zwei parallele LinimtheiU A.B und CD su ad- 
dirm, wenn beide nieht gleichlang und zugleich entgegengesetst ge- 
richiet sind. 

Wenn A.B und C.D parallel sind, so muss D ^^ G gleich 
[348] k(B — A) sein, wo ß irgend eine positive oder negative Zahl ist. | Da 
nun A.B gleich A.(B ~ Ä) ist, weil A..A nach Nr. 12 null ist, so 
hat man 

leicht Bieht, wenn a positiv ist, dio Kichtnng nictt, wührend die Ltlnge im Ver- 
hältnias 1 : a. sich ändert; und ist a negativ, so wird die Eichtnng die entgegen- 
gesetzte. 

') Diese ist Eugleich die Diagonale des ParallelogrammB , welches jene 
Linientheile zw Seiten hat, woraus man sieit, dass die Summe der Linientheile 
die ausammenge setzte Kraft ist, wenn die Linientheile Kräfte vorstellen. 



y Google 



Uebcrsicht über daß Wesen der AuadeliimiigsleJjro. 309 

A.B + O.D — Ä.(B^Ä) + C.(D-C) 

— A.(B — Ä) + aC.(B~A) 
-(Ä + «O (B - A). 

Ist die Sornm» A + aO gleich (l + ii)S (»gl. Aufgabe J), so wirf .1er 
letzte Äusdruct 

~S.(l + ci){E — A) — S.(B~A + D^C), 
worin eine einfache Konstruktion jener Summe liegt. 

Aufgabe 14. Zwei gleich lange und entgegengesetzt gericlitete Linien- 
theile Ä.B und CD m aädlren. 

Liegen beide in derselben geraden Linie, so ist die Summe null. 
Ist dies nicht der Fall, so ist, weil B — C = — (!>' — A') ist, 
A.B + C.B — A .[B- A) + G.{D — C) 

- A.(B- A) — C.(B^ A) 
-(A~ 0) . (B - A). 

Dann ist die Summe also ein Flädienraum von bestimmter Grösse 39 
und Ebenen-Richtimg*). 

Aufgabe 15. Zioei Flächenraume von bestimmter Grösse und Ebenen- 
ricktung a.J) und cd nu aädirm. 

Sind die Ebenen parallel, so können sie schon nach Nr. 19 addirt 
werden; sind sie es nicht, so werden beide Ebenen eine Richtung ge- 
meinachaftlieh haben. Es sei e eine gerade Linie, welche diese Rich- 
tung hat, und a.h gleich e.f, e.d gleich e.g, so ist 
a.b + e.d-e.f+e.g-e.{f + g). 

Aufgabe 16. Zwei Tkeile A . B . imd D . ]f] . F bestimmter Eben&i, 
die nicht parallel sind, 0u addiren. 

Sind die Ebenen nicht parallel, so werden sie sich schneiden. Es 
sei Cr. S" ein TheU der Durchsehnittslinie , und es sei Ä.B.C gleich 
G.H.J, D.E.F gleic]! G.H.K, so ist 

Ä.B.G-{'D.E.F=G.H.J+G.M.K 

= G.R.{J+K)^2G.H.S, 
wenn S die Mitte zwischen J und K ist. Also „Zwei Theile nicht 
paralleler Ebenen addirt man, indem man sie als Dreiecke darstellt, 
deren gemeinschaftliche Grundseite in dem Durchschnitt beider Ebenen 

*) Wie die Summe aweiex Linientheilc, die niclit m derselben Ebene liegen, 
3u behandeln sei, kann ich hier niclit ausfuhren (Tgl. Aiisilehnungslehre ^ 5X 
u. § 122). 
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[349] liegt; dann ist das Doppelte des Dreiecks, | was dieselbe Gfmndseite hat, 
und dessen Spitze die Mitte ist zwischen den Spitzen jener Dreieelte, 
die gesuchte Summe." 

Aufgabe 17. Zwei Theile A.B.O und I) . E . F parulleJer Ehcnen 
m adäiren. 

Sind die Ebenen parallel, so muss (ÜJ — D) . [F — D) gleich 
tc(B — Ä).(C—A~) gesetzt werden können, wü a eine Zahlengrösse 
ist. Dann ist 

Ä.B .C-\-I). F . F= A.(B ~ A) .(C— Ä) -i- D .{E - D) .(F ~ !))*■) 
= (A-}-aD).(B~A).iC~A) 
^S.(l+a).{B-A).{C-A), 
wem (1 -l- t>^)S die Summe von A-^ccD ist. Der letzte Ausdruck ist 
~SI{B~Ä).{0~A) + (E-V).{F- /J)l, 
■J92 worin wieder eine einfache Konstruktion liegt. Ist jedoch k = ~ 1 , 
das heisst, sind beide FlUehenräume gleich gross, aber entgegengesetzt 
bezeichnet, so ist A -\- aD eine gerade Liuie von bestimmter Richtung 
und Lange (Aufgabe 11); ist diese gleich H^G, so ist 

A.B.C-\-B.F.F={H~G).{B — A).{G—A), 
also die Summe dann ein Körperraum. 

Aufgabe 18. Einen l'heil A.B.C einer besHmmten Ebene und 
einen Körperraum (D — J) . (U — ^) ■ (C — -^) ^m aädirm. 
A.B.G-^{B~A).{B — Ä).{G~A) = 
= A.{B — A) ..{C - ^) + (Z) — ^) . (if — A) . (C— J) 
= B.{B-~A).(a—A), 
woraus der Begriff dieser Addition leicht hervorgeht. 

21. Eiu kombinatorisches Produkt, dessenFaktoren erster 
Ordnung Grössen (« — l)-ter Stufe sind, welche aber alle in 
einem und demselben Gebiete K-ter Stufe liegen, nenne ich 
ein eingewandtes Produkt, und zwar ein auf jenes Gebiet 
bezügliches; 

zum Beispiel ein kombinatorisches Produkt von Linientheilen in 
der Ebene, oder von Ebenentheilen im Baume. 

22. Wird von jetzt an die äussere Multiplikation durch blosses 
Aneinanderschieiben, die eingewandte Multiphkation durch einen zwi- 
schen die Faktoren gesetzten Punkt bezeichnet, so verstehen wir 

^■) vgl. Nr. 12. 
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unter dem eingewandten Produkte AB. AG, wo A, B, C be- 
liebige Grössen sind, das Produkt ABC.Ä, in welclieni ABG 
wie ein zu A gehöriger Koefficient behandelt wird, voraus- 
gesetzt, dass das Produkt auf das Gebiet von niedrigster 
Stufe, in welebem A, B und C zngleicli liegen, bezogen wird. 

Aufgabe 19, Bas auf die Ehene ABC lemgliche Prodtilct zweier 
Limmtheile AB. AG s% finden. 

Nach Nr. 2a ist dasselbe gleich ABC.A; das heisst „das Pro- [350] 
dukt zweier Linientheile, deren Linien sich sehneiden, ist der Durch- 
schnittspunkt, verbunden mit einem Theil der Ebene als Koefflcienten." 
Denkt man sieh eim-n Theil der Ebene ^Is Einheit angenommen, so 
werden die Ebenentheile , mit denen die Punkte behaftet sind, wirk- 
liche Zahlgrösaen und die Produkte erseheinen als vielfache Punkte; 
doch müssen dann alle zu vergleichenden Grössen in derselben Ebene, 
auf die sich die Produkte beziehen, liegen (wie dies in der Plani- 2i)3 
metrie immer der Fall ist). 

Aufgabe 20. Ikts Prodtikt dreier Linim'dheüe AB, AG, BC in 
Bezug auf die Ebene ABC mt finden. 

Auflösung. AB.AG.BC=ABG.ABG={ABGf. 

Aufgabe 21. Bas eingewandte Produht swekr Ebenentheile ABG 
und ABB (in Bemg auf den Körperraum) m finden. 

Auflösung. ABG.ÄBD = ABGB.AB. 

Aufgabe 22. Bas eingewandte Produkt dreier Ebenentheile ABC, 

ABB, AGB SU finden. 

Auflösung. ABG. ABB .ACB = ABCB . ABGB . A 

= {ABGB)\A. 
Aufgabe 23. Bas eingewandte Produkt von vier Ebenenthetlen 

ABC, ABB, AGB, BGB m finden. 

Auflösung. ABC. ABB . AGB . BGB = (ABGBf. 

Anmerkung. Das Produkt zweier Ebenentheile giebt also einen 
Linientheil, das dreier einen Punkt, aber jener Linientheil und dieser 
Punkt haben dann noch einen Raumtheil oder ein Produkt von Raum- 
theilen als Koefficienten, und nimmt man einen Raumtheil als Einheit 
an, so gehen diese Koefficienten in wirkliche Zahlgrössen über. 



Dies etwa sind die wesentlichsten Begriffe, welche in dem ersten 
Theile meiner A»sdehnungslehre vorkommen. Aber es ist unmöglich, 
von der unendlichen Fruchtbarkeit dieser neuen Methode für die Be- 
handlung nicht nur der Raumlehre, sondern überhaupt aller Wissen- 
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Schäften, welche auf räumliche Verhältnisse zurückgehen, hier auch 
nur einen oberflächlichen Begriff zu geben. Ebenso wenig konnte ich 
hier die Beweise liefern, daas in der That die in III gegebenen Kech- 
nuiigs regeln für die einzelnen hier dargelegten Verknöpf ungs weisen 
gelten, sondern auch hier muss ich auf meine ausführliche Schrift 
verweisen, in welcher diese Beweise in aller Strenge geführt sind, und 
wo zugleich die Entwickelung überall in der Art fortschreitet, dass 
alles WiUkührliche, was noch in der Aufstellung der verschiedenen 
Begrifi'e zu liegen seheint, verschwindet. 
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Weiiii Jiu eigentliümliche Kraft eines über seine Zeit hervor- i 
ragenden Geistes achon darin sich offenbart, dass er die Ideen, auf 
welche die Zejtentwickelung hindrängt, aufzufassen und fortzubilden 
weiss, und ei so als Repräsentant seiner Zeit erscheint: so tritt jene 
Kraft noch eigenthümheher hervor in solchen Gedankenreihen, welche 
der Zeit vorangehen und ihr auf Jahrhunderte die Bahn der Ent- 
wickelimg gleichsam voizeichnen. 

Wahrend die Ideen ersterer Art, wenn eben die Zeit bis zu einem 
solchen Punkte doi Entwickelung herangereift war, oft gleichzeitig 
von den hervorragenden TTeistem der Zeit ausgebildet wurden (wie 
zum Beispiel die Differenzialrechnung gleichzeitig von Newton und 
Leibniz): so erscheinen die der letzteren Art als das besondere Eigen- 
thum des Einzelnen, als die innerste Werkstätte seines Geistes, in 
welche nur wenigen Geweihten derselben Zeit vergönnt ist einzutreten 
und ahnend gleichsam anzuschauen den Eeiehthum der Entwickelang, 
welcher von da aus über eine künftige Zeit sich ausbreiten wird. 
Während jene ersten Gedankenreihen in der Zeit, in welcher sie her- 
vortreten, da sie eben den Höhenpunkt dieser Zeit selbst darstellen, 
mächtigen Anklang finden, grosse Bewegungen und Ent Wickelungen 
hervorrufen: so verhallen diese meistens fast wirkungslos in der Gleich- 
zeit, indem sie nur von wenigen verstanden werden, und von keinem 
vielleicht ganz. Oft erst nach Jahrhunderten, wenn die Zeit bis zu 
demjenigen Punkte der Entwickelung gediehen ist, welchen jene Geistes- 
kraft vorbildend schuf, wird dann jener Gedanke eine Aussaat für eine 
reiche Aerndte. 

Dass nun die grossartige Idee Leibnizens, deren Auffassung und 
Portbildung den Gegenstand dieser Abhandlung ausmacht, nämlich die 
Idee einer wahrhaft geometrischen Analyse, zu diesen vorbildenden 
und gleichsam prophetischen Ideen gehört, kann keinen Augenblick 
zweifelhaft sein, wie sie denn auch das Schicksal solcher Ideen getheilt 
hat. Ja durch eine besondere Ungunst der Verhaltnisse ist dieselbe 
bis weit über den Zeitpunkt hinaus verborgen geblieben, von welchem 
an sie hätte kräftig in die Zeitentwickelur^ eingreifen können. Denn 
ehe noch jene Leibnizsche Idee durch Uylenhroek aus der Verborgen- 
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1 eit liLrToisfpzOp,eii wuitJe ^\aieii schon von verschiedenen Seiten her 
A*\ e„ zu einer ganz verwandten Analyse angebahnt. 

Deesenunj^eichtet ei&t,heint es ils eine wichtige Aufgabe, durch 
] 1 e Idee und Imch die besondeie Gestaltung, welche ihr Leibniz 
\eihehen bit die verwindte Analyse der Neueren zu befruchten und 
so dpn lan^e todt ^ele^enen Keim ins Leben zu rufen. Denn j wenn 
auch duich jene ncbr als bundeitjabrige Verborgenheit jene Idee 
i^leichsam ausgeschieden ist aus dem historischen Entwiekelungsprocesse : 
so ist Sit, lennoch indem s e nun hervortritt, keineswegea eine schon 
vei iltttL sondern schliesst tmeu noch frischen und lebenskräftigen 
Keim m sieb dem nun sein Hecht mit der historischen Entwickelung 
zu VBi wachsen nicht hnger voienthalten werden darf. Denn einerseits 
ist das Ideal dieser geometrischen Analyse, wie es Leibnizen als Ziel 
einer kunftigui Entwickelmg vorschwebte, keinesweges schon toII- 
kommeii eneicbt noch von den "Mathematikern hinreichend als solches 
eikannt andeieiseits ist auch die ei gen thüm liehe Gestaltung, welche 
ei d esci Idee durch seine freilich mehr beispielsweise gegebene Be- 
zeichnung ait veil eben hat ke ne^weges schon durch einen neueren 
Mathematikei auf ähnliche "V^eise lu gebildet worden; vielmehr sind 
lUe Neueren von ml m i\eun luch oft — dem Fortsehritte der Zeit 
^cmass — von v el li ichtl ireren ' esichtsp unkten ausgegangen. 

Leibniz selbst nntei cheidet ii i das Bestimmteste seinen Gedanken 
einer lem geometrischen Analj^e deren Ausbildung und Vollendung 
ihm als ein fernes Ziel vor Äu^en schwebte, deren Wichtigkeit er 
aber gleichwohl vollkommen erkannte, und andererseits seinen Versuch 
einer neuen Charakteristik, welchen er daran anscbliesst, um die Mög- 
lichkeit der Verwirklichung jenes Gedankens glaublieber zu machen, 
und der Nachwelt, wenn er selbst an der Ausführung gehindert werden 
sollte, ein Denkmal zu hinterlassen, welches irgend einem Andern 
späterhin zur Verwirkhchung jenes Gedankens Veranlassung geben 
möchte. Beides ist daher immer scharf auseinander zu halten, wenn 
man das Verdienst Leibnizens um die Ausbildung der geometrischen 
Analyse richtig würdigen will. 

In der That überzeugt man sich leicht, dass die von Leibniz ver- 
versuchte Charakteristik nicht im mindesten das leistet, was er von 
der geometrischen Analyse überhaupt verheisst, dass sie vielmehr hinter 
dem von ihm selbst gesteckten Ziele so unendlich weit zurückbleibt, 
dass sie nur als ein roher, wenn gleich sehr anerkennungswerther An- 
fang zu einer Annäherung an jenes Ziel angesehen werden kann. Auch 
kann man nicht behaupten wollen, Leibniz habe noch andere Be- 
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zeichniiagsarten in Bereitschaft gehabt, welche der Erreichung jenes 
Zieles näher ständen, denn dann würden sie auch die Erreichbarkeit 
desselben glaubhafter gemacht haben, und also von ihm entweder 
geradezu statt jener andern Bezeichnungsarten angeführt, oder doch 
wenigstens andeutungsweise berührt sein, wovon sich keine Spur findet. 
Man würde somit ein ganz schiefes und ungerechtes Urtheil über 
Leibnizens Leistungen auf diesem Gebiete gewinnen, wenn man nicht 
eben streng festhielte, dass er jene Vorzüge, welche er der geometri- 
schen Analyse überhaupt in reichem Masse zuspricht, keinesweges seinem 
Versuche als schon beiwohnend zuschreiben will. 

Woher aber nun, wenn es so steht, diese gewaltigen Lobsprüche 
über eine Sache, deren Gestaltung er nicht kannte? woher dies ent- 
schiedene Anpreisen ihrer Wichtigkeit, dies Aufzählen aller der ans 
Unglaubliche gränzenden l'rüehte, die sie tragen müsste auch für alle 
verwandten Gebiete des Wissens? 

Wir können hierauf nur antworten, dass darin eben eine besondere 
Bevorzugung eines höher begabten Geistes besteht, dass er die Wichtig- 
keit I eines Gedankens bis in seine fernsten Folgerungen hinein vor- 3 
ahnend anschaut, während kleinere Geister, das Geringfügige für wichtig 
haltend, an dem wahrhaft Grossen gedankenlos vorübergehn. Eben 
dies hervorragende Talent Leibnizens, eine ganze Entwickelungsreihe, 
ohne sie durchzumachen, dennoch ahnend zu überschauen, und, ohne 
sie vorher zu zerghedem und auseinander zu legen, sie dennoch mit 
prophetischem Geiste sich zu vergegenwärtigen und so ihre Folge- 
wichtigkeit zu erkennen, dies Talent ist es eben, was ihn zu so gross- 
artigen Entdeckungen fast auf allen Gebieten des Wissens geführt hat. 
Ich hoffe, im Verlauf dieses Aufsatzes zu zeigen, dass, abgesehen von 
einzelnen Uebertreibungen, welche aber überall mehr im Ausdrucke 
als in der Sache selbst hegen, Leibniz hier durchaus recht gesehen, 
indem ich eine Analyse wenigstens in ihren Gruudzügen aufstellen 
werde, welche im Allgemeinen wirklich das leistet, was er als das Ziel 
der geometrischen Analyse ansieht; ja es wird sich zeigen, dass selbst 
die wesenthchen Vorzüge dieser Analyse von ihm mit einer gewissen 
Vollständigkeit aufgezählt sind. Hierdurch wird sich dann am besten 
die wissenschaftliche Bedeutung seiner Idee einer geometrischen Ana- 
lyse darlegen. 

Um auch andreiseits die wissenschaftliche Bedeutung seiner eigen- 
thümlichen Charakteristik ans Licht treten zu lassen, und damit sein 
wissenschaftliches Veidienst ani diesem Gebiete auch nach der andern 
Seite hin zur Anschauung zu bimgen, will ich bei der Ableitung und 
Entwickeiung der neuen Analyse den Weg einschh^en, dass ich von 
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der Leibniz'sclien Charakteristik ausgehe und zeige, wie von diesem 
Keime aus bei konsequenter Durehfiibrung und Fortentwickelung, bei 
gehöriger Ausscheidung des Fremdartigen und Befruchtung durch die 
Ideen der geometrischen Verwandtschaften, die Analyse hervorgeht, 
welche ich als die, wenn auch nur relative, Vei'wirklichung der Leibniz- 
schen Idee einer geometrischen Analyse auzusehen geneigt bin. Dass 
dies nicht der Weg ist, auf welchem ich zu dieser Analyse gelangt 
bin, bedarf wohl kaum einer Erwähnung. 

[§ 1. Die Leibniz'sche Charakteristik.] 
Das Wesentliche bei der Leibniz'schen Bez.eichnungsart ist, dass 
ei Puul te, welche ihrei Lage nieh unbekannt oder veränderlich sind, 
gleichfalls zu bezeichnen sich erliubt wozu er dann der m der Algebra 
eingeführten Sitte gemiss die letzten Buch&taben des Alphabets wählt, 
wahrend ei die ihiei Lage nach bekannten oder unveränderlichen 
Pi n] te d irch die ubngeu Bi ch'-tdbcn irnj-kirt Diese Bezeichnung 
wendet ei dam m der von ihm mitj,etheiltBn liole besonders auf die 
Kongruenz aj indem er ^auz allgemein zwei beliebige Vereine von 
ent j rechenden 1 unkten kongiueut let/t wenn ohne dass sich in 
irgend cm m 1er beiden "V oieinc dit gegenseitige Lage der Punkte 
uleit be d zum Decken g brai,M weiden k nnen so nämlich, dass 
jedei Punkt de^ e nen A'ciems den entspiechenden des andern deckt, 
wobei ei dann st ts 1 e entsj lechendeu Punkte luf he entsprechenden 
Stellen der als 1 ongiueut bezeichntten Vereine &etzt Diese einfache 
Betrachfcungs- und Bezeichnongsweise wird ihm nun der Keim zu einer 
Reihe höchst überraschender Resultate; ja er ist dadurch in den Stand 
gesetzt, wirklich auch schon an dieser Probe nachzuweisen, wie eine 
rein geometrische Analyse möglich ist, und zwar eine solche, welcher 
4 alle räumlichen Beziehungen unterworfen | werden können. 

In der That sieht man sogleich, wenn man mit Leibniz fl als 
Zeichen der Kongruenz wählt, und unter x einen seiner Lage nach 
veränderlichen Punkt, unter o, b und c aber feste Punkte versteht, dass 

(1) ax 6 hc 

eine Kugel (deren Mittelpunkt a und deren Halbmesser ic ist) und 

(2) ax H hx 

eine Ebene (welche ab senkrecht hälffcet) als geometrischen Ort des 
Punktes x liefert. Da nun aber durch Kugel und Ebene (ja schon 
durch die Kugel allein) sich alle Konstruktionen im Räume ausführen, 
und somit durch sie alle Arten räumlicher Abhängigkeit sich ver- 
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mittein laasen, so folgt, daas das erwähnte Princip ausreichen muss 
für jede räumliclie Betraclktimg. Ja es können diese beiden Ausdrücke 
(1) und (2) als Definitionen der Kugel und Ebene gefasst, und somit 
auf ihnen das ganze Gebäude der Geometrie selbständig aufgeführt 
werden. Die Formel (2) kann als Ausdruck für den geometrischen Ort 
der Mittelpunkte aller Kugeln, welche durch zwei feste Punkte a und b 
gehen, aufgefasst werden. Ebenso liefert die Formel 

(3) ax (Jixfi ex 

die gerade Linie, als geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Kugeln, 
welche durch drei feste Punkte a, h, c gehen. Endlich erscheint die 
Kreislinie als Durchschnitt zweier Kugehi, also ist ilir Ausdruck 





ax li ac 




hx }i hc, 


oder aus am mengezogen 




(4) 


alx fi ahc. 



Man sieht hieraus, wie sich alles auf den Ausdruck für die Kugel 
zurückführen lilsst, und daher ein solcher Aufbau der Geometrie auf 
jenem Pundamentalaus druck (1) vermöge dieser Einheit und Einfach- 
heit des Princips von hoher wissenschaftlicher Bedeutung sein würde. 
Doch würde es mich zu weit von dem vorgesteckten Ziele abführen, 
wenn ich auch nur die Grundzüge einer solchen Konstruktion der 
Wissenschaft hier entwerfen woUte, wozu ja nothwendig die Ableitung 
der erforderlichen Grundsätze und der Nachweis, dass sie für die Kon- 
struktion der Wissenschaft hinreichen, gehören würde; und diese Unter- 
suchung wird immer eine der schwierigsten bleiben. Dagegen will ich 
nun die Anwendbarkeit der Leibniz'schen Rechnungamethode an der 
Lösung der beiden Fundamentalaufgaben der Geometrie prüfen, indem 
ich den Ausdruck einer durch zwei gegebene Punkte gehenden Geraden 
und den einer durch drei gegebene Punkte gehenden Ebene suche. 

Soll zuerst der Ausdruck einer durch zwei Punkte a und J> gehen- 
den Geraden gefunden werden, so muss derselbe die Form des Aus- 
drucks (3) erhalten, in welchem statt «, &, c drei Hülfspunkte «', ?/, t' 
eingeführt werden müssen, die jedoch nicht in gerader Linie liegen 
dürfen. Man hat dann die Formeln: 

iu'x fi h'x 6' c'x, 
da 6 V a ö da, 
a'b (ib'i Heb, 
welche in ihrer Vereinigung die gerade Linie als geometrischen Ort 5 
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des Punktes x "bestimmen. Man kann hier noch die l>ei(len letzten 
Kongnienzreihen in Eine zusammenziehen . 
aba' H abV ö abc . 
Diese drückt dann aus, dass die Hülfspunkte d-, V, c' in uiiici' Kreis- 
linie liegen, deren Ebene von ab senkrecht in dem Mittelpunkte der 
Kreislinie getroffen wird. 

Ebenso verwickelt sind die Ausdrücke für eine durch drei Punkte 
a, 1), c, die nicht in gerader Linie liegen, gehende Ebene. Da der 
Ausdruck die Form ^2) haben muss, so muss mau zwei Hülfspunkte 
d und b' annehmen, und da a, b, c, x in der durch diese Hülfspunkte 
bestimmten Ebene liegen müssen, so hat man die vier Formeln 
dx (! b'x 
da ab' a i 
dbfib'b \ 
de (I b'c. \ 
Die drei letzten Kongruenzreihen lassen sieh in Eine zusammen ziehen, 
nämlich in 

abcd 6 abcb' . 
Somit hätte man 

[ ax H ix' 
^^^ \ abcd fJ abcb' 

(von denen übrigens die letzte aus dreien zusammengesetzt ist, und 
ausdrückt, dass d und b' symmetrisch gegen aic liegen) als Formeln 
für die durch die drei Punkte a, b, c gehende Ebene. 

Wollte man diesen Systemen von Formeln (5) und (6) die er- 
forderliche Einfachheit geben, so müsate man im Stande sein, die will- 
kührlicben Hülfspunkte, welche mit der Natur der Aufgabe nichts zu 
thun haben, herauszuschaffen und das System von Formeln jedesmal 
in eine einzige zusammenzuziehen. Man sieht sogleich, daas dies nach 
der Leibnizschen Bezeiehmuig, so weit er sie entwickelt hat, unmöglich 
ist. Bleibt man daher bei ihr stehen, so ist wohl leicht zu sehen, wie 
die Menge der Formeln bei einer einigermassen verwickelten Aufgabe 
bald ins Ungeheure wachsen muss, und wie man dabei einf Menge 
von Elementen mit in die Betrachtung hineinziehen mnss, welche mil 
der ursprünglichen Aufgabe nichts zu schaffen haben 

[§ 2. Kongruenz und Kollineation.] 
Man erkennt hier das Ungenügende dieser Charakteristik. Worin 
bernhi dies? 
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Zuer&t ofteiibai d^rm, da&s stitt dei emfatben Eeziehiiiio dei 
Gleichheit, welche allem m m ithematisthen Foimeln hcrvoiheten dirl, 
dimit man alcrill sulistituiien kdiiii, die Be/ichung dei KongnieiiÄ 
eingeführt ist Wohl gilt tut diese Beziehung, dei Kontinenz dis Gl 
^etz, dT.ss, wis dem-ielben dritten kongruent ist, es auch untei sich 
sei ihei kemesweges, dass man ubeih lupt m einer Kongnien/gluichun^, 
stitt jedes Ausdiucks den ihm konyuenten motzen j ^ 

könne Es sei zum Beispiul ai n Ic und ein ^ 

Punkt d hege ausserhilb des von i auf ah ^c / d 

Hllten Lothes, so ist mcht 



obgleich doch 



acd ft hcd, 
acSbc, 
also in acd H acd nicht auf der 



/ 



einen Seite statt ac das ihm kongruente ic setzen darf. Oder noch 
einfacher, da alle Punkte kongruent sind, so würde man, wenn man 
das Kongruente sich gegenseitig substituiren konnte, ahc kongruent 
setzen können mit jedem Vereine von drei beliebigen andern Punkten, 
was ein Unsinn ist. 

Diese Möglichkeit der Substitution, welche bei der obigen Be- 
zeichnung abgeschnitten ist, müssen wir aber nothwendig bei jeder 
mathematischen Bezeichnung aufrecht erhalten, wenn sie zu frueht- 
reichen Ergebnissen führen soll. Daher hüben wir zunächst die Be- 
zeichnung zu ändern, und die wesentliche Beziehung der Gleichheit 
einzuführen, indem wir nur das als schlechthin gleich setzen, was wir 
in jedem Urtheile gegenseitig substituiren können. 

Wir fragen, wenn ahc kongruent ist def, was ist-daim das Gleiche 
zwischen beiden Vereinen von Punkten? OfPenbar muss dann irgend 
eine geometrische Funktion der drei Punkte a, h, c gleich der ent- 
sprechenden Funktion der drei Punkte d, e, f gesetzt werden. Wir 
wollen diese Funktion vorläufig mit dem Zeichen fiffura oder fig. be- 
zeichnen, und setzen statt 

ahc 8 def 
jetzt 

fig. (a, h, c) = fig. (<;, e, f) 
und ebenso 

fig. («, h) = fig. (rf, c), 
wenn ah gleich laug ist mit de. 

Es kommt dann darauf an, die Form dieser Funktion zu finden, 
namentlich bei zwei Funkten also die Form der Funktion fig, (tt, h). 
Denn die Gleichung 
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fig. (»,S, ») = %. (Ä, e,f) 

ist nur eine Zusammenfassmig der drei Gleichxiiigeii 

fig. {a, h) = fig. (d, e) 

&g.{b,e)^^g.(e,f) 

fig. (c, a) = fig. {f, ä). 

Erst, wenn es uns gelingt, die Form dieser ]''unktion ausKumitteln und 

die Gesetze, welchen dieselbe unterliegt, sind wir im Stande, vollkommen 

frei zu subatituiren. 

Um dazu zu gelangen, wollen wir zuerst die Leibniz'sche Idee 
erweitern, indem wir sie auf andere Verwandtschaften übertragen. So 
könnten wir zum Beispiel bei ahnlicben Figuren sagen, ihre Gestalt sei 
gleich, und könnten also statt 

ahc r^ def 
schreiben 

foim (a h c)=-foim (1 e f) 
So könnten wir die Gleichheit de Fl i(,henr lums ztti^ltji ] drei 
Punkten oder die Gleichheit des Koipeiraums zw! eben le viel Punkten 
oder auch die Affinität durch besondere Zeichen lusdiüt-ken 

Wir schreiten indaf-st-a sogleich zu der allgemeinsten hneaien Ver- 
wandtschaft, der KoUmeition und setzen fui zwei kollmeiie "\ Lroine 

«,&,(. d, e t 1™*^ " ^j Cj 'j ß / 
die Gleichung 

collin (a, Tj, c, d, e, f) = collin (a', h', c', ä', e', /"). 
r Unter allen diesen Verwandtschaften erscheint nun allerdiogs, von 

einer gewissen Seite aus betrachtet, die Kongruenz als die einfachste, 
sofern sich hier alles auf Funktionen von zwei Punkten zurückführen 
lässt; und in derselben Beziehimg erscheint die KoUineation als die 
verwickeltste, sofern hier fünf Punkte, von denen keine vier in Einer 
Ebene liegen, mit beliebigen solchen fünf andern kollinear verwandt 
gesetzt werden können, und erst für den sechsten Punkt tritt eine 
Bestimmung ein von der Art, dass, wenn in dem einen System der 
sechste Punkt gegeben ist, dann der entsprechende sechste des andern 
Systemes bestimmt ist. Die einfachste Punktion, auf die sich also bei 
der KoUineation im Räume alles zurückführen lässt, ist eine Punktion 
von sechs Punkten, und man sieht leicht ein, dass zwei Systeme von 
beliebig vielen Punkten dann und nur dann kolhnear verwandt sein 
werden, wenn zwischen je sechs Punkten beider Systeme jene ein- 
fachste kollineare Beziehung statt findet. 

Während also die Kongruenz auf eine Funktion zweier Punkte 
zurückführte, so führt die KoUineation auf eine Funktion von sechs 
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Punkten zurück. Sieht man hingegen auf die Art, wie bei der Kon- 
gruenz der zweite und bei der Kollineation der sechste Pimkt bedingt 
ist, so erscheint umgekehrt die Kollineation als die einfachste Ver- 
wandtschaft. 

Denn, wenn zwei Punkte eines '^^item'i und von den ihnen ent- 
sprechenden Punkten dei kongiiieuten Syatemi, nur der eine gegeben 
ist, so kann der andeie dann willkuhrlich auf einer Kugelfläche liegen, 
welche den ersteren Punkt zum Mittelpunkte und die gegenseitige Ent- 
fernung der beiden Punkte des eisten Systems zum Halbmesser hat; 
die erste Bestimmung, welche hier eintritt, i'^t also eine partielle, an 
den Begriff der Kug( Ifl iche geknüpfte Hingegen wenn fünf Punkte 
eines Systems, yon ilenen keine Yiei m Emei Ebene liegen, und fünf 
entsprechende Punkte eine& kollmear vniwandtcn Systems, von denen 
dann auch keine vier in Emei Ebene liegen durftn, gegeben sind, so 
ist zu jedem sechsten Punkt des eisten Systems der entsprechende des 
andern YoUkommen liestimmt, und die eiste Bestimmung also, welche 
bei der KolUneation hervoitritt, ist eine vollkommene. Auch ist be- 
kannt, dass die Art, wie der sechste Punkt des kollinear verwandten 
Systems Yon den gegebenen Punkten abhängt, nur durch Ebenen (oder, 
wenn man will, durch gerade Linien) verniittelt ist, während die Kon- 
gruenz durch Kugelflächen vermittelt war. Nun schliesst aber der Be- 
griff der Kugelfläche den der Ebene ein, in sofern die letztere als 
KugelflUche mit unendlich entferntem Mittelpunkte aufgefasst werden 
kann, hingegen nicht umgekehrt dieser jenen; denn es lässt sich ein 
selbständiger Theil der Geometrie ausbilden, in welchem der Begriff 
der Kugel auch nicht einmal der Anlage nach voraus sge setzt ist, wie 
dies von Grassmann in seiner Ausdehuungslehre nachgewiesen ist. Es 
erscheint also in Bezug auf die Art der Abhängigkeit — und auf diese 
kommt es bei der vorliegenden Untersuchung nur an — die Kollineation 
als die einfachere Verwandtschaft. 

Daher gehe ich von dieser aus, betrachte jedoch zunächst nur 
kolhneaic bvsteme m derselben Ebene Da lassen sich dann zu vier 
Punkten, von denen keine diei m Emer geraden Linie liegen, beliebige 
viel andeie solche Punkte als entsprechende emes kollinear verwandten 
Systems setzen, abei dann ist zu jedem fünften Punkte des einen 
Systems dei entsprechende des kollinear veiwandten | Systems voll- 8 
kommen bestimmt, und e'i fiagt sich, Mekheb die Art dieser Bestim- 
mung ist 

Um mich im Folgenden kuizei ausdiucken zu können, will ich 
sagen, die gerade Linie, welche durch zwei Punkte geht, sei aus diesen 
Punkten, und der Durchsehnittspunkt zweier Geraden aus diesen Ge- 
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raden durch liueale Konatruktion abgeleitet; und zwar die Gerade 
zwischen zwei Punkten a und 6 sei aus diesen Punkten, oder der 
Durchs chnittapnnkt zweier Geraden A und B sei aus diesen Geraden 
durch die entsprechende Konstruktion abgeleitet, wie die Gerade zwischen 
den beiden Punkten a' und h' aus diesen Punkten oder der Durch- 
schnittepunkt zweier Geraden Ä' und B' aus diesen Geraden abge- 
leitet ist. 

Wenn nun a, b, c, ä, e uud d, h', c', d', t entsprechende Punkte 
zweier koUiiiearen ebenen Vereine sind, also 

collin [a, 6, c, d, e) = collin (a, h', c! , d', c') 
ist, so folgt aus dem Princip der KoUineation (s Möbius baryc Kalkül 
§ 217), dass, wenn c au a h c d dmch Imeale Konstruktionen sich 
ableiten lässt, dann i^ siuh aus a b c ä durch die entspiechenden 
Konstruktionen ableiten lis-^e iemei ist hekinnt (s "Molius biiyc 
Kalkül g 205) das=! wenn von den I unkten a, i c d welche m 
Einer Ebene hegen keine drei in geiadei Linie Iiej,en jeder ande l 
Punkt derselben Ebene sich durch Imeile Konstruktionen entwedei 
genau, oder so innihfind als man will ableiten lasst also genügt 
das erwähnte Pnncip der Imealen Konstruktion f r he 4nflT.ssuUp, le 
obigen Kollineationsgleichung 

Man sieht al%o diss die ganze 4rt n c Ici t mite lunlt ton dei 
vier übrigen abhangt nni gegrmdet ist auf jene einiaclen Kon 
struktionen, und diss also wei n man den tunften Punkt analytisch 
ausdrücken will durch die viei in lern man nur die Verbindungslinie 
zweier Punkte als Verknüpfung derselben und den Durchschnitt zweier 
Geraden als Verknüpfung dieser Geraden ausdrücken und die Gesetze 
dieser Verknüpfungen aufstellen muss. 

[§ 3. PunktgrÖssen und. Liniengriissen.] 
Hierbei ist jedoch zu bemerken, dass weder die Punkte an sic]i, 
noch die unendlichen Linien können als Grössen aufgefasst werden, 
indem zu der Grösse wesentlich gehört ein der Ver gross er uiig und 
Verkleinerung fähiger Masswerth (metrischer Werth). Sollen es daher 
räumliche Grössen sein, welche der Verknüpfung unterworfen werden, 
so muss man an ihnen ein Zwiefaches unterscheiden, nämlich einer- 
seits ihre Lage im Räume und andererseits ihren Masswerth, welcher 
auch mögUcher Weise eine blosse Zahlgrösse sein kann; und zwei 
räumliche Grössen wird mau nur dann einander gleich setzen können, 
wenn sowohl die Lage im Ilaume, welche an ihnen haftet, als auch ihr 
Masswerth gleich ist. 
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So zum Beispiel stellt der Punkt als solcLer nur einen Ort im 
Räume dar, der Punkt aber, der mit einem beatimmten Zahllioeffi- 
cienten behaftet iatj erscheint als räu]nliche Grösse. Dieser Zabl- 
koefficient kann Eins sein, dann erscheint also der Punkt selbst auch 
als Grösse, aber nur in sofern an ihm der Zahlkoefficient Eins als 
besonderer Werth eines der Veränderung fähigen Zahlkoeffieienten auf- 
gefasst wird; dadurch erscheint dann auch der Punkt als der Ver- 
grösserung und Verkleinerung fähig, also als Grosse. So erscheint, um 
ein anderes Beispiel zu geben, ein begränztes Stück einer geraden 
Linie als räumliche Grösse, indem die Linie (als unendliche) die Lage 
im Haume darstellt, ihre Länge aber den Masawerth. Wenn der Masa- 
werth einer ] Grösse null wird, so verschwindet die Grösse, und sie o 
muss also selbst dann gleich Null gesetzt werden. 

Ich will nun solche mit bestimraten Masswerthen versehene Punkte 
und Gerade kurzweg PunktgrÖssen und Liniengröasen nennen, und 
will imter der Kombination ah zweier Punktgrössen a und b, das 
heisst, zweier Punkte mit zugehörigen Koefficienten, eine Liniengrösse 
verstehen, deren Linie durch die beiden zu a und h gehörigen Punkte 
geht, und deren Masswerth späterhin noch festgesetzt werden soll; imd 
ebenso unter der Kombination AS zweier LiniengrÖssen Ä und B 
(daa heisst, zweier begränzter gerader Linien) eine Punktgrösse, deren 
Punkt der Durchschnittspunkt der zu Ä und B gehörigen geraden 
Linien ist, und deren Koefficient späterhin bestimmt werden soll. Zu- 
nächst wiU ich nur noch die Voraussetzung hinzufügen, dass daa Er- 
gebniss dieser Verknöpfung stets einen bestimmten Werth haben soll, 
um daraus die Fälle zu entwickeln, in denen der Masswerth der durch 
die Verknüpfung gewonnenen Grössen null wird. 

Zuerst betrachte ich die Kombination zweier Punktgrössen. Fallen 
die Punkte beider zusammen, so ist die gerade Linie ihrer Kombination 
unbestimmt, das Ergebniss der Verknüpfung würde also wider die 
Voraussetzung unbestimmt sein, wenn man nicht annähme, dass dann 
der Masswerth null werde. Also wenn die obige Voraussetzung be- 
stehen bleiben soll, so müssen wir die Kombination zweier Punkt- 
grössen nuU setzen, wenn ihre Punkte zusammenfallen, und aus dem- 
selben Grunde die zweier LiniengrÖssen nuU setzen, wenn die zugehörigen 
Linien zusammenfallen. Ferner, wenn von den beiden Punktgrössen die 
eine gleich Null ist, so kami ihr Punkt jede beliebige Lage haben; also 
ist dann auch die Linie ihrer Kombination mit der andern Punktgrösse 
unbestimmt; soU also die Voraussetzung aufrecht erhalten werden, so 
muss auch in diesem Falle die Kombination null gesetzt werden. Und 
aus demselben Grunde wird auch die Kombination zwf 



y Google 




336 Geonietrisohe Analyse. § 3, i. 

null gesetzt werden müssen, wenn eine derselben null ist. Da nun 
aber auch in keinem andern Falle als den eiwaknten dip raumliclie 
Li^e des Ergebnisses unbestimmt 19t sd k innen ivir auch fest^setzeu 
dass in keinem andern Falle das Ergebnis^ null sein solle So ^eUni>pji 
wir zu der vorläufigen Definition 

Zwei Funhtgrössen oder swet Limengrossen ffchen himhmnt dann 
und nur dann Null, wenn eittweder eine dcue/öe« null tbf oder beide die 
selbe Lage Jiaben. 

Dureb diese Bezeicbnungsweise i^t man nun im Stande, jede hneale 

Abhängigkeit in Form einer Gleichung dirzusfcellen, deren eine Seite 

null ist, wählend die indcie 1 r>me andern V<-i 

Imiipfimgen in sich schliesst aK die oben ]w/^^ h 

iieten. Zum Beispiel bedeutet 

dass die Punkte a und b zusammenfallen; ferner 

{ah) (cd) e = 0, 
dass e dei Darcbschnittsp.unkt der beiden Geraden 
ab und rd ist Denn (ah) (cd) drückt den Durcli- 
10 schnittspunkt der Linien ah und cd aus, und die [ Gleichung {ab)(cd)e=0 
druckt aus, dass e mit diesem Punlcte zusammenfällt. Auch kann man 
m solchen Gleichungen statt jeder Punktgrösse oder Liniengrösse, die 
nicht null ist, eine andere soli he von gleicher Lage, das heisst, welche 
mit ihi kombiant Null giebt, substituiren. Auch ist klar, dass man 
das Pimcip dei KoUmeation jetzt auch vermittelst des Begriffs dieser 
Xombinationsgleichungen so aussprechen kann, dass jede Kombinations- 
gleichung zwischen den Punkten eines Systems auch auf gleiche 
Weise zwischen den entsprechenden Punkten des kollinearen Systems 
statt finde. 

Es bleibt noch die Kombination einer Punktgrösse mit einer 
Liniengrösse zu betrachten übrig; für diese haben wir dem Früheren 
analog nur festzusetzen, dass sie dann, aber auch nur dann null werde, 
wenn entweder eins der Verknüpf ungsglieder null ist, oder der Punkt 
in der Geraden liegt. 

Wie fruchtbar schon diese einfache Idee ist, und zu welchen un- 
erwarteten Aufschlüssen über die Natur der Kurven sie führt, hat 
Grassmajin in seiner Abhandlung über diesen Gegenstand in Crelle's 
Journal für Math., Band 31 gezeigt. Auch ist man dadurch schon im 
Stande eine Gleichung aufzustellen zwischen zehn Punkten der Ebene, 
von denen fünf den fünf übrigen kolünear entsprechen sollen; denn 
man hat irur nöthig die bekannte Konstruktion des fünften entsprechenden 
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Punktes vermi'ttelat des Lineals in die eingeführte Bezeicbnuugsweiae 
umzusetzeu, um zu dieser Gleicliung zu gelangen. Doch wuide die- 
selbe in sehr tomplicirter Gestalt erscheinen und keinesweges geeignet 
sein, um das Wesen der Kollineation unmittelbar darzustellen. 

[§ 4. Addition der Punktgrössen und der Linie ngrössen.] 
Um zu einer solchen Gleichung, die dies in der That' leistet, zu 
gelangen, müssen wir den Begriff der Kombination dadurch erweitern, 
dass wir auch auf die Masswerthe Rücksicht nehmen. Hierbei Itann 
uns die Analogie mit der Multiplikation, welche hier sogleich in die 
Augen springt, leiten. Diese Analogie zwischen der Multiplikation und 
der Kombination der Punktgrössen und LiniengrÖssen zeigt sieb nach 
dem bisher bemerkten besonders darin, dass, wenn eins der Ver- 
knüpfungsglieder bei der Kombination nuB ist, auch das Ergebniss 
derselben null ist, und dass, wenn das Ergebniss null ist, es auch null 
bleibt, wenn man die Masswerthe derjenigen Verknüpf ungsglieder, die 
nicht null sind, in beliebigem Verhältnisse wachsen oder abnehmen 
lässt. Wir dehnen daher diese Analogie noch weiter aus, indem wir, 
wenn a und jS Zahlgrössen, A und B Punktgrössen oder Linien- 
gi-Össen sind, 

[«£) (ßS) - „ß (AB) 
setzen. Sind also zum Beispiel A und £ Punkte, so ist die Kom- 
bination der Punktgrössen gleich der mit dem Produkte der Koefli- 
cienten multiplicirten Kombination der Punkte. 

Die wesentliche Bedeutung der MultipHkation liegt (siehe Grass- 
manns Aus debnungsl ehre § 10) in ihrer Beziehung zur Addition, dass 
man nämlich, statt eine Summe zu multiplicireu, ohne Aenderung des 
Ergebnisses auch ihre Stücke einzelu auf gleiche Weise multipliciren 
und diese Produkte addiren könne. Wir haben daher zu yersuchen, 
ob wir nicht den Begriff der Addition der P.unktgrössen und der Linien- 
grÖssen, so wie auch die Bestimmung der Masswerthe der jetzt als 
Produkte aufgefaasten Kombinationen, in der Art zu vollziehen yer- 
mogen, dass jene Beziehung der Multiplikation zur Addition und Sub- 
traktion ihre Geltung behalte. 

Wir nehmen an, die Sujume zweier Punktgrössen sei wieder eine 
Punktgrösse, und betrachten zuerst die Summe zweier Punkte a -\- b. 
Da nach dem Begriffe jeder Summe o + 6 = 6 + « ! sein und die Summe i 
eine bestimmte Grösse sein muss, so ergiebt sich, dass der Summen- 
pimkt gegen a und b gleiche Lage haben und seiner Lage nach bestimmt 
sein muss, also, dass sein Ort nur die Mitte zwischen a und h sein kann. 

Grassraann, Werke. I. 23 
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Es sei s die Mitte zwisclieu a und b^ mid x der Koefficieiit der 
Summe, also 

(7) a!S = a + &. 

Soll nun die niultiplikative Bezieinmg gelten, so muss 

a^ss = sa -\- sb 
sein; also, da ss null iat (als Kombination zusammenfallender Punkte), 
so hat man 

= sfl + sh oder sa = ^ sh, 
daß heisst, sa und sb (was zwei gleich, lange aber entgegengesetzt ge- 
ricbtete Strecken sind) müssen für die in B.ede stehende Analyse als 
gleiche aber entgegengesetzte Grössen aufgefasst werden. Femer durch 
Multiplikation mit a hat man 

xas = aa -\- ab = ab ^ 
da aa null ist. Nim ist ab doppelt so lang als as und gleichgerichtet 
mit as. Bezeichne ich das Doppelte von as, wenn es in derselben 
Linie nach gleicher Richtung liegt, mit 2as, so ist also ab = 2as, 
mithin 

xas = 2as, 
also a: ^= 2 und somit 

(8) a + i = 2s, 

das heisst, die Summe zweier Punkte ist ihre Mitte mit dem 
Eoefficienten 2. 

Betrachte ich nun irgend einen Punkt r, so muss, wenn die Be- 
ziehung der Multiplikation zur Addition allgemein gelten soll, 

(9) ra^rb=r{a + b) = 2rs 

sein. Daraus folgt sogleich, dass die Summe yon ra und rb die Dia- 
gonale rd des Parallelogramms arbd ist, und dass, wenn ra und rb 
■pjij g dieselbe Richtung haben, die Summe so gi'oss 

ist als beide Stücke zusammengenommen, dass 
also dann die Summe dieselbe ist, als wenn 
man beide Strecken wie ZahlgrÖssen addirte. 
Namentlich ist, wenn a, b, c Punkte derselben 
geraden Linie sind, allemal ab-\-bc = ac. 
Hieraus folgt dann auch, dass ecab, wo a eine 
Zahl ist, als eine Liniengrösse aufzufassen ist, 
welche dieselbe Lage hat, aber «-mal grösser 
ist als ß&; und dass also die Strecke ab genau den Masswerth der 
Kombination ah darstellt, während die Linie ab als unendliche ihre 
La^o darstellt. 




y Google 



Addition dei- Punlttgrössen und der Liniengrössen. 339 

Nun lässt sich auch <]ie Surarae aa -\- ßh, wo a und ß Zahlen, 
a und h Punkte sind, leicht ausmitteln, wenn « + j3 nicht null ist. 
Nämlich, ea sei 

aa -\- ßh ^ xSy 
so ]uuss für jeden Puulit r 

.(«,. + (J6) - «rs, 
das hcisst 

(10) ara + ßrh = xrs 

sein, also namentlich auch, wenn r in s fallt, also rs null ist. Dann 
hat man 

(11) asa + ßsh = 0, 

das heisst, s ist der Schwerpunkt zwischen den Punkten a uad h, Li 
wenn diesen Gewichte beigelegt sind, die den Zahlen a und ß pro- 
portional sind. Ferner, fällt in der Gleichung (10) r in a, das heisst, 
wird ra null, so hat man 

ßah = xas, 
und, wenn in (10) r gleich b, also rb null wird, 

aia = xhs. 
Also die zweite Gleichung subtrahirt TOn der ersteren: 

ßah — aba = X (as — 6s) 
oder, da ^ha = ah, -~ bs = sb und as -{- sh = üb ist, 

{ß + «) ah = xab, 
also x =^ cc -\- ß, also 

(12) «o+(ii = (« + «s. 

Also, die Summe zweier Punktgrössen, deren Koefficienten- 
summe nicht null ist, ist der Schwerpunkt mit einem Koef- 
ficienten, der die Summe jener Koefficienten ist. 

Wie man nun diese Verknüpfung der Punkte oder Punktgrössen, 
die wir hier als Addition bezeichnet haben, in der That als solche 
nachweisen kann, wie daraus eine entsprechende Subtraktion sich ent- 
wickelt, wie als die Differenz zweier Punkte eine Strecke von kon- 
stanter Richtung und Länge erseheint*), wie daraus eine Addftion und 

*) Um MissTerständnisaea vorzubeugen, will ich. hier noch bemerken, dass 
die LiniengrÖBse a& und die Strecke 6 — a hiemaeli zwar eine verwandte, 
aber doch eine wesentlich. verHchiedene Bedeutung haben, inaofein die Gleichung 
h — a^= d — c mw ausdrückt, dass die von a nach & gezogene Linie gleich lang 
und gleichgerichtet ist mit der von c nach d gezogenen, wohingegen die Gleichung 
ab rm cd nicht nur dies ausdruckt, eondem zugleich, dass ab und cd Theile einer 
und derselben unendlichen geraden Linie Bind. 

a-2* 
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Subtraktion solcher Strecken hervorgeht, alles das kann hier nicht der 
Betraehtimg unterworfeu werden, da dies schon aus den Werken uud 
Äbhajidlungen Yon MÖhius. iind Gfrassmann ala bekannt YorausgeHetKt 
werden darf, und jetzt schon kl Ta e liegt, wie mau auf dem 

hier eingeschlagenen Wege t f t 1 reiten kann, um auch zu 
diesen Verfahrungsarten und t n gelangen. Doch werde ich 
weiter unten diese Gesetze w t f Punltte und deren Vielfache 
entwickeln. 

Aus eben dem Grunde kann ich hier nicht darauf eiugelien, zu 
zeigen, wie die hier als Kombination bezeichnete Verknüpfung mit 
der algebraischen Multiplikation unter Einen Begriff zusammengefasst 
werden kann, wobei ich für die erstere den Namen der äusseren oder 
kombinatorischen Multiplikation beibehalte, wie ferner sich hieraus 
eine Multiplikation der Strecken (als Linien von konstanter Richtung 
und Länge) und der Punktgröason mit den Strecken entwickelt, wie 
femer die Liniengrössen unter sich und mit Punktgröasen kombina- 
torisch multiplicirt werden können, und daraus wieder entsprechende 
Gesetze für die Multiplikation von Flächenräumen unter sich und mit 
Strecken hervorgehen. In Bezug auf alles dies muss ich auf Grass- 
manna Auadehnungslehre verweisen. 



Daher schreite ich, nachdem 
Kollineation gegeben, zu der Entwi 
13 nungsmethoden, | wobei ich 



ich noch die Anwendung auf die 
ickelung der wirltlich neuen li.ech- 
3 in den angefühi-ten Schriften ge- 



wonnenen Ergebnisse voraussetzen muss. 

[§ 5. Die Kollinear- Punktion.] 
Wir suchten oben die Form der Kollinear-Funktion. Nun ergiebt 
sich, wenn 

coüin (a, b, c, d, e) = coUin {a, b', c, d' , e) 

gesetzt ist und unter abc der Inhalt des Dreiecks, dessen Ecken a, 6 
und c sind, verstanden ist, und zwar als positiv genommen, wenn c 
von ah aus nach links liegt, dass dann (Ausdehnungslehre § 165) 

dah ' ähc d'a'b' ' d'b' c 
ist. Doch ist durch Eine solche Beziehung der Punkt e noch nicht 
durch die übrigen bestimmt, also die kollineare Beziehung nicht voll- 
ständig ausgedrückt; wohl aber genügen zwei solche Beziehungen, also 
/eab _ ebc _ eea\ /e'u'b' _ e'fc'c' e'c'u'\ 

[lab ' dbc ' dcä) "" W7V ' d"'T'? ' dV7/ ' 
wo die Klammer auf beiden Seiten die Gleichheit je zweier entsprechender, 
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durch das Zeichen : gegliederter Verhältnisse ausdrücken soll, uud wir 
können also 

(13) 

als die gesuchte Kollinear- BVnktion für die Ebene ansehen. 

Für den Raum würde man übrigens, wenn unter ahcd der Inhalt 
des Tetraeders verstanden ist, dessen Ecken a, b, c, d sind, aus 

collin («, h, c, d, e, f) = coliin («', ?/, c', d', c, / ') 
erhalten : 

1-141 {(^^' fbcd J_cda Jdah\ 

^ ^ Xeahc • ebcd " ecda ' edabj 

gleich dem entsprechenden Ausdruck in a, V, c, cf, v, /", worin dann 
die Gleichheit dreier Verhältnisse ausgedrückt liegt, und der Aus- 
druck (14) würde seibat die Kollinear -Funktion für den Kaum dar- 
stellen. 

f§ 6. Bückkehr zur Kongruenz. Gleicliuiigen zwischen räumliehen 
Grössen.] 

Die Ableitung der neuen Rechnungsmethode knüpfe ich nun wieder 
an Leibnizens Idee an, indem ich von der nach der einen Seite hin 
einfachsten Verwandtschaft, der KoUineation, sogleich zu der nach der 
andern Seite hin einfachsten, der Kongruenz, schreite, von welcher 
Leibniz ursprünglich ausgegangen war; und durch die bisher aus der 
KoUineation abgeleiteten oder vielmehr als ableitbar nachgewiesenen 
und nun als bekmnt vorausgesetzten Verknüpfungen wird es nun mög- 
lich, auch die Kongruenz auf entspiechende "W eise zu behandeln. 

Aus den biöhei betiiuhteteu Verknüpfung s weisen nämlich lässi 
sich das Piincip dei L^ongrueuz nicht ableiten, da sich jene nur auf 
das Ziehen von geraden Linien oder das Hindurchlegen von Ebenen 
durch gegebene Punkte beziehen, abei nicht die Natur des Kreises 
oder der Kut,el mit m sich aufnehmen, wie dies bei der Kongruenz 
der Fall ist Da sich auch dei bisher eiachienene Theil von Grasa- 
manns Ausdehnungslehre nur auf solche Verknüpfungs weisen ] erstreckt, 14 
welche bloss von den Begriffen der geraden Linie und der Ebene ab- 
hängen, so werden wir auch in diesem Werke, mit Ausnahme einiger 
Andeutungen in der Vorrede desselben, keine Entwickelungen mehr 
vorfinden, welche den im Folgenden darzulegenden Verknüpfungsweisen 
zur Seite gehen. Deshalb werde ich von nun an, um an Schärfe nichts 
vermissen zu lassen, den Weg wählen, dass ich jedesmal nach Ableitung 
eines Begriffes diesen Begriff in Form einer Definition noch einmal 
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hinstelle, und die Gesetze, welche daraus entspringen, ohne irgend einen 
hei der Ableitung des Begriffes vorläufig angewandten Satz voraus- 
zusetzen, in streng mathematischer Form entwickele. 

Der einfachste Kongruenzfall, auf den sich jeder andere zurück- 
führen Hess, war der, dass zwei gleich lange gerade Linien als kon- 
gruent gesetzt wurden, also 
(15) ag.(a,l)-fLg.(e,d), 

wenn der Linientheil ah gleich lang war mit dem Linientheile cd. 
Nun haben wir oben gleiche Liniengrössen und gleiche Strecken kennen 
gelernt. Die Liniengrössen ab und ed wurden dann, aber auch nur 
dann einander gleich gesetzt, wenn beide in derselben geraden Linie 
lagen und gleiche (nicht entgegengesetzte) Richtung, vom Anfangspiinltt 
zum Endpunkt hin gerechnet, und gleiche Länge hatten. Die Strecke 
hingegen haben wir als Differenz zweier Punkte auffassen, und a — h 
und c ~ d dann, aber auch nur dann gleichsetzen müssen, wenn beide 
Strecken (die von h nach a und die von d nach c) gleiche Richtung 
und Länge hatten. Daraus folgt, dass, wenn zwei begränzte Gerade, 
zum Beispiel die von a nach 6 und die von c nach d, als Liniengrössen 
gleich sind, d,s& heisst, ab = ed ist, sie auch als Strecken gleich sein 
jnüssen, also b — a gleich d — c sein müsse, aber nicht umgekehrt, 
indem, wenn b — a gleich d — e ist, nur dann auch ab gleich cd sein 
wird, wenn a, b, c, d in derselben Geraden liegen. Ferner folgt, dass, 
wenn jene begränzten Linien als Strecken gleich waren, also & — « 
gleich d — c war, sie auch kongruent oder gleich lang sein werden, 
aber nicht umgekehrt, indem aus der gleichen Länge nur dann die 
Gleichheit der Strecken folgt, wenn ihre Richtung als gleich ange- 
nommen wird. 

Die Kongruenz schliesst sich also zunächst an die Gleichheit der 
Strecken an, und wir werden, da jedesmal, wenn 

ist, auch 

% (ä, b) - flg. {c, i) 

ist, flg. («, i), was die Länge der von a nach b gezogenen geraden 

Linie vorsteht, als Funktion von a — b betrachten und daher, wenn 

f das Zeichen dieser Funktion ist, statt fig. {a, b) schreiben können 

f{a — b) und also statt der Gleichung (15) die Gleichung 

(16) f(a-i)~f{e~i) 

erhalten. Dadurch haben ivir den Vortheil, die Länge als Funktion 

einer einzigen Grösse aufgefasst zu haben. 
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Wir haben nun dieser Funktion eine solche Form zu geben, dass 
die Gleichung (16) allemal dann, aber auch nur dann richtig ist, wenn 
a — b und c — d gleich lang sind. 

Um eine solche Funktion zu finden, nehmen wir zuerst an, alle 15 
zu betrachtenden Grössen seien in derselben Geraden Hier können 
zwei gleich lange Linientheile nur entweder gleiche oder entgegenge- 
setzte Richtung haben. Im er&teren Falle sind sie als Strecken gleich, 
im letztem ist die eine Strecke das Negative der andern. Bedeutet 
also jj eine Strecke, so ist p gleich lang mit ( — p); aber ausser diesen 
beiden ß und { — p) giebt es auch in derselben geraden Linie keine 
mit p gleich lange Strecke. Es würde aJso hier nur folgen, dass f(p) 
eine solche Forni haben muss, dass f(p) == /"( — p') sei. Könnte man 
die Strecken innerhalb einer Geraden wie Zahlen behandeln, so würde 
P^ eine solche Funktion und zwar die einfachste sein, welche dieser 
Bedingung genügte. Wir haben also zunächst nur zu untersuchen, ob 
und wie weit die Gesetze der Zahlenverknüpfungen sich auf Strecken 
derselben Geraden anwenden lassen, oder überhaupt, ob sie sich auf 
Grössen anwenden lassen, welche, wie die Strecken derselben geraden 
Linie, einer Reihe von Zahlgrössen proportional gesetzt werden können. 

(Erklärung 1.) Ich setse nämlich eine Reihe von räumlichen Grössen 
A, -B, ... proportional einei- Reihe von Zahlgrössen a, ß,..., wenn es 
irgend eine räumliche Grösse M {die nyM null ist) von der Art giebt, 
dass A = aM, B = ßM*), ... und so weiter ist, und nenne in diesem 
Falle jene räumlichen Grossen unter sich gleichartig; wenn femer gwei 
Reihen räumlicher Grössen derselben Reihe von Zahlgrössen proportional 
sind, so nenne ich m selbst einanäet proportional 

Daraus folgt sogleich (Satz 1), dass, tvenn eine Reihe taumlielier 
Grössen A, B, . . . eiater ZahJreihe cc, ß, . . piopo)tronal ist, und diese 
wieder einer andern Zahlreihe propotftonal tbf, auch die Reihe iaumltchet 
Grössen der leisten Zahlreihe proportional sei 

Denn jede mit der Zahlreihe a, ß, ... proportionale Zahlreihe 
wird in der Form p«, Qß, . . . dargestellt werden können, wo p jede 
beliebige Zahlgrösse, die nicht null ist, sein kann; setzt man nun 

M = — , so ist 

"■) Wenn ioh eine Grösse ala Produkt einei* Zahlgröasc a in eine räumliche 
Gröese A bezeichne, so soll darin ausgedrückt sein, dass für diese Multiplikation 
die Gesetze der Multiplikation und DiTision mit Zahlen gelten, namentlick, dass 

sei, woYon bei dem. folgenden Beweise Gebrauch gemactt wird. 
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Ä^apM', B = ßQM', ..., 
das lieii:iat, A, JS, . . . verhalten sich auch wie kq : ßiy : •• ■, das heiset, 
wie jede mib k, ß, . . . proportionale Zahlreihe. 

Hat man nun eine algebraische Gleichung, in welcher die Zahl- 
vorkommen, und welche Ton der Art ist, dass sie 
1 bleibt, wenn man statt der Zahlreihe «, ß, . . . eine ihr 
proportionale Zahlreihe setzt, so wird man die Gfleichung auch dann 
noch als richtig setzen können, wenn man der Zahkeihe a, ß, . . . 
eine ihr proportionale Eeihe von räumlichen Grössen A, B, ... sub- 
sfcifcuirt, indem man dann eben nur festzusetzen hätte, daas diese letztere 
Gleichung keine andere Bedeutung haben soll als die crstere. 

Nun wird eine solche Gleichung, wie wir sie voraussetzen, die 
Form haben 

(17) F(«, /i, ...)--F'(«,ft ...), 

e wo die Zeichen F und F' algebraische und homogene FunktioneTi 
gleichen Grades darstellen, das heisst, zwei Funktionen, deren Glieder 
alle Ton der Form la^ß^ . . . sind und alle dieselbe Exponenten snmme 
a 4" ^ + ' ■ ■ haben, während X eine beliebige Zahlgrösse ist. Ist in 
der That a -\- h -\- ■■• = x, und man setzt statt a, ß, . . . die pro- 
portionale Zahlreihe qk, pß, ..., wo p eine Zahl, die nicht null ist, 
vorstellt, so wird dann F{Qce, Qß, ,,.) gleich Q^F{a, ß^ ■■■) ""d 
F' {qk, ^ß,...) = p'^F'(a, ß,...), also noch 

(18) -F(ec:, p|3, ...) = r(p«, p^, ...). 

Setze ich nun in der Gleichung (17) statt der Zahlreihe k, ß,... 
die proportionale Reihe von Baumgrössen A, B, ..., so will ich die 
so hervorgehende Gleichung 

(19) F{A, B, ..^'^F'iA, B, ...) 

auch noch eine homogene algebraische Gleichung der räumlichen Grössen 
Ä, B, ... nennen und gelange dann zu der folgenden Erklärung: 

(Erklärung 2.) Ich sehe eine homogene algebraische Gleichung rämn- 
licher Grössen, welche gleichartig, das heisst^ einer BeUie von Zahlgr'össen 
proportional sind, dann und nur dann als richtig, wenn die Gleichung, 
welche dadttrch hervorgeht, dass man statt der räumlichen Grössen die 
ihnen proportionalen Zahlgrössen setzt, eine richtige ist; und von den so 
hervorgehenden VerhiOpfungen der räumlichen Grössen sage ich, dass sie 
den algebraischen der Zahlgrössen entsprechen. 

Hieraus folgt der Satz (Satz Ib): dass für gleichartige Baumgrössen 
alle algebraischefn Yerhni^fungsgesetge gelten, welclie sich durch homogene 
Gleichtmgen jener Baumgrössen darstellen lassen, und dass jede homogene 
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Gleichung smschen gleichartigen Baumgrössen auch für die ihnen pro- 
portionalen Baumgrössen gilt. 

Ich habe diesen Satz, den ich hier nur für Strecken innerhalb 
derselben geraden Linie anzuwenden brauche, darum so allgemein ge- 
fasst, weil er für die TJeb ertragung algebraischer Verknüpfungen auf 
räumliche Grössen überhaupt von Wichtigkeit ist. 

[§ 7. Innere Produkte von Strecken,] 
Gehe ich nun auf die Gleichung 

f(.p)-n-p) 

zurück, so leuchtet ein, dass dieser am einfachsten genügt wird, wenn 
f{p)=p^ gesetzt wird, da ja p^ =^ ( — pY ist, auch wenn p eine Strecke 
vorstellt. Denn, da sich p za — p wie die Zahlen 1 : (— 1) verhalten, 
(Erklärung 1), so ist p^ nach Erklärung 2 gleich ( — j))^ zu setzen, 
wenn i^ = ( — 1)^ ist, was der Fal! ist. 

Wir können daher den Versuch machen, auch allgemein, wenn p 
und q gleich lange Strecken sind, das Quadrat von p gleich dem von 
q zu setzen. Doch bleibt dann noch zweifelha.ft, ob wir dies Quadrat 
als dem arithmetischen durchaus entsprechend ansehen können, ja ob 
überhaupt für die Multiplikation, durch welche die beiden gleichen 
Faktoren dieses Quadrats verknüpft sind, noch irgend ein Multiplibations- 
gesetz gilt, sobald man es mit Quadraten anders gerichteter Strecken 
vergleicht; das heisst, ob wir eine naturgemässe Hypothese gemacht 
haben, indem wir jene Funktion f{p) allgemein als Quadrat von p 
setzten. Jedenfalls müssen wir wenigstens vorläufig die Multiplikation, i 
für die wir jene Hypothese machten, mit einem besonderen Namen 
bezeichnen. Wir nennen sie innere Multiplikation, und das innere 
Produkt zweier gleicher Strecken das innere Quadrat dieser 
Strecke. Somit gelangen wir durch Kombination mit der Erklärung 2 
KU folgender Erklärung: 

(Erklärung 3.) Unter inneren Produhten je sweier paralleler 
Strechen verstehe ich solche Grössen, welche den Zahlen proportional ge- 
setzt toerden, die hervorgehen, wetm man die beiden parallelen Strec/cen 
eines jeden innermi Produktes durch dasselbe Mass misst, und die Quo- 
tienten dieser beiden Messv/ngen unter sich multipUcirf, alle Masse aber 
gleich kmg annimmt. Das innere Prodtikt sweier Strecken sei mit axb 
hesdchnet, das innere Quadrat aXa mit aK 

So zum Beispiel sind (s. Fig. A) axl und cXd proportional 
deu Zahlen, welche hervorgehen, wenn man a und & durch )-^, c und d 
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durch j'g misst, wo t\ imd r^ gleich lajig süid und r^ mit a imd b, 
»2 mit c und <? parallel ist. Aus der Erkrärui^ folgt sogleich, dass 
axb ^i X a und 

ax(b-\-c) = aXb-\-aXc 
ist, wenn a, h, c parallele Strecken sind, in welchen 
Fällen ja auch die Gleichungen dieselbe Bedeutung 
haben, wie die in Erklärung 2 definirten. 

Es kommt nun darauf an, das innere Produkt 
zweier ungleichlaufen der Strecken zu finden. 

Zu dem Begriffe desselben wird man gelangen, 
wenn man versucht, die allgemeine Beziehung der Multiplikation zur 
Addition festzuhalten, und auch die Faktoren vertauschbar zu setzen, 
damit die innere Multiphkation ungleichlanfender Strecken mit der 
gleichlaufender unter einen gemeinschaftlichen Begriff falle. Mache ich 
vorläufig, um zu dem Begriffe dieses Produktes zu gelangen, diese 
beiden Voraussetzungen, so folgt, dass 

{a-\-h)X.{a -\-h) =aX.a-{- hx.h -^hx.a -\- axib, 
also 

(« -I- ft)2 = ßä _|_ 2a X 6 + ö^. 

Die Strecke erschien als Differenz zweier 
Punkte, ist also (a. Fig. 5) 

a^B — A, l^G—B, 
so ist 

a-\-h=^B-Ä-\-C-B = a~A. 
Sind daher a und b rechtwinklig gegeneinander, 
so ist (t 4" ^ ^iö Hypotenuse eines rechtwinkhgen 
"" Dreiecks, worin a und b die Katheten sind, also ist 
(21) {a-\-lf = a' + l\ 

Vergleichen wir diese Gleichung mit der obigen 
(20), so folgt 2()iXö = 0, also auch aX.h = Q, 
ä heisst, das innere Produkt zweier ] gegen ein- 
ander senkrechter Strecken muss null gesetzt werden. 
Hieraus nun läsat sich der Begriff des inneren 
Produktes zweier beliebiger Strecken a und 6 ab- 
leiten. 

Es sei (s. Fig. 6) 

a = A — IE, h = B — E. 
Man fälle von B das Loth auf BA, der Fusspunkt desselben sei C, so ist 



(20) 
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Also ist auch 

aXb^{Ä-2i)x{B-E)^{Ä~E)x{B — C+ C — K) = 

= {A — E)xiB — C) -\- {A — E)X{C - E). 
Das erste dieser beiden zuletzt gewonnenen Produkte ist null, weil 
Ä- — E sentreclit gegen B — ■ C ist, also ist 

axb^ax(C-E); 
C -— E aber ist die senkrechte Projektion von h auf a. Daraus folgt 
die Erklärung: 

(Erklärung 4.) Unter dem inneren Frodtihte ax.b sweier nicht 
paralleler Strecken a und h soll das innere ^odiM der ersten a in 
die senkrechte Frojektion der sweiten auf die e» 



Von dieser Erklärung aus werde ich nun die Gesetze der inneren 
Multiplikation zu entwickeln haben, ohne die bei der Ableitung des 
Begriffs zu Hülfe genommenen Sätze voraussetzen zu dürfen*), und 
zwar erstens:' 

(Satz 2.) Die beiden Faktoren eimes inneren Produktes 0weier Strecken 
kann man ohne Wertha/nderung des Produktes vertauschen, das heisst 
ax:h=^iX.a. 

Denn,weniifl=A— £(s.Fig.7),6 = JJ-£;, ^'b ^v 

C der Fusspunbt des von B auf AE, und D 
der Pusspunkt des von A auf BE gefällten 
Lothes ist, so ist 

axb = {Ä — E}x(G — E), 

hxa = (B—E)x(D — E). 

Vermögt- der iehnbLlikeit dei Dreiei,kc ADE 

ui d BCE folot nun das', die L<mge lon AE ^~ 

zu der von DE sich verhalt, wie die Lange 




*) Es ist üljpraus wichtig die nun folgende mathematisclie BeweisMuimg 
von der biehei verbuchten imehr philoeophischenl AI leitung des Begnffea aufs 
at engate zu sonl-Din Tone AlleituDj, diente nn dazu um den Schein 1er Will 
kühr wel her be dem urnn ttelharen Aufstellen der neuen Definitionen hatte ent 
stehen mutaen Yerschwmden zu lüsien wihiend diP nun tolgpudo Bewei&fiihiung 
von jener Ableitung ganz unabhang g st unl sich, unmittelbi an die aufgestellten 
Definitionen anscbliesat So zum Beispiel wurle lei 1er AI leitung des Begnfts 
de» pjthagoiüiisdie Lehrijatz dnffewajidt die mathemitiB he Beweiufuhiung setzt 
d eaen Lehrsitz » icht voraus vielmeiir erscheint derselbe Is Folgerung 1er j r 
gegebenen mathematischen Entwickelung welche als Uj,leicli emen vollk Dmmei en 
Beweis jenes Sa,tzeb eintcliliesst 
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Ton B.E zu der vou CT?, also auch das Produkt dor Längen von AIS 
und CE gleich ist dem Produkte der Langen von DE und BE, also 
auch, wenn man A — E und C — ■ E durch ein Maas der Linie EA 
und D -^ E und B — E durch ein eben ao langes Mass der Linie EB 
10 misst, das Produkt aus den Quotienten der beiden ersten Messungen 
gleich dem Produkte aus den Quotienten der beiden letzten Messungen 
sein wird, das heisst nach Erklärung 3 

(A~E)x{C-E)^iB-E)x{D~E), 
das heisst 

axJ> = ixa. 
Ferner folgt daraus; 

(Satz 3.) Ein inneres Produht giveicr gegen einander smlcrechter 
Strecken ist null, aber auch liein anderes, dessen Faktoren nicht selbst 
mtll sind. 

Denn, wenn beide Strecken senkrecht gegen einander sind, so ist 
die senkrechte Projektion der einen auf die andere null, also wird 
dann, wenn man nach Erklärung 4 statt des zweiten Paktora die senk- 
rechte Projektion desselben auf den ersten setzt, dieser zweite Paktor 
null, also auch das Produkt null. Hingegen in jedem andern Falle 
wird, wenn nicht etwa die Strecken selbst null sind, die Projektion 
nicht null, also auch das Produkt nicht null. 

Pemer lässt sich beweisen, dass 
(22) ax{b + c) = axih -\- aXc und (?i + c)Xa==öXfli + tX(i 
ist. Denn, es sei (a. Pig. 8) 
c a = A — E, h = B—E, c=^C—ß, 

so ist b -\- c = C — ■ E. Sind ferner 
B', C die Fusspunkte der von B 
und C auf EA gefällten Lothe, so 
ist B' — E die senkrechte Projektion 
von h auf a, und C — E die von 

,^ {h + c) auf a, und C — B' die von 

"" ' c auf a ; also ist 

axb + aXc ^ ax{B' — B) -\- ax{C' — B'), 
und da nun alle Strecken auf der rechten Seite in gerader Linie liegen, 
so ist die rechte Seite 

= ax{B' — E-\-<S—B') 
^ax(C' — E) 
^ax{b-\-c). 
Da endlich die Faktoren vertauschbar sind, so folgt auch: 
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_ (b '\- e) X a =^ i X a -\- c X a. 
Also sind die Gleicliimgen (22) bewiesen. Daraus folgt aber der ail- 



itz 4.) Alle algebraischen Sätse, welche die Bezi^img der MuUi- 
i zur Addition tmd SMraktion ausdrücken, gelten auch für die 
innere Multiplikatimi zweier Strecken, 

weil diese Beziehung eben nur auf dem erwiesenen Grundgesetze 
(22) beruht (vergleiche Graasmanns Ausdehnungslehre § 10). 

Hierdurch ist nun die Benennung und Bezeichnung dieser Ver- 
knüpfungs weise als einer Multiplikation gerechtfertigt, zugleich aber, da 
das Gesetz, daas das innere Produkt zweier ] gegen emander senkrechter 2u 
Strecken null ist, in der Algebra nichts Entsprechendes findet, diese 
Multiplikationsweise als eine YOn der algehiaiiichen wesentlich ver- 
schiedene nachgewiesen, weshalb wir die Benennung der inneren Multi- 
plikation zur Unterscheidung sowohl von dei algebraischen als auch 
von der äusseren Multiplikation beibehalten und als das specifische 
Zeichen dieser Multiplikation das Zeichen X festhalten. Somit folgt, 
(lass wir nicht nur, wenn a, b, c, d Punkte sind, statt der Gleichung 
üg.(a,b) = &g.(,c,d) 



oder statt 
die Gleichung 
oder 



ah ö cd 

(a~h)x (a — h)^{c — d)x{c~ d) 
(a-by = {c~dy 



einführen, sondern nuu auch für diese Multiplikation alle bisherigen 
Sätze anwenden, und dadurch mit dieser Multiplikation ganz frei, wie 
mit jeder afgehraischen Verknüpfung, operireu können. 

[§ 8. Innere und äussere Multiplikation.] 
Hiermit ist also die Aufgabe, die wir uns ursprünglich stellten, 
nämhch die Leibniz'ache Charakteristik auf ihren naturgemässen Aus- 
, druck zurückzuführen, gelöst. Zugleich aber liegt in der Art der 
Lösung der Keim zu einer neuen Entwiekelung nach zwei verschie- 
denen Seiten hin. 

Nämlich einerseits entsteht die Aufgabe, aus dem Produkte zweier 
Punktdifferenzen das der Punkte selbst abzuleiten, um so durch die 
Lösung der Klammern, von welchen noch diese Punktdiiferenzen um- 
schlossen sind, zu einer noch freieren und allgemeuierea Behandlung 
dieser, die Kongruenz darstellenden Verknüpfung zu gelangen. 
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Der andere Keim zu weiterer Entwiekeliing liegt in der Bezieliimg 
des imiereii Produktes zum äusseren. Diese Beziehung wird durch die 
Idee „des senkrecht proportionalen" vermittelt. 

Nämlich, (Erklärung 5) ich nenne swei Flächenräume A und B 
smien Strecken a unü h senkrecht proportional, wenn die Flächenräiime 
auf den Strechn senkrecht stellen und solche Werthe haben, dass, wenn 
man die eine Sla-ecke i mit ihrem entsprechenden Flächenraum B, ohne 
die gegenseitige Lage derselben 0u ändern, so legt, dass b gleichgerichtet 
wird mit a, und dann die so verlegte Strecke b durch a wnd den so ver- 
legten Flächeiwaum B durch A misst, die Quotimten beider Messungen 
gleich sind. 

Hieraus folgt der Satz: 

(Satz 5.) Ztvei innere Produkte je zweier Strecken, nxh itnd cxd 
verhalten sich wie die äusseren Produlde, welche hervorgehen, wenn man 
statt zweier aus beiden Produkten ausgewählter Faktoren, sum Beispiel statt 
a und c, die ihnen senkrecht proportionalen Flacheiträume A und C setzt 
und das Zeichen der inneren Multiplikation in das der äusseren ver- 
wandelt, also 

(23) {axb):(cxd) = {Ä.h):(C. ä). 

Denn, wenn ich c, d, C als ein System betrachte und dieses System 
31 ao, dass | es sieh kongruent Weiht, heliebig verlege, so bleiben die Pro- 
dukte cxd und Cd bei dieser Verlegung sich gleich, also verändern 
sich ihre Werthe auch nicht, wenn dabei c in dieselbe Richtung, die 
a hat, verlegt wird. Daraus folgt, dass die Gleichung (23) allgemein 
richtig sein wird, wenn ich sie nur für den Fall erwiesen habe, dass 
a und c gleichgerichtet sind. 

Ist unter dieser Voraussetzung — ^ y, so wird dami*aueh (nach 
Erklärung 5) -j = y aein. Substituire ich daher in diesem Falle ya 
statt c und yA statt C in die Gleichung (23), so bleibt nur zu be- 
weiaen, dass 

(« Xh) : (yaxä')^(A.b) : {yÄ . d) 
sei. Dies wird erwiesen sein, wenn ich gezeigt habe, dass 

(24) {axb):(ax d) = (Ä .b) : (J . d) 

sei, oder dass, wenn axb = a{aXd) ist, wo wieder k eine Zahl- 
grösse ist, auch A .b ^ a (A . d) sei. Ist aber axih = a {a X ä), 
so ist es auch gleich a x (ad'), also aX.(h — ad) = 0, also b — ad 
entweder null oder senkrecht auf a (nach Satz 3), das heisst, da A 
ein gegen a senkrechter Flächenraum ist, entweder b — ad null oder 
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parallel mit Ä. Nun giebt aber das äussere Produkt eines Fläehen- 
raums in eine mit ihm parallele Strecke null (Ausdehnungslehre § 54 
und 55); also ist A .(b — aä) null, also A . b gleich A . ad, gleich 
(s (^A . d), also ist Gleichung (24) erwiesen, also auch (23) zunächst 
für den Fall, daas a und e gleichgerichtet sind, und demnächst ail- 
gemein. 

Wir können den obigen Satz noch allgemeiner fassen, indem 
wir sagen: 

(Satz 51).) In emer Gleichung, deren Glieder innere Froduhte je 
zweier Strecken oder Vielfache solcher FroduTde sind, }cann man, ohne dass 
die Gleichung aufhört eine richtige su sein, stait dieser inneren Produlde 
die ihnen proportionalen ätisseren setzen, die mcm dadwch erhält, dass 
man statt je eines Faktors jener inneren Produkte die senlcredit propor- 
tionalen Flächenräume und stait des Zeichens der inne>-en MultipUIcation 
das der äusseren seist, und umgekehrt hinn man aus der letzteren Glei- 
chung die erstere ableiten. 

Denn, da die inneren Produkte proportional sind einer Eeihe von 
Zahlgrössen und die jenen proportionalen äusseren Produkte derselben 
Reihe proportional sind, so ergiebt sich der au erweisende Satz so- 
gleich durch Anwendung der Erklärung 2. 

■Hierin Hegt nun, da man die Idee des senkrecht proportionalen 
auch auf andere äussere Produkte übertragen kann, der vorher ange- 
deutete Keim weiterer Entwickelung. Ich will nun diese Entwickelung 
hier darlegen, dann aber, ehe ich die andere oben angedeutete Ent- 
wickelungs reihe verfolge, durch Anwendungen auf Geometrie und Me- 
chanik zeigen, in wiefern die bisher entwickelte Analyse die einer 
solchen von Leibniz beigelegten "Vorzüge besitzt. 

[§ 9. Innere Produkte von riäehenräunien und Strecken.] 
Es ist klar, dass man durch die Idee des senkrecht proportio- 
nalen sowohl zu dem äusseren Produkte zweier Strecken als auch zu 
dem eines Plächenraums in eine Strecke, indem man statt der Strecke 
einen ihr proportional bleibenden Fläehenraum setzt, auf eine neue 
Weise ein entsprechendes inneres Produkt finden kann. Zur Ableitung 
der Gesetze dieser | neuen Verknüpfungen, wie auch zur Begründung 22 
der Gesetze des vorher behandelten inneren Produktes, wenn man den 
Satz 5 in eine Definition dieses inneren Produktes umwandelt, genügt 
folgender Satz: 

(Satz 6.) Wenn a, h, c, ... Stecken und Ä,B, C, ... ihnen senk- 
recht prc^ortionale Flächmräume sind, so stehen auch ihre Summeit in 
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derselben Froportionsreihe, das heissf, wenn s = a-\-b-\-c-\---- und 
Ä = ^ + J5 + + • ■ ■ ist, so sind auch s, a, h, c, ... senJcrecM pro- 
poriional mit S, A, S, C, .... 

Es ist sogleich klar, dass, wenn dies für die Summe zweier Stücke 
bewiesen ist, es auch Surcli Fortsetzung desselben Schlusses für be- 
liebig viele gilt; wir beweisezi es daher zunächst nur für zwei Stücke, 
setzen also s = a -\-h, S = A -j- B und beweisen, dass s, a, h aenk- 
pecht proportional seien mit S, A, Ji. 

Es stehe /' auf a und h zugleich senkrecht, so stellt f auch auf s 
senkrecht, weil s mit a und h in derselben Ebene liegt. Der Anschaulich- 
keit wegen denke man sich a, Ij, s und f von demselben Punkte aus- 
gehend. Drehe ich nun das System der drei Strecken a, h, s, ohne 
ihre Länge und gegenseitige Lage zu verändern, um die senkrechte 
Axe f so weit, bis das System (also auch jede Strecke in ihm) einen 
rechten Winkel beschrieben hat, und gehen dadurch a, h, s in a, '/, s' 
über, so bleibt offenbar noch a' = a + l'. Nun ist aber klar, dass 
f.a', f.h', f.s senkrecht proportional mit a, h und s sind; ist also 
A = yf . a', so wird B = yf. V, also A-^ B oder 

s-r(s.d + f.V)~rf->' 

. sein, also sind ä, A, B senkrecht proportional s, a, h, und so auch 
al^emeiü für beliebig viele Glieder. 

Da übrigens durch drei Glieder einer solchen senkrechten Pro- 
portion das vierte bestimmt ist, so folgt auch umgekehrt: 

(Satz 7.) Wenn s, a,h, c, ... smikrecht proportional S, A, B, C, ... 
sind, und 

s = ß 4- i + c H 

ist, so ist auch 

S= Ä-\-B-\-C+---, 
imd wmgel<£krt, wenn mite} obtget Voi aussefsiing die i^weiie Gleichung gilt, 
so gilt auch die etste 

Doch werden wir fui die foli^ende Entwickeluug nur den ersteren 
^atz f:,ebraudien und auch diesen nui für zwei Glieder. 

Durch die Idee des senkrecht proportionalen ergeben sich nun 
folgende Begriffe: 

(Erklärung 6.) Unter inneren ProduJUen je zweier Flächen- 
räume verstehe ich solche Grössen, die den äuss&-n Produkten proportional 
sind, welche man erhält, wenn man in älleji jenen inneren FroduMen statt 
der ersten Faktoren senkrecht proportionale Strecken seist, während man 
die zweiten Faktoren unverändert lässt, das Zeichen aber der innern 
Multiplikation (x) in das der äusseren (.) verwandelt, und 
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(Erklärung 7.) ünf^r inneren Produkten von je einem Flächen- 
raum in eine Strecke verstehen wir solche Grössen, welche deit äusseren 
FroäuMen senl^eiM proportional | sind, die hervorgehen, ^cmM man statt 23 
der Flächenräume, welche als Faktoren jener innren Frodvkte vorkommen, 
die ihnen senkrecht proportionalen Strecken seist, und, ohne den jedesmaligen 
andern FaJdor mi ändern, das Zeichen der inneren MtdtipUkation in das 
der äusseren v&^andelt. 

So zum Beispie! werden die Produkte Äxh und C xd, in denen 
A und C Flächenräume, b und ä Strecken sind, den Flächenräumen 
a . b und c . d senkrecht proportional gesetzt, wenn a und c den F^chen- 
räuraen A und C senkrecht proportional sind. 

Die Gesetze, welchen diese Verlinüpfunifeii unterliegen, lassen 
sich sehr leicht vermittelsi; des Satzes 6 ahleiteji. 

So findet man 

Ax(B + C) = ÄxB+AxC, 
indem a . (£ ~{- 0) = a . B -]- a . C ist, und wenn a sentrecht gegen 
A ist, die Grössen in der zu erweisenden Gleichung denen der letzteren 
proportional sind, also derselben Gleichung unterliegen (nach Satz Ib); 
und ebenso findet man 

(B^C)xA = BxA-\-CxA, 
indem, wenn h und c senlrrecht proportional sind mit B und C, also 
auch (nach Satz 6) h, c und (b + c) mit B, G und (/i -j- C), 

(l}-^(^,Ä=b,A + c.A 
ist, also auch dieselbe Gleichung zwischen den mit den Gliedern dieser 
Gleichung proportionalen Grössen statt linden muss, also 
{B'\'C)xA = BxA^GxA. 

Auf ähnliche Weise folgt, dass 

Ax {b -\- c) = A xb -{- A X c 
ist. Denn es ist 

a . {b -{- c) = a . b -{- a . c-^ 
also gut auch nach Satz 7 dieselbe Gleichung für die mit den Gliedern 
derselben senkrecht proportionalen Grössen, das heisst, 

Ax.(Ji + c) = Ax.}} -\- Ax.c. 
Und endlich folgt auch, dass 

{A-\- B)x.c ^ Ax.c-\- Bx.c 
ist. Denn es seien o und b die den Flächenräumen A und B senk- 
recht proportionalen Strecken, so sind (Satz G) «, h, (a-f-fc) senkrecht 
proportional mit A, B, {Ä,.-\- B'). Nun ist 

,{a-\-b).c=='a.c-j-b.c. 
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Somit gilt nun (Satz 7) dieselbe Gleichimg auch für die mit den 
Gliedern derselben senltreebt proportionalen Grössen. Nach der Er- 
klärung 7 sind aber 

(Ä-{-B)xc, Axc, Bxc 
senkrßcM proportional mit 

(a + (-).c, a.c, h.c, 
weil A -\- ß, A, B senkrecht proportional mit a -\-h, a, h sind. 
Also ist (nach Satz 7) 

{A -\- B) X c == A X c -^ B x c. 
Um die Idee der Multiplikation für diesen letzteren Fall der 
inneren Multiplikation eines Flächenraums A in eine Strecke 6 noch 
2* anschaulicher darzulegen, | ■will ich annehmen, es sei J^ die senkrechte 
Projektion der Strecke 6 auf den Flächenraum J., und & also gleich 
^1 + \, wo \ senkrecht gegen den Flächenrauin A ist. Ist dann a 
eine gegen A senkrechte Strecke, so ist 

« ■ (*i + ^a) = « ■ \, 
ifeil a . h^ als äusseres Produkt zweier gleichartiger Strecken null ist. 
Somit ist also auch 

^ X {t, + h^j == Axh, 
oder 

.^ X i = /l X /f, 

und A. X b^ ist senkrecht proportional zu setzen dem Produkte a . ftj. 
Es ist aber klar, dass die gegen a . hj senkrechte Strecke in der 
Ebene A senkrecht gegen die Projektion b^, also auch gegen b selbst 
liegt; daraus folgt also, dass das Produkt Ax.b durch eine Strecke 
dargestellt wird, welche in A senkrecht gegen b liegt, und deren relative 
Grosse eben dadurch bestimmt wird , dass sie dem Flächeuraumc « . b 
senkrecht proportional sein soll. 

Aus den oben für diese beiden neuen Arten der Multiplikation nach- 
gewiesenen Beziehungen zur Addition ergieht sich der allgemeine Satz: 

(Satz 8.) Für jede Art der inneren Multvplikatimi sweier Attsdehmmgen 
im Bimme gelten eäle dlgä>raischm, SäUe, welche die allgemeine Beniehimg 
der Multiplikation mr Addition und Subtralction ausdrücken. 

Dieser Satz schliesst den früheren Satz 4 als besonderen Fall in 
sich. Auch ergieht sich sogleich, 

(Satz 9.) dass für alle Gattungen innerer Multiplikation eweier Am- 
dehnungm im Räume das Produkt dann, aber auch nur dann null wird, 
, wenn die Faktoren auf einander senhreeht stehen, . 
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weil dann und nur dann das entsprechende äussere Produkt parallele 
Faktoren enthält, also null wird; und dieser Satz erscheint wieder als 
eine Verallgemeinerung des dritten Satzes. Auch folgt daraus wieder 
sogleich, 

(Satz 10.) dass jedes innere Produkt nicht parallele}- Faktoren gleich 
ist dem inneren Frodtikte des einen Faktors in die senkrechte Projektion 
des andern Faktors auf den ersteren, 

■wohei natürlich, wenn das Produkt eines Fläclieuraums in eine 
Strecke betrachtet wird, nur Yon der Projektion der letzteren auf die 
Ebene des erateren die Rede sein kann. 

Femer lässt sich leicht zeigen, dass AxIi=^BxA ist; denn, 
ist die senkrechte Projektion von B auf A gleich aA, wo a eine Zahl 
ist^ so ist 

AxB^ AxaA = a{AxA), 
und 

JJ X yl = {aÄ} xA'=a{AxÄ), 
also 

AxB^BxA. 

Das Produkt aX. B ist bisher noch nicht definirt, wir können es 
der Analogie gemäss gleich B Xi a setzen, und haben dann den Satz: 

(Satz 11.) Die beiden Faktorm eines jeden inneren Produktes lassen 
sicA ohne Werthänderung des Pi'oduktes mit eitmnder vertauschenf 

und es ist klar, ivie dieser Satz nur eine Verallgemeinerung des 
zweiten Satzes ist. 

So hat sieh nun ergeben, dass alle Gesetze für die innere Multi- 
plikation unter sich Übereinstimmen, Inabesondere sind die innere 
Multiplikation der Strecken und die der Flächenräume, also die von 
Grössen gleicher Stufe so \ vollkommen parallel, dass es keinen noch 25 
so abgeleiteten Satz für die eine dieser Verknüpfungen giebt, der nicht 
für die andere auch gälte, wenn mau nur die Begriffe Strecke und 
Flächenraum vertauscht. Auch lassen sich in der That beide Arten 
der Produkte dadurch aus einander ableiten, dass man statt beider 
Faktoren senkrecht proportionale Grössen setzt, 

[§ 10. Geometriselie Anwendungen.] 
I(,h schielte nun 7U den Anwendungen und zwai zuerst zu denen 

aut die Geometiie, werde jedoch nui die innen- Multiplikation der 

Strecken und dei Flacheniiumo ins Auge fissen 

Da ß + ^ ^^^ diitte Seite eines Dreiecks daistellt, deasen beide 

andere Seiten a und h sind, wenn min den Antan^apunkt von b auf 

den Endpunkt von a legt, so iolj^t aut, dei Formel 
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der folgende Satz, zu dem icli gogleicbi den entsprechenden für Fläclie 



er Seite eines 
ist so gross als die Stimme 
aus den Quadraten der beiden an- 
deren unä ihrem doppelten tnnei-en 
Produkte, wenn diese beiden Seiten 
fortschreitend genommen sntd. 

Insbesondere ist, da das innere 
Produkt senkrechter Strecken null 
ist, das Qwidrat der Hypotmuse 
eines rechtwinkligen Dreiecks die 
Stimme aus den Quadraten der beiden 
Katheten. 

Sind ti, Z), e alle drei gegeueiu- 
ander senkrecht, so ist 

(a + h^cY^a'-^h'-\- c\ 
das heisst, das Quadrat einer Strecke 
ist gleich der Summe aus den Qua- 
draten ihrer senkreckten Projektionen 
auf drei gegeneinander senkrechte 
Linien. 

Ferner ist allgeJiiein 
(fl + 6 + c)^ = (i^ + 6' + c^ + 
-\-2axb-\-2bXe-\-2cXa, 
das heisst, wenn man eine Strecke 
auf drei ieliMge Äxen parailel den 
durch die Axen gelegten Ebenen 
projicirt*), so ist das Quadrat der 
Strecke die Summe «ms den Qua- 
draten der Projektionen und aus den 
doppelten innercji Produkten je zweier 
Projektionen. 

") das heisst, auf jede Ase parallel 
der Ebene der tieiden andern ; denn 
dann ist die Strecke die Swaame der 
diei Projektionen (Äuadehnungslehre 
§ 80). 



Das Quadrat einer Seitenflädie 
eines dreiseitigen Prismas ist gleich 
der Swnme aus den Quadraten der 
beiden anderen Seitenflächen und 
ihrem doppelten inneren Produkte, 
wenn diese Seitenflächen fortscJi^ei- 
tend genommen sind. 

Insbesondere ist, da das innere 
Produkt senkrechter Flädienräume 
null ist, das Quadrat der Hypotenusen- 
fläche eines rechtwinkligen dreisei- 
tigen Prismas die Summe aus den 
Quadraten der beiden Kathetenflächen. 

Sind Aj B, C alle di-ei gegen- 
einander senkrecht, so ist 
(A -i- £ -{- Cy = A^ + B^ -i- G\ 
das heisst, das Quadrat eines Flächen- 
raums ist die Summe ans den Qua- 



auf drei gegeneinander senkrechte 
Ebenen. 

Ferner ist allgemein 

■i-2AxB-i-2BxC+20xA, 
das hdssl, wenn man einen FlÖdien- 
rarnn auf drei beliebige Ebenen 
parallel den Durchsehnittskanten der 
Ebenen pt'ojicirt*), so istdas Quadrat 
des Flächenraums die Summe am 
den Quadraten der Projektion&i und 
aus den doppelten inner&i Produkten 
je zweier Projektloneit. 

"■) da» heisst, auf jede Ebene parallel 
der Durchs cknittiskante der beiden äin- 
derii; denn dann ist der Flächenraum 
die Samme seiner drei Projektionen 
(ÄUBclehunugslehre § 90). 
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, welche als Erweiterungen des Pythagoräischeii Lehr- 26 
werden können, dienen dazu, um die Länge einer 
durch ihre Bichtstücke (Kooi-dinaten) gegebenen Strecke oder den In- 
halt eines durch seine Richtstiicke gegebenen Flächenraiims auszu- 
drücken. 



Die Formel 

liefert, wenn A, B, C durch dieselbe 
Kaute gfheu, den Satz: 

Wetm »lan durch eine Kante 
ei/iies FmaUel^ipedmns eine Cylinder- 
fiäche legt, und dwtch dieselbe Kante 
die Diaffonalflache {A + .B) l^f, so 
isi das Froäukt der Dia^onalfläche 
in das von ihr (diirek den CyUnder) 
abgeschnittene SUiclc die Summe mis 
den ProduJcten der ieidm durch jene 
Kante gehenden Seitenflächen A und 
B in die von ihneit durch den Cy- 
linder abgeschnittenen Stäche, 

weil diese Stücke den senk- 
rechten Projektionen der Durch- 
messer-Ebene proportional sind. 
Da die parallelen Sätze für Flächenräume sich immer leicht ab- 
leiten lassen aus denen für Strecken, und jene weniger Interesse dar- 
bieten als diese, so will ich von nun au nur diese letzteren aufstellen. 
Die Formel 
(a '\-b -\- c -^ ■■■)xp = axp -\- bx.p -\- cx.p + ■-■ 
liefert, wenn man a, b, c, . . . und p mit ihren Anfangspunkten an- 
einandergelegt denkt, p senkrecht auf sie projicii-t, und bedenkt, dass 
die Summe a -\- b -^ c -{-■■■ , wenn Ä, B, C, ... die Endpunkte der 
Strecken und E ihr gemeinschaftlicher Anfangspunkt ist, gleich 

A — B -\- B — li + ■-■ ^ n{S ~ ii) 
ist, wo S den Schwerpunkt der Endpunkte vorstellt und n die Anzahl 
der Strecken a, h, c, . . . ist, den Satz : 

Wenn man von irgend einem Fimkie (R) nach n Ftmkien {A, B, G,...) 
und nach ihrem Schwerpunkte (S) gerade Linien gieht, imd durdt, jenen 
ersten Funht [R) eine beliebige Kiigelftäche legt (welche die Linien BS, 
BA, BB, ... in den Punkten S', Ä, B', . . . mim eweitenmaie Mfft): 



Die Formel 
(a + i)xc = (ix:c + hXc 
hefert, wenn a, b, c in derselben 
Ebene liegen, den Satz: 

Wenn man durch eine Ecke eines 
Parallelogramms eine Kreislinie legt, 
■und von derselben Ecke die Diago- 
nale (a + b) zieht, so ist das Pro- 
dukt der Diagonale in die in ihr 
liegende Sehne die Summe aus dm 
ProduJcten der beiden an jene Ecke 
stossenden Seiten a u^d h in die in 
ihnen liegenden Sehnen, 



weil nändich diese Sehnen die 
senkrechten Projektionen des Durch- 
i auf die drei Linien sind. 
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SO ist äas Produkt der nach dem Schuerpunkte {S) genogmen geraden 
Linie (RS) in die m ihr hegende Sdme (BS') das arithmetische Mittel 
fleischen den JVodwÄ-fe« det nach den n Punkten gezogenen Linien 
(RA, EB, . . ') m die m ^men liegenden Sehnen (RA', RS', . . .). 

Hat man einf Gleichung zwischen inneren Produkten je zweier 
Strecken, so kann man die'^e Gleichung sehr leicht durch Annahme 
senkrechter h.«ordin*iten m Ztihl^^leiLhungeii verwandeln. Denn, ist 
37piXpg ein solches mneies | Piodukt, und sind a,, \, c^ die Richt- 
stücke (Koordinaten mit festgehaltener Richtung der Äxeii, in denen 
sie liegen) von p, und a^ \ c^ die von ^'g in Beirag auf dasselbe 
Äxensjatem, sti ist 

j>i ^ »1 + 6, + Ci , i^s = «a + i,! + c^ , 
also 

Pi X2>a = («1 + fci + (.]) X (« + &^ -j- Cj) = a, X Og + tj X 6 -\-c,Xc 
da alle übrigen Produkte aK innere Piodukte senkiechtei Sti cken 
nach Satz 9 null sind Mi&st mau nun alle Ricbtstucke deiselben A^e 
durch dasselbe Mass, und nimmt die diei Masse für die drei Axen 
gleich lang an, etwa gleich lang dei Stieike e, und bezei hmt man 
die Quotienten dieser Messungen mit den entspiechenden giiethis hen 
Buchstaben, so erhält mm 

und erbiilt also dann durch Division der ganzen Gleichung mit dem 
Quadrate des Masses e eine blosse Zahlengleichung. 

[§ II. Anwendungen auf die reine Bewegnngslelire.] 
Ich schreite nun zu den Anwendungen auf die Mechanik. 
Zuerst will ich einen in der Bewegung begriffenen Punkt betrachten, 
ohne mich um die Ursachen seiner Bewegung zu kümmern. Ich nehme 
mit Möbius (Mechanik des Himmels, § 9) und Grassmann (Ausdehnungs- 
lehre, § 105) in den Begriff der Geschwindigkeit zugleich den der Rich- 
tung auf, so dass ich zwei Geschwindigkeiten nur dann gleich setze, 
wenn sie nicht bloss gleichen ahsolnten Werth, sondern auch gleiche 
Richtung haben, das heisst, ich setze die Geschwindigkeit eines in 
Bewegung begriffenen Punktes derjenigen Strecke gleich, welche er 
beschreiben würde, wenn er in dem als Einheit angenommenen ' Zeit- 
räume dieselbe Bewegung, die er hat, unverändert beibehielte. 

Nämlich, wenn ein Punkt in derselben Richtung so fortschreitet, 
dass er in gleichen Zeiträumen stets gleiche und gleichgerichtete Wege 
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zurücklegt, die Wege sich also wie die Zeiträume verhalten, in denen 
er sie zurücklegt, so sage ich, der Punkt behalte seine Bewegung un- 
verändert bei, Gesetzt also, er habe in irgend einem Zeitpunkte T eine 
solche Bewegung, dass, wenn er dieselbe Bewegung während des als 
Einheit genomnienen Zeitraums unverändert beibehielte, er von dem 
Orte jB, den er zur Zeit T wirklieh hat, zu dem Orte ji^ gelangen 
würde, so ist seine Geschwindigkeit p^ — p. 

Ich könnte nun dies Verfahren, durch welches diese Geschwindig- 
keit aus der als bekannt vorausgesetzten Bewegung eines Punktes 
werden kann, rein geometrisch entwickeln, müsste jedoch 

i bis in die Principien der Differenzialrechnung zurückgehen, um 
diese auf die hier dargestellte Analyse zu übertragen. Da dies jedoch 
dem vorliegenden Zwecke nicht entsprechen würde, so will ich auf den 
gewöhnlichen Begriff des Differenzials zurückgehen und zu dem Ende 
den sich bewegenden Punkt p senkrecht auf eine Axe projiciren. Die 
Projektion sei p. Dann ist klar, dass, wenn die Wege, die der proji- 
cirte Punkt in gleichen Zwischenräumen zurücklegt, gleich und gleich- 
gerichtet sind, auch die Projektionen dieser Wege gleich sein werden, 
also die Projettion p' gleichförmig fortschreitet, wenn p gleichförmig 
und geradlinig fortschreitet, und dass, wenn der projicirte Punkt von 
dem Orte p nach pj gelangt, auch die Projektion gleichzeitig von dem 
Orte p' nach der | Projektion p'i des Ortes p, gelangt, Ist also Pi—p 2 
die Geschwindigkeit des projicirten Punktes, so ist p\ — p' die der 
Projektion, das heisst, äie Gesdiwinäigkdt, mit welcher die smhrechte 
Projektüm eines Putiktes auf eine gerade Linie fortschreitet, ist stets gleich 
der auf diese Linie senkrecht projicirtm Geschwindigkeit, mit welcher der 
Funkt selbst fortschreOet. Projiciren wir nun eine Strecke senkrecht 
auf drei gegeneinander senkrechte Axen, so ist die projicirte Strecke 
die Summe ihrer drei Projektionen. Also, wenn toir einen sich be- 
wegenden Fimkt senkrecht auf drei gegeneinander senkrechte Äx&n proji- 
ciren, so ist die Geschwindigkeit jenes Punktes die Summe aus den Ge- 
schwindigkeiten seiner Projektionen. 

Wir wollen nun die Strecke vom Durchs ehnittspunkte der drei 
Axen bis zur Projektion des Punktes p auf die eine der drei Axen 
mit xa bezeichnen, wo x eine Zahlgrösse und « ein Stück der Axe 
(dies Stück als Strecke betrachtet) ist. Nun ist bekannt, dass die 
Geschwindigkeit dieser Projektion, wenn x als Punktion der Zeit t 
gegeben ist, gleich ist « -jr . Nennen wir nun die Strecken von dem 
Durchsehnittspunkte g der drei Axen his zu den Projektionen des 
Punktes p auf die zwei andern Axen yh und BC (wobei a, i, c gleich 
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lang ai^eiiommeu werden können), so sind h -^ und c jr die Geacliwiudig- 
keiten der beiden anderen Projektionen, tilso die Geschwindigkeit des 
Punktes p gloicli 

dt '^ di • dt' 
während 

gleich der Snmme seiner Projektionen, oder 

ist. Wir bezeichnen den obigen Differenaialaus druck 

dx I , dij I de 

da man zu ihm auch gelangt, wenn maji in der Funktion 

P = (l + ax + by -\-cs 
die Grössen g, a, b, c wie lionstante behandelt und dann nach der 
Zeit differenziirt, mit '^. Das heisst: 

Wimn p = g -^ ax + by -\- CS ist und <j ein Fimlct, a, h, c aber 
drei gegeneinander senlirechle Streclc&i sind, so ist 



dt 



+ »3 + « 



und, da x, y, s Funktionen der Zeit, also auch p eine Funktion 
der Zeit, aber eine geometrische ist, so folgt der Satz: 

Wenn ein sich beioegender FunM p als geometrische Funktion der 
Zeit t gegeben ist, so ist der Differengialquotümt ~ dieser FunhUat nach 
der Zeit die Geschteindigheif des Pimhtes ih^er Grösse und Richtung nach. 

Wir haben bisher den Begriff des geometn sehen Differenzials an 
29 drei gegen | einander senkrechte Axen geknüpft. Hiervon können wir 
den Begrifi' leicht lösen, 
Es sei allgemein 

P^g-\-a,T,+a,T, + -.-, 

wo p und g Pvndfte, g ein fester Punkt, a^, a^, ... konstante Strecken, 
'I[, 1\, . . . beliebige Funldionen der Zeit sind, so lässt sich leicht 
zeigen, dass 

dp dT, , dT^ , 

dt ' dt ' ' dt ' 

ist. Denn, es seien a^, a^, ■ . ■ auf die drei gegeneinander senkrechten 
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Axeii a, }), c seutrecht projicirt uml a^ = 0;« + b,i + c,c, . . ., wo 
"i! \> '^D ■■■ Zahlgrösseii sind, ao ist 

also auch nach der Definition 

dp r dT, , dT„ , 1 , , ff. «^^i t 1-, «^^s _!_ 1 j. 



+ «[c. 



-+'.lTf- 



Ea iat jene Form, in welcher j) als Funktion iler Zeit dargestellt 
wai-, die allgemeinste Form, in welcher ein Punkt als geometrische 
Funktion der Zeit dargestellt werden kann, und wir gelangen also von 
dieser allgemeinen Form aus sogleich zu dem Differenzialquotienten 
jener Funktion nach der Zeit, das heisst, [zu] der Geschwindigkeit des ala 
Funkfcion der Zeit gesetzten Punktes j), wenn wir bei der Differenziation 
die räumlichen Grössen wie algebraische behandeln; und zu diesem 
Begriffe würden wir sogleich gelangt sein, wenn wir bei der Ent- 
wickelung des Begriffs des Differenzials rein geometrisch fortgeschritten 
wären. 

Wird nun die Geschwindigkeit -~ mit v bezeichnet, so ist v wieder 



eine geometrische Funktion; wir nennen dann -jz (die Geschwindigkeit, 
mit der die Geschwindigkeit des Punktes wächst) die Beschleunigung 
des Punktes^, welche demnach wieder nicht bloss ihrer absoluten Grösse, 
sondern auch ihrer ßichtung nach aufgefasst ist. Sie wird, je nachdem 
ihre Richtung mit der der Geschwindigkeit einen stumpfen, rechten oder 
spitzen Winkel macht, den absoluten Werth der Geschwindigkeit ver- 
mehren, unverändert lassen oder vermindern. Wir nennen analog der 
Benennungs weise in der Differenzjaheehuimg den Ausdruck -tt , das 



den wir jnit ■— bezeichnen, den zweiten Di£FerenaiaIc[uotienten | der 30 
räumlichen Funktion "p nach der Zeit t, imd dieser ist also der Be- 
schleunigung gleich gesetzt. 

Dies sind die wesentlichen Grundzüge der reinen Bewegungs- 
lehre. 
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[§ 12. Die Differentialgleichungen der Mechanik,] 
In der Mechauik betrachten wir die Bewegungen als durch Ur- 
sachen bewirkt. Wir nennen die Ursache der Beschleunigung eines 
Punktes die beschleunigende Kraft, welche auf ihn einwirkt, und 
setzen sie, wenn keine andere beschleunigende Kraft gleichzeitig einwirkt, 
der Beschleunigung gleich. Wir s^en ferner, dass zwei beschleunigende 
Kräfte gleichzeitig auf einen Punkt einwirken, wenn die Beschleunigung 
des Punktes die Summe ist aus den beschleunigenden Kräften, wobei 
immer festzuhalten ist, daas die beschleunigenden Kräfte als Strecicen 
definirt sind und also auch in diesem Sinne ihre Summe aufzufassen 
ist. Wirken also beliebig viele beschleunigende Kräfte P, , Pj, . .. auf 
einen Punkt p ein, so hat man die trleichung 

(36) §f,-P, + l',+ -- 

als Grundglöichuiig der Mechanik, 

Die beschleunigenden Kräfte können wir wieder, entweder alle 
oder einige derselben, als Wirkungen allgemeinerer Kräfte, die sich 
auf ganze Systeme von Punkten beziehen, auffassen. Von dieser Art 
sind alle Kräfte der Natur. So zum Beispiel hat die Gravitation das 
Bestreben, die gegenseitige Entfernung zweier Punkte zu vermindern, 
die Kohäsion, die gegenseitige Entfernung je zweier Punkte des Systems 
unverändert zu erhalten, die Elastieität, den Raumesinhalt zwischen 
vier aneinander liegenden Punkten wiederherzustellen, und so weiter. 
Es kommt darauf an, den Begriff eines solchen Bestrebens schärfer 



Die Entferuung zweier Punkte, der Raumesinhalt zwischen vier 
Punkten, und überhaupt alles, worauf sich das Streben einer Kraft, die 
einem System von Punkten einwohnt, bezieht, lässt sich als Funktion 
dieser Punkte auffassen; wir setzen daher folgende Definition solcher 
Kräfte fest: 

Wir sagetif dass eine Kraft, die sich a/af ein System gleich schwerer 
(^gleich bewegliche) Ptmlite p, Q, r, . . . begeht, das Strehen Jiabe, dne 
dlffä)raiscke Funktion *) F {p, q, r, . . .) dieser Funkte m vergrössm-n, 
wenn die durch sie bewirkte beschleunigende Kraß mtes jeden Punktes in 
derjenigen Richtung wirkt, in welcher bei gleidi grossen, ah&r unendlich 
Meinm Bewegungen des FunJdes jene Funktion am meiste^i wächst, und 
ivenn die beschleunigenden Kräfte, vxlchen je zwei Punkte des Systems 



*) Eine algebraische Funktion soll siber eine solche heiasen, welche e 
verändeilichen Zablgrösse proportional ist. 
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vermöge jener Kraß unterliegen, ihrer (^soliden Grösse nach in clem Ver- 
hältnisse stehen, in welchem beide Punkte ei-nsetn genommen, bei gleich 
grossen, ate* unendlich Meinen Bewegungen nach jenen Rickfungen, die 
Funktion m vergrössern vermögen. 

Ein Beispiel wird dies erläutern. 

Es sei das Bestreben einer Kraft V, zwei gleich schwere Punkte 
p und q von einander zu entfernen. Dann können wir (p — qY als 
die algebraische Funktion der Punkte p und q betrachten, welche zu 
vergrössern das Streben jener Kraft ist. Um nun zuerst die Richtung 
der beschleunigenden Kraft, welche V auf den Punkt p übt, zu finden, 
haben wir zu fragen, welche Richtung er | annehmen miisste, damit 3 
bei gleich grossen, aber unendlich kleineu Wegen der Werth von 
(p — ä)^ ^^ meisten vermehrt wird. Dies ist offenbar die Richtung 
der Verlängerung von qp über p hinaus. Ebenso wird die beschleu- 
nigende Kraft, welcher q unterliegt, in der Verlängerung von pq über 
q hinaus wirken. Fragen wir nun nach dem absoluten Verhältnisse 
dieser beiden beschleunigenden Kräfte, so ist dies gleich dem Verhält- 
nisse, in welchem bei gleich grossen, aber unendlich kleinen Wegen 
in den Riehtungen der Verlängerungen, wahrend jedesmal der andere 
Punkt ruhend gedacht wird, (p — qy wächst. Dies Verhältniss ist 
offenbar das der Gfleichheit; also sind auch die beschleunigenden Kräfte 
absolut genommen gleich. 

Nun können wir ein sehr leichtes Verfahren finden, nach welchem 
mau jedesmal, welche algebraische Funktion es auch sei, auf die sich 
das Bestreben der Kraft V bezieht, die Richtungen und das Verhältniss 
der dadurch gewirkten beschleunigenden Kräfte finden kann. Ich will 
die Ableitung dieses Verfahrens, da ich nicht eine selbstständige Be- 
gründung der geometrischen Differenzialrechnung geben will, wieder 
zunächst an senkrechte Koordinaten knüpfen, obgleich das Verfahren 
an sich gänzlich unablmngig davon ist. 

Es sei die algebraische Funktion F(pi,p2! ■ ■ ■) ^^^ Punkte 
Pi, p2, ■ . . gegeben. Um dieselbe in eine algebraische Funktion von 
Zahlgrössen zu verwandeln, nehmen wir durch einen Punkt g drei 
gegeneinander senkrechte Axen und in ihnen drei gleich lange Masse 
a, h, c an, durch welche wir die senkrechten Projektionen der Strecken 
jPi — 9i Fs — ^j ■ ■ ■ messen, und setzen demnach 

p^—g = x^a + y,6 + i!,c; p^ — g = s;^a -\- Vib + s^c, .... 
Nun können wir diejenige Fimktion als eine algebraische der Punkte 
Pi, p^, ... ansehen, welche einer Funktion der sämmthchen Koordi- 
naten, jede durch das zugehörige Mass gemessen, proportional, das 
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heisst, gleicli einer solcLen mit einem konstanten Faktor multiplieirten 
Funktion ist. Da aus jener Funktion F(p,, p^, . . .) nur die Verhält- 
nisse der bescUeunigenden Kräfte und ihre Eichtungen abgeleitet 
werden, und weder diese noch jene, wie sogleich aus der Definition 
einleuchtet, sich ändern, wenn man die Funktion mit einer beliebigen 
positivGJi Grösse multiplicirt, so können wir die algebraische Funktion 
der Punkte gleich einer mit dem Quadrate des Masses multiplieirten 
Zahlfuuktion der Zahlgrössen a^, y,, 3^; x^, y^, s^'i ••■ setzen. Wir 
aetzei) dahev 

l''{lh, Pt, ..■)='a^f{xu Hl, Zu x^, yi,s^; ■■■)■ 
Um nun die Eichtungen und das Verbältnias der beschleunigenden 
Kräfte zu finden, haben wir die FunktionsTergrössenmg zu betrachten, 
welche hervorgeht, wenn die Punkte p^, ... unendlich kleine Wege 
beschreiben. Der unendlich kleine Weg des Punktes i\, den wir mit 
(JjJi bezeichnen, ist, wenn aÖXj, hdy,, cdg, die senkrechten Pro- 
jektionen desselben auf die drei Äxen sind, 

Sp^ = aäx, + hdy, + c^^,. 

Durch diese Bewegung gehtjjj inp,'{'dp, über, also (/-{-aXi-^-hy^ + cs^^ in 

tf + ß (^, + dx,) -\-0(y, + Sy,) + c (^, + S^,); 

das heisst, es geht dadurch x^ in Xj ■{- Sx,, ij, in y^ + ^Vi ^^^^ ^i ^^ 
Zy -\- SSy über. Ist ebenso Sp.^ die Bewegung des Punktes ^3, und 
i ffp^ = aSx^ + bSy^ + cäs^, 

so geht durch diese Bewegung x^ in 3;^ -]- Sx^, »/^ in y.^ -\- äy^, ^ 
in s^ + ös^ über, und so weiter. Die daraus fliessende Vergrösserung 
von f finden wir also durch Differenziation dieser Funktion, indem 
wir dxi, ... als Differenaiale der entsprechenden Veränderlichen setzen. 
Bezeichnen wir das daraus hervorgehende Diflereuzial der Funktion 
gleichfalls durch d, so erhalten wir 
,^.^, [ öf{x,,y,, s,i «,,»/„ 2^; .-.} = «i*^i ^-v^äyl_ + w,S^, + 

I + Ms^a'a + v^Sy^ -{- w^d^., + ■ ■ ■ , 

wo Mj, w^, Wy, ... die partiellen Dift'erenzialquotienten nach den ent- 
sprechenden Veränderlichen x^, j/,, Sj, .... sind. 

Um hieraus auf eine einfache Weise die Eichtungen und das Ver- 
hältiiiss der beschleunigenden Kräfte zu finden, verwiudeln wir die Diffe- 
renziaigleichmig wieder durch Multiplikation mit a' in geometrische 
Form und setzen, so wie F^a^f war, nun auch ÖF = a^bf , also ist 
SF{;p,,p^,..)=a^u^ÖXy-{-v,8y^-Jrw,8s,-\-u.,dx.,-{-v^Sy.,-\-w\ds^+ ■■■'], 
oder, da a^ ^^h^ =^ c^ ist, 
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^^(Pi>Pi ■■■) = it,axSxia -^ v^h Xdy^i -\- w,cx 8r.^c + 
Also, da 

ist und ra, 6, c gegeneinander senkrecht sind, so ist 

Wenn wir endlich die Grösse au^-\-hv^^-\- cw^ mit gj, aiia + öWä + cMJa 

mit q^, und so weiter, bezeichnen, und diese Strecken q^, q^, ... die 

partiellen Differenzialquotienten nach p,, P2, ... nennen, so erhalten 

wir die einfache Gleichung 

(28) dF(p„ p,, . ..) = 5, X §p, -I- q, X äp, + ■■ ■ 

nnd den Satz: 

Die Aenderung {pF), welche eine algebraische Funktion {F) von 
Funkten (Pi , j>a , - - .) , die als Frodukt eines Streckenqriadrates in eine 
veränderliche ZdhlgrÖsse erscheint, dadurch erfahrt^ dass die Pwnkte, von 
denen sie cAhängt, unendlich Meine Wege (S^, Sp^, ,..) beschreiben, ist 
der Summe gleich, die man erhält, wenn man die Funktion nach den 
einselnen verimderlichen Funkten partiell differensiiri , diese partiellen 
Differen^ialguotimten mit den Wegen der gugehörigen Punkte innerlich 
mulUplidrt umd diese inneren Produkte addirt. 

Und: 

Ben parUelleti Bifferensialquotientm einer solchen Funktion {F) nach 
einem der Punkte (p^) , von denen sie abhängt, findet man, u?enn man die 
Funktion durch das Quadrat des Masses dividirt, den Quotienten als 
Funktion der, in Besug auf drei g^eneinander senkrechte und gleieh lange, 
an einen beliebten Pwr^t gelegte Masse genommenen Koordmaten dieser 
Punkte darstellt, nach den Koordinaten jenes Punktes j), differmniirt und 
diese d/rei Diffh-ensialquotienten addirt, nachdem man jeden mit dem svr 
gehörigen Masse mültiplicirt hat. 

Ans der Gleichung (28) folgen sogleich die Richtungen ond 
Verhältnisse der Kräfte. 

Betrachtet man die Funktion säude rang bei verachiedeuen unendhcb 
kleinen, aber gleich langen Wegen öp^ des Punktes p, , so ist dieselbe S 
gleich Sj X Spi, das heisst, bei konstantem q^ proportional der senk- 
rechten Projektion von dp, auf q,, also bei gleich langem dp, am 
gi-ijssten, wenn Sp, gleiche Richtung hat mit g^. Somit drücken 
g-i, gg, ... die Richtungen der beschleunigenden Kräfte aus. Die 
Punktionsänderungen, welche durch zwei verschiedene Punkte p, und p^ 
bei gleich langen Wegen nach diesen Richtungen q^ und q^ bewirkt 
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werden, Terhalteii sich wie Qiäp^ zu (l^(ipsr *l30, da Sp^ parallel g'j 
und dp2 parallel q^, und 3p^ und dp^ gleich lang sind, wie g, zu q^, 
das heisst: 

Die heschlmnigmäen Kräfte, welchen die Punkte eines Systems ver- 
möge einer Kraft unterliegen, die das Streben hat, eine algebraische Funlction 
jener Tunkte stt vergrössem, verhalten sich in Grösse und Bichtwng wie 
die partiellen Differmzialquotimten dieser Funktion «ach diesen Punkten. 

Ehe ich die hieraus fliessende Formel der Mechanik ableite, will 
ich zeigen, dass die partiellen Differenzialquotienten einer Funktion 
yon Punkten, deren Ableitung bisher an gewisse senkrechte Axen ge- 
knüpft war, hiervon unabhängig seien. 

Es wurden drei gegeneinander senkrechte Maase a, b, e und ein 
Punkt g abgenommen, auf ihre Richtungen wurden die Strecken p, —g, 
Pi — 9> ■■■ senkrecht projicirt, diese Projektionen jede durch das ihr 
gleichgerichtete Mass gemessen, und die Resultate dieser Mesaiuigen 
mit %, f/j, £j, ... bezeichnet, so dass 

p,—g = cc,a-\- y^h + s,c, . . . 
gesetzt \¥ar ; <lann wurde durch Substitution dieser Werthe für j), , ... 
in die algebraische Funktion F der Punkte und durch Division mit 
dem Quadrate des Masses eine algebraische Funktion f von 3^1,^^,«^,... 
abgeleitet, diese nach den Veränderlichen a^, , y^, Sj ... partiell diffe- 
renziirt, die Differenzialquotienten mit den ihnen zugehörigen Massen 
a, b, c multiplicirt und diese Produkte addirt. 

Lassen wir nun a, h, c übergehen in e, e', e", wo 
ie=aa^ßh+rc 
(29) e =aa -j- ß'h -\- y c 

ist, so werden, wenn 

p, = )J,e + v\4 + v'iil' 
ist, also 

ist, die Wei-the für x^, y^, s, folgende sein: 

)/, = «,^ + f;^' + 1-1,5" 

H ="17 + "i/ + ''i'/'i 
Lind entsprechende Werthe wird man. für die Koordinaten der übrigen 
Punkte erhalten. Will man nun den Differenzialquotienten einer 
Funktion F nach j», vermittelst dieser neuen Masse finden, so hat man, 
nachdem man in /'(^u J/u ■■■) ^i^ soeben gefundenen Ausdrücke sub- 
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stituirt liat, nacU v^, v'x, v'i zu differenziiren , die so erhaltenen Diffe- 
renzialquotienten mit e, e, e" bezielilich zu | multipliciren und diese 3 
Produkte zu addiron; dann ist zu zeigen, dass diese Summe noch 
gleich 3i, das heisst 
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Sf , 8f , . Sf „ Sf . ,,,,.. „, , 
si-.' + si',' +1^' = ji; («e + « e + « e ) + 

+ /| (fi' + ß'' + f'"^ + II fr« + y' + r"«") 

Sind nun c, e, e" gleich laug mit a, i, c und rechtwinklig gegen- 
einander, so lässt sich leicht ze^en, dass cce -{- a'e -^ a'e" gleich a 
ist, und so weiter. Denn, bezeichnet co& (rs) den Kosinus des Winkels 
zwischen zwei gleich langen Strecken r und s, so ist r cos (rs) die 
senkrechte Projektion von s auf r ihrer Grösse und Richtung nach. 
Aus den Gleichungen (L'EI) folgt also dann 

a = cos (ea), k = cos (e'ß), «" = cos (e"a). 
Nun ist 

o = e cos (ea) + e cos (e'a) -\- e" cos {e" a), 
das heisst, 

- «e + «•«■ + «V". 

Und ebenso folgt 

fj = ^e -|- /5'e' + /3"e", c = ;'e + y'e' + y'e". 

Also erhält man die zu erweisende Gleichung 

Sf , Sf . . Sf „ &f , ftf 1 , äf 

Sind e, e', c" nicht gleich lang mit a, i, c, sondern ist die Länge 
der letzteren das Mi-fache von der der ersteren, so hat man nach dem 
oben angegebenen Verfahren in Bezug auf die Masse c, e, e" die 
Funktion , , die wir mit f bezeichnen woUen, zu differenziiren. Dann 
ist, da f = -■; und a^-^m^e' ist, | f = w^f. Dann sind die Pro- S5 
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jektionen von <?, e', e" auf a, h, c den mit —o,, —h, —c multipli- 
cirten Kosinussen gleich, und die von a, h, c auf e, e', e" deu mit 
me, me, me" multiplicirten Kosinussen, und es wird 



md so weiter*). 

Also bleibt noch 



a = m' (ea + « 



+ 



Sf 



J« + S' + 



A/- 



das heissfc, die angegebene Methode ist von der besonderen Amiabme 
der Koordinaten ^nzlicb unabhängig, sobald diese nur jedesmal unter- 
einander gleich lang und senkrecht sind. 

Passen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so ergab sieb.: 

Wmn F die algebraische Funlsäon eweiler Dimension ist, deren Ver- 

grössenmg eine Kraft Y, die auf ein System von Funkten p^, p^, ... 

wirkt, erstrebt, und q^, q^, ... die parUellen Differensialquotienten von F 

nach den Tunisien Pi, p.^ ... sind, von denen F dbhänfft, so sind 

Aji, A^ä, i,q^, . . . 
die beschleunigenden Kräfte, denen die Punkte j*,, p^, p.^^, . . . vermöge 
jener Kraß V unterliegen, wo l einen für alle diese Punkte gleichen Zahl- 
faktor beseichnet, welcher von der Lage der Punkte p^, p^, . . . in einer 
durch die Üaiv/r jener Kraft V bedingten Weise abhängt. 

Wirben daher auf die Punkte p,, P2, ■■■ die beschleunigenden 
Kräfte P], Pg, . . ., und ausserdem die durch die Kraft V bedingten 
iden Kräfte ^l^,, 'A^g, . . ., so hat man 



P, + Iq, - 






-0, 



und so weiter. 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen innerlich mit rfj», , 
die aweite mit Sp2, und so weiter, nnd addirt, so erhält man, da 



gleich 8F ist, die Gleichung 

(30) (p, - 5^) X hh + (-P. 



+ ff, X ÖJ) 



X %2 H 1- AdF=0, 

, gilt. Nimmt man endlich 
Beispiel bei festen Körpern 
angenommen worden kann, bei unendlich kleinen 



welche für jeden Wertb von dj), , Öp^, 
noch an, dass die Kraft V, wie dies z' 



*) weil dann a = m [ 



. («) + «■ 00. (,•») + . 
00. (."»)_ »>■.- i.t. 



B (e"o)] istp '""i 
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Entfemimgen aus derjenigen Lage, für die F einen bestimmten Werth 
tiat, schon so intensiv wirkt, dass die übrigen Kräfte das System nicM 
merklicli ans einer solchen Lage zu. entfernen vermögen, so können 
wir annäherungsweise F konstant setzen^ wir nennen | solche Kräfte, 3G 
wenn sie schon bei unendlich kleinen Entfernungen aus jener Li^e 
die übrigen Kräfte zu überwinden vermögen, so dass also nur unend- 
lich kleine Abweichungen aus jener Lage, für die F jenen bestimmten 
Werth hat, eintreten können, behauptende Kräfte. Also: 

Weil» beliebige Kräfte P^, Pg, ... auf beliebige gle'ich schwere Punkte 
jPii Ih) ■■• ^ines Systems wirken, wid diese Pimkte alle oder theil/weise 
behauptenden Kräßen unterliegen, welche mit iinühermndlicher Gewalt ge- 
wisse Funktionen L, M, N, ... jener FunMe auf NitU zu erhalten sudien, 
so hat man die Gleichung 

(30 - (p.- gi) X «„, + {F,~- ^;':-) X «„, + ... + 

r mit den Gleichungen 
7. = 0, M^O, N^O, ... 
der Beschleunigung eines jeden Funhtes vollkommen 
ausreißt. 

Dies ist die auf unsere Analyse zurückgeführte Form der allge- 
meinen Grleiehung der Mechanik, wie sie von La Grange der ganzen 
Mechanik zu Gfrunde gelegt ist, und damit ist also auch die ganze 
Mechanik dieser neuen Analyse unterworfen, 

[% 13. Anwendung . auf eine' Aufgabe aus der Statik,] 
Als Beispiel für die Anwendung dieses Verfahrens will ich eine 
beliebige einfache Aufgabe der Statik wiihlen, nämlich die Aufgabe, 
den Gleichgewichtszustand eines Systems von Punkten Pf„ p^, ..., p^ 
zu fmden, welche so aneinander befestigt sind, dass die Entfernung je 
zweier aufeinander folgender Punkte konstant bleibt, und welche ausser- 
dem beziehhch von den beschleunigenden Kräften P^, P^, . . ., P„ ge- 
zogen werden. 

Für die Substitution in (31) hat man erstens, da Gleichgewicht 
stattfinden soll, die sämmtlicben Beschleunigungen null zu setzen. 
Von den Kräften, durch welche je zwei aufeinander folgende Punkte 
aneinander befestigt sind, nehmen wir an, dass sie die Entfernungen 
je zweier Punkte, oder, um eine Funktion zweiter Dimension zu be- 
kommen, die Quadrate der Verbindungsstreeken konstant zu erhalten 
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suchen. Wir erhalten also, wenn wir der Kürze wegen die Punkte mit 
Pa, die Kräfte mit Fa bezeichnen, wo a nach der Reihe die Indices 
0, . . . n ausdrückt, die Gfleichimg 

(32a) SP„ X 3p^-^ SA„Ä[(W+i -Paf] = 0, 

wo die Summenzeichen sieh auf die verschiedenen Werthe von a be- 
ziehen, das erste auf die Werthe von 0, ... n, das letzte auf die Werthe 
von 0, ... (n^l), das heisst, alle Werthe von An, in denen a nicht 
einen der Werthe 0, 1, 2, ... (« — 1) hat, sind null gesetzt. Diese 
Gleichung in Verbindung mit den n Gleichungen 
(32b) (j>,+, - p;)^ = al, 

welche die konstanten Entfernungen, deren Quadrate eben [die] «^ sind, 
darstellen, bestimmen den Gleichgewichtszustand vollkommen. 
Es ist aber 
-^.S[(p„+i ~p<,y] = (p«+i—pc) X <S(l5«+i ~p.^ 

= (p^+t — ßa) X ^2'fl+i — (jh+L ~-p<,) X öp^. 
.17 Dadurch hat maiij da (32a) für jede Werthreihe von öpa null ist, also 
auch die mit einem und demselben Spa multiplicirten Glieder der- 
selben zusammen null geben müssen, die (n + 1) Gleichungen 
(32c) Pa + 2A„_i(p„ — 2)„_i) — 2^(pa+i —P„) = 0. 
Addirt man zwei aufeinanderfolgende dieser Gleichungen, zum Beispiel 
die, welche P^, und die, welche Po+i enthält, so erhält man 

=. p, + 7^+1 + 2;i._: ip. -Pa~0 - 2A„+x (p„+2 -P.+O; 

oder allgemeiner, addirt man alle Gleichungen in (32 e) zwischen den 
Anzeigern a' und dem als grösser gedachten a, so hat man 

= P„' + ■■■ -I- P« + 2A„'_i(p.. - JV-O ~ 2A„ (p,+, -p„). 
Also, wenn o' null gesetzt wird, wo dann auch Xa'—i nach dem Obigen 
null ist, 

(32d) P,-\- P^^ h Pa — 2A. (p.+i —Pa) = 0. 

Femer, wenn zugleich a gleich n gesetzt wird, wo dann A« iiuU ist, 

(33) p^-j-Pj-^ f-P» = 0. 

Um nun aus den Gleichungen (32d) allgemein Aa zu eliminiren, hat 
man nur dieselben mit (i)a+i— iJa) äusserlich zu multipliciren, da 
das äussere Produkt (das Parallelogramm) gleichgerichteter Strecken 
null ist. Man erhält also 

(34) (-P. + A + -- + P.).(ft+.-»)=0. 

Üieae n Gleichungen in (34), in Verbindung mit (33) und den n Be- 
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dingungsgleichoDgeii m {32e) beatimmen den Gleiel^ewn,litszust.aiicl 
vollkommen und ea la st sich iIIps wenn noch der Anfang puiikt odor 
überliaujt einer dei n Punkte gp^eTjen ist durch Konstruktion un- 
mittelbai nach den loimehi hnden ■w^s überall lei Voizug dieser 
neuen Anily&e ist 

Es seien zum Beispiel die Entfernungen a^ je zweier anfeinander 
folgender Punkte, die n Kräfte P^, P^, . . ., P„—i imd die Lage des 
Punktes Pf, gegeben; die Kraft P„ und die Lage der Punkte p^, ..-, p„ 
seien gesucht. 

In der That drücken die Gleichungen (34) nur aus, dass jedesmal 
■P» ~l" ^1 ~l" ■ ■ ■ + Pfl parallel ist mit pa+i — Pn- Daraus ergiebt sich 
folgende Konstruktion. Man zeichne ein (n -f- l)-eck A,^, A,, ..., A^, 
dessen Seiten von der Ecke A„ aus fortschreitend genommen den 
Kräften Fg, P,, , . . Pn_i gleich und gleichgerichtet sind, das heisst, 
yj^_^, = p^, J, — ^„ = Pj, A., — A^ = P^,..., 



, + p, -i---. + n, 



so ist 

A, — A„ = 
und die Gleichung (34) wird 
(34a) (A~A).(i'a+i-p=) = 0. 
Wird die gesuchte Kraft P„ gleich X — ^„ _ i 
gesetzt, wo X ein gesuchter Punkt ist, so 
geht die Gleichung (33) über in 

A„-i ~A^-i-X — A^-i = 0, 
das heisst: X = A„, das heisst, die Seite -^'^ 
Ä„ — A^^i der zu Hülfe genommenen Figur 
ist die gesuchte Kraft P„. Ferner schlage 
man, um die Punkte i>,, . . ., p,. zu | finden, um Pi, einen Kreis (oder 3 





im Räume eiue Kugel) mit dem Halbmesser a^, ziehe durch p^ eine 
Gerade parallel mit P„ (oder Aa — A„), so genügt jeder der beiden 
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Punkte, worin diese Gerade den Kreis (oder die Kugel) schneidet, statt 
p, gesetzt den Bedingungen des Gleichgewichtes. Um p^ schlage maii 
mit a^ als Halbmesser einen Kreis (eine Kugel) und ziehe von j)j die 
Gerade parallel mit Ä^ — A„, so genügt jeder der Durchschnittspunkte 
dieser Geraden und dea Kreises (der Kugel) statt p^ gesetzt den Be- 
dingungen des Gleict^ewiehtes, und so fort. 

Ea giebt also im Ganzen 2" Lagen des Gleichgewichtes. Allein 
man überzei^ sich leicht, dass es unter ihnen nur Eine Lage des 
sicheren Gleichgewichtes giebt, welche hervorgeht, wenn man statt 
der Geraden Strahlen zieht, die den Seiten Aa — A^ entgegengesetzt 
gerichtet sind. 

Es liesse sich freilich die angegebene Konstruktion auch leicht 
aus der Idee unmittelbar ableiten. Allein, verfolgt man diese begriff- 
liche Ableitung, so wird man sogleich sehen, dass sie mit der durch 
unsere Analyse gegebenen identisch und nur ihre Uebersetzung gleicli- 
sam in die Begriffssprache ist. Und dies ist überall der wesentlichste 
Vorzug der neuen Analyse. 

[§ 14. Uebergaug von Strecken zu Punkten.] 
Ich gehe nun dazu über, die vorher abgebrochene Entwickelung 
der neuen Analyse weiter fortzuführen. 

Ich hatte oben aus der Idee der Kongruenz das innere Produkt 
zweier Strecken abgeleitet. Jede Strecke erschien, als Differenz zweier 
Punkte, und das innere Produkt zweier StroclEcn also in der Form 

(a — b)x{c~ ä), 
wo a, h, c, d Punkte sind. Um von hier aus durch Auflösung der 
Kla]nmern zu inneren Produkten von Punkten, und von Punkten mit 
Strecken zu gelangen, will ich mich eines allgemeinen Ableitungs- 
geaetzes bedienen, welches überhaupt für die neue Analyse von der 
grössten Wichtigkeit ist. Nämlich: 

(Satz 12.) W&nn gewisse Gesetze aUgemein gelten für Differensen je 
stüeier Grössen aus emer Grössenr^he (a, h, c, .. .), und man hat irgend 
eine Glächmg (A), worin jene Grössen (a, J, c, , . ,) nur zu Differenzen 
gepaart vo-rliommen, und man leitet aus dieser Gleichung (Ä) dadurch, 
dass man jene Gesetze a/uch auf jene Grossen selbst statt auf ihre Diffe- 
renzen anwendet, eine neue Gleichungsform (ß) ah: so erhält man atts 
ihr, wenn man statt der Grössenreihe (a, Ö, c, ...) die Eeihe der Diffe- 
rensen {a — r, b — r, ...) dieser Grössen von irgend einer beliebigen 
Grösse (r) (dieser Beihe setzt, jedesmal eine richtige Gleichung; mid, wenn 
D medci- jene Grössen nur zu Differenzen gepaart enthält, so ist mich B 
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sehst eine richtige Gleichung; und moar erfolgt dies alles auch dann noeh, 
wenn man für solche Differenzen nur das Oesets allgemein annimmt, dass 
(a — 6) + (6 — c) = a — c sei. 

Tn iler That, da {a — h) -\- {b — r) = a — r ist, also aueli 
(35) a-t-{a-r)-(b~r), , 

SO karm man aus der Gleichung A dureli dies für die Differeiiztiü 
voraus gesetate Gesetz eine Gleichung A' ableiten, in welcher statt der 
Grössen a, b, c, ... , die in A vorkommen, nur die Differenzen a — r, 
h — r, c — r,... eingetreten sind. Leite ich nun aus A dadurch, dass 
ich die für Differenzen jener Grossen allgemein geltenden Gesetze auch 
auf diese Grössen selbst anwende, eine Gleichungsform JS ab, so werde 
ich, indem ich dieselben Gesetze auf die Differenzen a — r, h — r, ... 
statt auf a, h, . . . seihst anwende, zu einer richtigen Gleichung li' 
gelangen, welche sich von B nur dadurch unterscheidet, dass statt der 
Grössen o, 6, ... in B hier die Differenzen a — -r, b — r, ... einge- 
treten sind. Kommen ferner in der Gleichungsform B die Grossen 
a, I), . . . nur zu Differenzen gepaart vor, so werden auch in B' die 
Differenzen a ^ r, b — r, ... nur wiederum zu Differenzen gepaart 
vorkommen. Statt jeder solchen Differenz der Differenzen a — r, 
b — r, ... kann ich aber nach dem durch die Gleichung (35) darge- 
stellten Gesetze die entsprechende Differenz der Grössen a,b, ... selbst 
setzen, ohne dass die Gleichung aufhört eine richtige zu sein. Da- 
durch erhalte ich aber aus B' die Form B. Da also B' eine richtige 
Gleichung war, so ist es unter der zuletzt gemachten "Voraussetzung 
auch B. 

Hieran schliesae ich nun die Definition, welche vermöge des so- 
eben bewiesenen Satzes vollkommen ausreicht für alle analytischen 
Gesetze der PunktverknüpfuJigen, wenn die der Streckenverknüpfungen 
bekannt sind. Nämlich: 

(Erkläniag 8.) Mne Gleichung (B), welche Funkte enthält, die wenig- 
stens nicht alle zu Differenzen gqpaart sind, setze ich dann und nur dann 
ais richtig, wenn sich eine richtige Gleichung (A) auffinden lässt, in welcher 
die Bunkte nur su Differenzen gepaart vorkommen, und welche die Be- 
schaffenheit hat, dass man aus ihr, wenn man die bisher fiir Strecken 
allgemein erwiesmen Verlmil^fungsgesetge auch auf Punkte anwendet, die 
gegebene Gleichung (B) (ä)leiten kann. 

Hieraus folgt sogleich, dass, wenn man eine richtige Punktglei- 
chung B hat, in welcher die Punkte wenigstens mcht alle zu Diffe- 
renzen gepaart sind, und man aus ihr dadurch, dass man die Punkte 
wie Strecken behandelt, eine Gleichungsform C ableitet, in welcher 
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gleichfalls wen^stens niclit alle Punkte zii Differenzen gepaart sind, 
dieae gleielifaüs eine richtige Gleiclmng ist. Denn, nach der Definition 
ist S nur dann richtig, wenn sie sich aus einer richtigen Strecken- 
gleichung A durch Anwendimg der für Strecken geltenden Gesetze 
auch auf Punkte ableiten lässt. Da nun aus A auf solche Weise B , 
aus B wieder G abgeleitet ist, so ist also auch aus Ä die letzte auf 
solche Weise ableitbar, also C richtig. Aber, yermöge des vorher- 
gehenden Satzes 12 können wir, da für die Strecken a ~ h, h — c, 
auch wenn « &, c Punkte sind, die Voraussetzung jenes Sataes, dass 
( — V) -{- (1 — ) = (i — c ist, allgemein gilt, noch weiter gehen, 
d ^en h wenn C eine Streckengleichung ist, die aus Jß auf 

d e angegebene We 9e hervorgeht, sei sie richtig; denn dann geht C 
a ch aus A auf olehe Weise, nämlich durch Anwendmig der für 
St keu geltenden C esetze auf Punkte hervor, also ist C auch nach 
lem tngef hrten Satze chtig, wenn A es ist. Also 

Wen a e e lüge Gleichung, welche Funkte enthalt, dadurch, 
lass nun de f St l^t allgemein geltenden Gesetze «mcä auf Funkte 
vendet e e a de e Gleichung umwandelt, so ist diese gleichfalls 
r ht / 

Diesen Satz kann ich auch so ausdrücken und erweitem: 

(Satz 13.) Alle für Stredcen allgcmdn geltenden Verknüpfungsgesetze 
gelten auch für Punkte und iilerhaupt für Punktgrossen, 

lüimlich auch für Punktgrössen darum, weil dieselben Gesetze, 
die für Strecken allgemein gelten, auch für Vielfache derselben, da 
diese Vielfachen gleichfalls Strecken sind, gelten müssen, also auch 
für die Vielfachen der Punkte, das heiast, für Punktgrössen. Femer 
folgt vermittelst desselben Satzes 12, da jede richtige Punktgleichung 
B nach der Definition 8 aus einer richtigen Streckengleichuiig A 
ableitbar ist, also der in jenem Satze 12 für die Punktgleichung B 
aufgestellten Bedingung unterliegt, der Satz: 

(Satz 14.) Eine richtige Punktgleichung bleibt richtig, wenn ma/n statt 
der sämmtlichen darin vorkommenden Punkte (a, h, . . .) die Differenzen 
(a — r, h — r,...) derselben von einem und demselben Punkte (r) setzt. 

Durch Anwendung dieser beiden Sätze 13 und 14 gehen alle 
Gesetze der Verknüpfungen von Punkten und Punktgrössen aufs leich- 
teste hervor, wena man die Gesetze der Verknüpfungen von Strecken 
kennt. Ich will daher hier gelegentlich und zur besseren Vergleiehang 
auch die Gesetze der Addition und Subtraktion der Punktgrössen aus 
denen der Strecken ableiten. 
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[§ 15. Summen von PunktgrösBen.] 
Sind a, h, c, . . . Punkbe, und k, ß, y, , . . Zahlgrössen, und ist 
zuerst 

« + (i + r + ---0, 

SO hat man, werm r ein Iteliebiger Punkt ist, 

cca-^- ßh-i = ß« + ^6 H — (k + jS H )r 

= a(a-r) + ß(b-r) + ---, 
das heisst, wenn wir «, ß, ... die Gewichte der Punlitgrössen aa, 
ßli, ..., {a-\- ß ■{•■■■) ^h-Y Qesammtgewicht, und «(«■— »■) + /5(ö — r)-\ — 
ihre Gesammtabweiehung von dem Punkte r nennen: 

(Satz 15.) Eine Summe von Ptmh^rÖssen, deren Gesammfgewicht 
imll ist, ist eine Strecke; ihre Gesammtabw^ckung von einem veränder- 
lichen Funkte ist konstant, tmd der Strecice gleich, die ihre Summe ist. 

Ferner: Ist das G-esammtgewicht nicht null, so sei ihre Summe 
einer noch unbekannten Punktgrösse qx gleich gesetzt, wo 9 eine 
Zahlgtösse, x ein Pimkt ist, also 

(36) Ka-\-ßl-\----^^x, 
so ist nach Sata 14 

{36a) „(„_,-) + |S(J _ ,■) + .., = (,(„_,), 

Subtrahirt man diese Gleichung von (36), so hat man 

(« + /j + ...)r-(.'-, 

also, wieder nach Satz 14, wenn r' ein anderer- Punkt ist, 4 

{a Jr ß -^ ■■■)ir - r-) = Q{r ~ r), 
was eine Streukengleichung ist, aus welcher folgt 

(37) « + (i + f- 

Substituirt man diesen Werth in (36), eo hat mau 

(38) „(„^,) + /!(6-r) + .---(« + (S+...)(x-^), 
oder, da (k + (3 + ■ ■ ■) nicht null ist, 

(39) ^_^^. ,(.-^ + g(>-,,+ ,,. 

Wird nun x aus dieser Gleichung bestimmt, was durch eine einfache 
Konstruktion möglich ist, so ist auch Gleichung (38) richtig, also ist, 
da (36), nachdem für p und x die gefundenen Werthe substituirt sind, 
unmittelbar aus (38) hervorgeht, nach Satz 13 auch (36) richtig, wahreüd 
die Torhergohende Entwiekelung zeigt, dass, wenn (36) richtig sein 
soll, ^ und X nothwendig den in (37) und (38) gegebenen Bestim- 
mungen unterHegen müssen. 
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Setzen wir Übrigens in (36 a) -/ gleich x, so haben wir 
(40) a(a — x)-{-ß{b--x) + ---= 0. 

Bekanntlieh nennt man diesen Punkt x den Schwerpunkt zwischen 
den mit den Gewichten k, ß, . . . hehafteten Punkten a, 6, . . ., oder, 
mathematiacher ausgedrückt, die Mitte smschm den Punldgrössen ua, 
ßh, .... Also: 

(Satz 16.) Mne Summe von Fimkigrössm, d&en Gesamtntgeuidit 
nicht null ist, ist wieder eine Fwtüsigrösse, deren Gewicht das Gcsamml 
gewicht der addirten Ptmldgrössen (37), und deren Ort die Mitte rutschen 
ihnen ist (38); die Gesammtdbweichung der PunJdgrossen tow einem he 
liebigen Funkte ist gleich der ihrer Summe von demseUten Fimlde (36a), 
ihre Gesarmnt(ä>weiehung von der Mitte ist also null (40), und die Mute 
mrd also auch gefunden (39), wmn man von einem FunMe die Stret^een 
nach den Orten der Funklgrössen sieht, diese Strecken mit den sugehörigen 
Gewichten muUiplim-t, die Ft-odiilcte addirt, die Summe durch das Ge- 
sammtgewicht dividirt, und eine diesmn Quotienten gleiche Strecke sieht, 
welche jenen Funkt swm Änfangspunhte hat; do/nn ist der EndpunM dieser 
Strecke die gesuchte Mitte. 

Wenn wir sagen, das Geioicht einer Strecke bei null, und wenn wii 
Strecken und Punktgrössen zusammen Grössen rnster Stufe nennen, so 
folgt aus Satz 15 und 16 sogleich der Satz Das GeumJit eine} S»m»ie 
von Grössen erster Stufe ist gleich der Summe det Geuichte dei Siim 
manden, oder allgemeiner: 

(Satz 17.) Mne Gleichtmg zwischen Grossen erster Stufe, das hetsst, 
eine Gleichung, m welcher die Grössen erste) Stufe nut det Addition, 
Subtraktion, Vermdfachmig und Tlieilung unterworfen sind, hleiU richtig, 
tvcnn man statt der Grössen erster Stufe ihre Geimchte setzt 

[§ 16, Innere Multiplikation von Punktgrössen. Innere Grossen.] 
Ich gehe nun zu den inneren Produkten von zwei Grössen erster 

Stufe über. 
ü Sowohl das innere Produkt zweier Punktgröasen, als auch das 

einer Punktgrösse in eine Strecke lässt sich als Differenz zweier Quar 

drate oder als Vielfaches dieser Differenz darstellen. 

In der That, wenn im Folgenden unter a, 6, c Punkte, unter 

ß, ß, y ZaUgrÖsseji, unter p eine Strecke verstanden ist, so hat man 

a^-l^-^ia + VjX (a — h) = ^-^ x 2 (a — ?-). 
Der let/.te Ausdruck ist ein Produkt eines Punktes und einer Strecke. 
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Hat raaü claLer irgend ein Produkt einer Punktgrösse imd einer Strecke, 
etwa ycXp, welches gleich cxyp ist, so hat man nur. — ^— 
gleich c und 2(a — b) gleich yp zu setzen, wodurch a und h be- 
stimmt sind, wenn y, c,p gegeben sind, und erhält dann ycXp'^a^ — b", 
wodurch das innere Produkt einer Punktgrösse in eine Strecke auf die 
Differenz zweier inneren Punktquadrate zurückgeführt ist. 

Ebenso ist 

ß («ä _ jjs-j = K (a + p) X (a - p), 
wo a -{- p und a — p Punkte sind. Hat man daher irgend ein Pro- 
dukt zweier PunktgrÖssen ^h X yc, welches gleich ßyh X c ist, so 
hat man nur ßy gleich a, h gleich a -\- p und c gleich a — p ku 
setzen, wodurch a, a, p bestimmt sind, wenn ß, y, h, c gegeben sind, 
und erhält dann ßb x. yc gleich k (a^ — p^). Beide Resultate in Worten 
ausgedrückt: 

Das [innere] Froduht einer Pnnlctgrösse und einer Strecke ist 
ijleidt äer Differens (a^ — i^) der Quadrate sweier Ftmhfe a und h, welche 
den Ort der Fnnktgrösse in der Mitte zwischen sieh Jiaben, und deren Ab- 
stand (a — b) gleich der mit dem halben Gemchte der FUnIctgrösse multü 
plicirtm Strecke jenes Froduldes ist. Und das [innere] Produkt sweier 
Funktgrössen ist gletchd^ mit einem Konfidenten a muUiplicirten Diffe- 
renz a* — p^ der Quadrate eines Pimicfes a und einer Sirei^ce p, indem der 
Koefficient k gleich dem Produkte der Gewichte beider Funktgrössen, der 
FunM a die Mitte mmschen ihren Orten und das Quadrat der Streclie jy 
gleich dem Quadrate des Abstandes eines dieser Orte von der Mitte ist. 

Statt a (a^ — p^ können wir auch sehreiben aa^^rxp^; somit 
können wir eine beliebige Summe von inneren Produkten auf die Form 

«,< + «, <i,' + ... + A + ^. + "-, 

{)der mit der Summenbezeichnung auf die Form 

brii^n, wo k Zahlgrösseu, a Punkte und A innere Streekenprodvikte 
bezeichnen. Also, eine jede Gleichung zwischen inneren Produkten wird 
sich auf die Form 

(41) s««' + S-i-o 

bringen lassen. 

Soll nun diese Gleichung richtig sein, so muss nach Sat« 14 ftlv 
jeden Punkt r 

(42) S«(o^.)' + S^-0 

sein, das heiswl,, 4 
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(43) S««' + S^ - 2»- X S«a + »■' S« = 0, 

Difise Gleichung vou der gegebenen (41) aabtrahirt, erMlt man 

(44) 2r X Saa — r^ S« = 0. 
Also wieder nacli Satz 14 für jeden Punkt / 

(45) 2{r — r) X Stt(a — /) — (r — rj S« = 0. 

Da man r und r' beliebig wählen kann, so kann man r von r' 
verschieden annehmen, und r so wählen, dass die Strecke r — r' senk- 
recht wird gegen die Strecke S/x(a — r')\ dann wird in (45) das 
erste Glied (nach Satz 3) null; also erhält man 

(r-r')'S«-0; 
und da hierin r von r' verschieden, also (r — r')^ nicht null ist, so 
muss 

(46) S« = 

sein. Substituirt man diesen Werth in die Gleichung (45), welche für 
aUe Lagen der Paukte r und r' gilt, so hat man 
2{r~r')x^cc{a — r') = 
noch immer für jede Lage der Punkte r und r'. Nun kann mau hier 
also auch r so wählen, dass es von r' verschieden, aber r — r' nicht 
senkrecht auf ^a(a — r') ist ; dann moas (nach Satz 3) S « (a — r' ) 
null sein; also, da r' S« nach (46) null ist, so muss 

(47) S«« = 

sein. Diese Gleichung sehliesst (nach Satz 17) die Gleichung (4b) niit 
ein. Wenn nun ausser dieser Gleichung (47) noch tui iigend einen 
Punkt r die Gleichung (42) gilt, so folgt daiana, weil ms (42) die 
(43) heiTorgeht, und diese vermöge (47) und dei von diesei mit ein 
geschlossenen (46) sich in (41) verwandelt, die Richtigkeit diesei 
letzteren. 

Also eine Gleichung von der Form (41) ist dinn und um dann 
richtig, wenn die Gleichung (47) und filr ugend einen Punl t J die 
Gleichung (42) stattfindet. Diese ganze Sehlus'ireihe fa8«t emen ausser 
ordentlichen ßeiehthum von Beziehungen m sich, die ich nun, wie 
auch den Satz selbst in Begriffe kleiden will 

Ich will die Grösse aa die Mittelgrösse des vielfachen Punkt 
quadratea «a^ nennen und sagen, die Mittelgrosse eines inneren l?ti ecken 
Produktes sei null, ferner will ich die Grösse a(n — * i du, Alnicii^iitng 
des vielfachen Punktquadrates aa* von dem Punkte » nennen und 
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sagen, die Abweichung eines inneren Strectenproduktes von einem be- 
liebigen Punkte sei diesem inneren Streekenprodukte | selbst gleich. 44 
Setzen wir dies fest, so läast sich das Resultat der vorhergehenden 
Entwictelung in folgenden Satz fassen: 

Eine Gleichung, deren Glieder vielfache Punklguadrafe und ' itmerc 
SlrecJcmproäukte sind, ist dann und nur dann richtig, wenn die beiden 
Gleichungen, tvelche hervorgehen, wenn man einesiheäs siaü der Glieder 
ihre Mittelgrössen vmd andemtheils statt derselben ihre Abweichungen von. 
irgend einem Pmkte (r) seist, richtig sind. 

Wir können diesen Satz in noch einfacherer und allgemeinerer 
Form ansspreehen, indem wir unter der Mittelgrösse und unter der 
Abweichung einer Summe von vielfachen Funktquadraten und inneren 
Strecken Produkten, wenn diese Summe sich nicht auf Ein solches viel- 
faches Punttciuadrat oder auf Ein inneres Streckenprodukt zurück- 
führen lässt, die Summe aus den Mtttelgröasen oder aus den Ab- 
weichungen der Stücke jener Summe verstehen, die Abweichungen näm- 
lich immer auf denselben Punkt bezogen. Ferner will ich jene viel- 
fachen Punktquadrate sowohl, als auch die inneren Streekenprodukte 
und beliebige Summen beider Arten von Grössen innere Grössen nennen. 
Dann folgt unmittelbar der allgemeine Satz: 

(Satz 18.) Jede Gleichimg, deren Glieder innere Grössen sind, ist 
dann und nur dann richtig, wenn die beiden Gleichungen, welche hervor- 
gehen, wenn man einestiieüs stau der Glieder ili/re Mittelgrössen uitd 
andemtheils statt derselben ihre Abweichungen von irgend einein Funkte r 
setst, richtig sind. 

Oder: 

(Satz 18a,) Gleiche innere Grössen hohen gleiche Mittelgrössen tmd 
gleiche Abweichungen von jedem beliebigen Fmilcte, und umgekehrt, wenn 
zwei innere Grössen gleiche Mittelgrössen und gleiche Abtmchmigen von 
irgend einem Punkte haben, so sind sie einander gleich. 

[§ 17. Erste Art von Summen innerer Grössen: Innere Strecken- 
Produkte,] 

Wir gehen nun von diesen allgemeinen Sätzen zu den besonderen 
Fällen über, um überall möglichst bestimmte Anschauungen zu gewinnen. 

Betrachten wir die Summe beliebig vieler innerer Grössen, die 
immer in der Form 

Saa'+^A 
dargestellt werden kann, so können hier drei wesentlich verschiedene 
Fälle eintreten, welche die drei Arten von inneren Grössen liefern. 
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Nämlich die Summe der Mittelgrösaen oder, was dasselbe ist, die Mittel- 
grosse der Summe kann null oder eine Strecke oder eine PunktgrÖsse 
sein. Nach diesen drei Hauptfalleii wollen wir die Betrachtung der 
hesonderen Fälle sondern. 

Erstens (Satz 19.), menn die Summe der su dm inneren Grössen 
gehörigm Mittelgrössen, also auch die eu der Summe jeizer inneren Grossen 
gehörige MiUelgrösse seihst null ist, so ist diese Summe ein inneres Strecken- 
proäuki, nämlich dasjenige, was der Summe der Äbweichimgen jener inneren 
Grössen von irgend einem Tunkte gleich ist. 

Dies ergiebt sich nicht nur avis obigem Satze 18a, sondern auch 
unmittelbai', indem dann 

S««' + S4 _ S««' - 2rS„a + r'S» + S^ 
5 iat, weil ^aa und also auch S*^ null sind, ulso tst jener Aiisdruek 

da 

(48) S«a^-3rS«« + r^S«-S«(«-'-)^ 

ist. Zugleich liegt liieriu der direkte Nachweis, dass i]i diewein Falle 
die Summe der Abweichungen von einem veränderliclien Punkte kon- 
stant ist, also namentlich 

%a{a-rf 

konstant ist, wenn r voriinderlich und S«« null ist. 

[§ 18. Zweite Art von Summen innerer Grössen: Innere Plangrössen.] 
Die beiden anderen Fälle nun fuhren uns zu den Begriffen der 
neuen Grössen. Nämlich es sei zweitens die Summe der Mittelgrössen 
eine Strecke p, das heisst (nach Satz 15), die Summe ihrer Gewichte 
sei null. 

Ich gehe hier von dem einfachsten Falle aus, näiulieh von der 
Betrachtung der Summe a^ + ( — 1) h^, oder, was dasselbe ist, der 
Differenz a* — V, also der Differenz zweier Punktquadrate. Diese ist, 
wie wir schon oben zeigten, einem inneren Produkte von Punkt und 
Strecke gleich, nämlich 

a^ — W = {a + b)x{a^ b), 
und setzen wir hier « + 6 = 2c, so dass also c die Mitte ist zwischen 
a und b, und setzen wir die Strecke a — b = p, so folgt, dass 

(49) o'-f(— l)6' = 2cXi9 = cx2{j 
ist, wenn 
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(50) a -{• b = 2c und « - — b = p 

ist. Durch diese Gleichungen ist die Mittelgrösse und die Abweichung 
eines inneren Produlites cX2p von Punkt und Strecke bestimmt, da 
sie der Mittelgrösse und Abweichung der ihm gleichgesetzten Summe 
«^ + ( — 1) ¥ gleich sein muss. Nun ist die Mittelgrösse dieser Summe 
gleich a + (— 1) & = a — b ^ P, das heisst, die Mittelgrösse eines 
inneren Produktes von Punkt und Strecke ist der Hälfte dieser Strecke 
gleich. Ferner die Abweichung der Summe a^ + ( — 1) ^^ ^on r ist 
(a _ rf -{- (— 1) (6 — ry. Dies ist gleich a' — h^ ~ 2(a — b)x r, 
also gleich (a -\- l — 2r) X (a — h), also aus (50) suhstituirt, gleich 
(c ~ r) X 2jo. Also ist auch der zuletzt gefundene A\isdruck die Ab- 
weichung des inneren Produktes c X 2p von dem Punkte r, das heisst, 
die Abweichung ehies inneren Produktes ex q aus Punkt und Strecke 
von einem Punkte r ist einem ümeren Streckenprodukte gleich, dessen 
einer Faktor die Strecke jenes Produktes und dessen anderer Paktor 
die Abweichung c — *■ des Punktes c jenes Produktes von dem 
Punkte r ist. 

Habe ich nun eine beliebige Summe üinerer Grössen S««^+ S.^ 
von der Art, dass der Mittelwerth dieser Summe eine Strecke p ist, 
so ist die Frage, ob ich auch diese Summe einem inneren Produkte 
c X 3 eines Punktes c in eine | Strecke q gleichsetzen kann. 4 

Es wird diese Gleichheit dann und nur dann stattfinden (nach 
Satz 18), wenn die Mittelgrösse sowohl, als die Abweichung von irgend 
einem Punkte r bei S*"*^ + S-^ ebenso gross sind als bei cxq. 
Die Mittelgrösse von cx.q wird also dann gleich p, also q = 2p 
sein müssen, und Frage ist nur noch, ob c so gewählt werden kann, 
dass die Abweichung des Produktes c X 2p von einem Punkte r gleich 
der Abweichung jener Summe von demselben Punkte r sei. Es sei die 
letztere Abweichung Ar, wo also Ar ein inneres Streckenprodukt dar- 
stellt; es fragt sieh also, ob c so gewählt werden kann, dass 

(51) (c~r)x2p = Ar 

sei. Man nehme zuerst irgend einen Punkt c von der Be'schaffenheit, 
dass (c' — r) X 2p nicht null ist, das heisst, c' von r verschieden und 
c — r nicht senkrecht gegen p ist, so wird, da innere Streckenpro- 
dukte immer mit Zahlgröasen proportional sind (Erklärung 3 und 4), 

{c — ■ r) X 2 j? = MI A,- 
gesetzt werden liönnen, wo m irgend eine ZahlgrÖsse bedeutet, die 
nicht iiuU ist. Nimmt man dann 

(«--'■)-i («'-'■), 
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das heisst, nimmt man eine Strecke, deren Anfangspmikt r ist und 
welche gleich dem »j-ten Theile der Strecke (tf — r) ist, und nennt 
den Endpunkt derselben e, so ist 

(c— r) X 2p =^ -^ {c — r) X 2p = ~ mA,. = A^, 

das heisst, der so gefundene Punkt c genügt der Gleichung (51) Ahn 
ist nun in der That cX2p jener Summe gleich 

Ehe wir dies Resultat in Form eines Satzes aussprechen, wollen 
wir die Bedeutung eines inneren Produktes von Punkt und Strecke 
ins Auge fassen; diese Bedeutung hängt von dei Eeintwoitung dei 
Frage ab, wann zwei solche Produkte aXp und öx^ gleichgesetzt 
werden können. Sollen sie gleich sein, so muss zuerst ihre Mittelgrösse 
gleich sein, also muss zuerst p =^ q sein. Es fragt sich also, wann 
ffi X j) = ft X _p sei. Offenbar dann und nur dann, wenn (a — b) X j» = tt, 
das heisst, entweder a = h, oder a — h senkrecht gegen p ist, also 
zusammengefasst, wenn a und h in Einer gegen p senkrechten Ebene 
liegen. Da also zwei Produkte von Punkt und Strecke dann imd nur 
dann gleich sind, wenn diese Strecke und die durch den Punlct gegen 
die Strecke senkrecht gelegte Ebene zusammenfällt, so bestimmt jene 
Strecke und diese Ebene den Begriff jenes inneren Produktes. Wir 
nennen daher das innere Produkt eines Punktes in eine Strecke eine 
Ebenengrösse oder eine PJangrösse, und zwar zur Unterscheidung von 
der bei der äusseren Multiplikation sich ergebenden Plangrösse (Grass- 
mann's Ausdehnungslehre § 114) eine innere Piangrösse, und die Fläche, 
in welcher der Punktfaktor ipne& Produktes sich frei bewegen kann, 
ohne den Werth des Produktes zu andern, die Fc^torßäclie der Plan- 
grösse. Nach diesen Bestimmungen können wir nun die gewonnenen 
Resultate in folgendem Satze zusammenfassen: 

(Satz 20.) Bas innere Pmdulf eines Punktes in eine Stveche 
ist eine innere Plangrösse, deren Mittelgrösse die Balfte dieser Strecke, und 
47 d&ren Fc^ctorfläche die | durch den Punkt gegen die Sirecice senhreckt gdegte 
Ebene ist. Die Ähweichimg doselbm, von einem Punkte r ist gleich einem 
inneren Produkte, dessen einer Faktor dem Doppelten ■^■er Mittelgrösse {oder 
der Strecke jenes Produktes) gleich ist, und dessen anderer Faktor die 
Abweidiung dnes heliebigert Pimktes der Faktorfiäche von dem Punkte r 
ist. Die Siimine mehrerer innerer Grössen ist äanm und nur dann eine 
Minere Plangrösse, wenn die Mitielgrösse jener Summe einer StrecJce von 
geltendem Werthe {das heisst, die nicht null ist) gleich ist. 

Hierin liegt auch der besondere Satz, dass die Summe von Plan- 
grössen, wenn die Mittelgrösse der Summe nicht null ist, wieder eine 
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Plaagcösse liefert, während schon in Satz 19 nachgewiesen ist, dass 
diese Snmme, wenn ihre Mittelgrösse null ist, einem inneren Strecken- 
produkte gleich sei. 

Um die innere Plangrösse mit der äusseren (Ausdelinungslehre 
§ 114) vergleiclien zu können, sei eine beliebige Gleichung zwischen 
inneren Plangrössen und i 



(52) ^axp+^qxv = 

gegeben, worin die Gfrössen a Punkte, die Grössen p, q, v Strecken 
vorstellen, und es seien die den Gfrössen p, v senkrecht proportionalen 
Flächenräume P, V (vergleiche Erldärung 5). Dann werden die äusseren 
Produlde a.P äussere Plangrössen sein, die äusseren Produkte g.F 
aber Körperräume darstellen. Nun lässt sich leicht nachweisen, dass, 
wenn die Gleichung (52) richtig ist, auch die Gleichung (Ö3) 

(53) So.P+S<r.F=0 

richtig sein müsse und umgekehrt aus (53) wieder (52) hervorgehe. 
Denn die erstere (52) ist nach Satz 18 dann und nur dann richtig, 
wenn Sil = und 

(54) S(a — rj x^ + S^ X 1' = 

für irgend einen Punkt r, und ebenso die letztere (53) nach Grass- 
mann's Ausdeknungslehre § 112 dann und nur dann, wenn SP = und 

(M) S(«-r).P+Sg.F-.o 

für irgend einen Punkt r. Nun haben wir oben (Satz 5 b) nachge- 
wiesen, dass, wenn jene Gleichungen (54) gelten, auch diese (55) 
gelten müssen und umgekehrt, also wird auch (52) richtig sein, wenn 
(53) es ist, und umgekehrt. Also: 

(Satz 21.) Innere Fwdvhte, von deren beiden Faktorefn jedesmal 
wenigstens &,ner eine Strecke, der andere eine beliebige Grösse erster Stufe 
ist, verhalten sich wie die äusser&t Produkte, welche Jurvorgehen , wenn 
man statt jener Streckm die senkrecht proportionalen Fläehenräume setzt, 
den andern Faltor tn jedem Produkte unverändert lässt und das Zeichen 
der inneren Mnlfiphhitton in das der äusseren v^-wandelf, das heissl, 
jede richtige Gleteknng simscken jenen inneren | Prodiikten bleibt richtig, 48 
wenn man statt ihrer rfieae äusseren Prod/ahte setzt und umg^hrt. 

Wegen dieser üebereinstimmung in der Bedeutung habe ich beide 
Grösseuarten mit dem gleichen Namen der Plangrössen bezeichnet. 
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[§ 19. Addition innerer PlangrÖssen.] 

Ich will imn noch die Addition zweier Plangrüssen und die einer 
Plangrösse und eines imieten Streckenprodukfcea im Einzelnen durcligeheii. 

Bei der Addition zweier Plangrössen können wir zwei Fälle Tinter- 
scLeiden, nämlich dass sich ihre Ebenen schneiden oder nicht. Im 
ersteren Falle sei a ein gemeinschaftlicher Pmikt beider Ebenen, ao ist 

a X i? -{- a X 2 = ffl X (p + g), 
das teisst, die Summe sioeier Flangrössen, die sich schneidmi, ist eine 
Flmigrösse, deren Ebene mit den Ebenen der Jmden eu summirenden Flan- 
grössen eine gleiche Durchsehniüskante Jiat, und deren MütelgrÖsse die 
Summe ist öms denei^ der Summanden. 

Wenn die Ebenen sich nicht schneiden, das heisst also, parallel 
laufen, so werden die Mittelgrössen Vielfache derselben Strecke p sein. 
Sind dann aXap und b X ßp die beiden Summanden, so ist 
a X ccp + b X ßp = {aa -{- ßb) X p = s X {a + ß)p , 
wenn (a -(- ^) s = «« + ^ft und a -\- ß nicht null ist, das heisst, s die 
Mitte zwischen aa und ßb ist. Also, die Summe zweier paralleler Flan- 
grössen ist, werm die Summe ihrer Mittelgrössen nieht mill ist, eine Flan- 
grösse, deren Mittelgrösse die Summe ist aus denen der Summanden, und 
deren Ebene dm^i der Summomden parallel ist und so liegt, dassy werm 
moM eine Gerade sieht, vxlcke diese Ebene in s schneidet und die Ebenen 
der Summanden in a v/nd b,-s die Mitte ist zivischen swei Punhtgrössen, 
die in a und b liegen und deren Gewichte sich wie die zugehörigen Mittel- 
grossen der Summa/näen verhalten. 

Wenn die Summe der beiden Mittelgrössen null ist, so folgt, da 
a'Xp — hx.p = {a — h) X.p 
ist, dass dann die Sumtne ein inneres Streckenprodu^d sei, dessen einer 
Faktor das Doppelte, p, von der Mittelgrösse des einen Summanden, und 
dessen anderer Faktor eine beliebige Sireclce von einem Funkte in det- 
Ebene des anderen Summanden nach einem Fwnkte in der Eiene des 
ersteren ist 

Da endlich 

aX.p-\-qX.p = (a-{-q)x.p 

ist, so folgt: Eie Summe einer inneren Flangrösse und eines inneren 
Strechenprodukies ist wieder eine imtere Fkmgrösse, deren Mittehcertlt 
gleich ist dem der erstei'en und deren Ebene dadurch hervorgeht, dass die 
Ebene jener ersteren Flangrösse um eine Strecke q vorrü^t, welche mit 
dem EoppeUen, p, der Mittelgrösse ein inneres Frodidct liefert, das dem ge- 
gebfavm inneren Streckenprodukt gleich ist. 



y Google 



Addition iimerer riangrüssen. — Kugclg rossen. 385 

f§ 20. Dritte Art von Snmnien innerer Grössen: Kn gel grossen.] 
Nun sehreite ich za dem dritten Falle der Addition innerer Grössen, 
wo nämUch die Mittelgrösse der Summe eine Punktgrösse ist. Und 
dieser Fall ist es, der zu ganz nenen, keiner der früheren Grossen- 
gattimgen proportional zu setzenden Grössen führt. 

Zuerst kann man jedesmal jede aolehe Summe, deren Mittelgröase 
eine Punktgrösse cca ist, die nicht null ist, gleich aa^ -\- A setzen, 
wenn nur A die Ähweichung jener Summe von dem Pimkte a ist; 
denn die Abweichung der Grösse cca^ -{- A Yon dem Punkte a ist 
gleich A, also Mifctelgrösse und Abweichung von dorn Punkte a dann 
auf beiden Seiten gleich, also | die Gleichung richtig (nach Satz 18). 4' 
Da hier «a, also auch a nicht null sein soll, so kann man statt 
aa^ -\- A auch schreiben a(a^ -{■ A'), wo J.' = — . Es treten hier 
für die nähere Betrachtung drei wesenthch verschiedene Fälle hervor 
je nachdem nämlich A' negativ, positiv oder null ist. 

Im ersteren Falle sei A' = ^p^, so wird a(a^ -\- Ä') gleich 
«(fl^ — p^) = a(a+p)X (a — p), 
das heisst, gleich dem vielfachen inneren Produkte zweier Punkte, deren 
Mitte a und deren Entfernung von der Mitte quadrirt p^ giebt. Die 
MiitelgrÖsse aa eines solchen vielfachen Punbtproduktes ist also die 
mit dem Koefficienten a multiplicirte Mitte beider Punkte {daher der 
Name Mittelgrösse), und die Abweichung desselben von der Mitte ist 
das mit dem Koefficienten — « multipiieirte Quadrat der Entfernung eines 
der beiden Punkte von ihrer Mitte. Hieraus folgt also sogleich, dass 
zwei vielfache innere Punktprodukte gleich sind, wenn der Koefficient, 
die Mitte der Funkte und das Quadrat der Entfemui^ dieser Punkte 
von der Mitte bei beiden gleich sind; oder anders ausgedrückt, ein 
solches Produkt behält seinen Werth, wenn der Eoefficient konstant 
ist und die Punkte Endpunkte eines Durchmessers einer festen Kugel- 
fläche bleiben. Da somit ein solches Produkt an die Kugelfiäcbe ge- 
knüpft ist, so nennen wir das vielfache innere Produkt zweier Punkte 
eine Kitgelgrosse, und jene Kugelflächc, in welcher die Punktfaktoren 
sich bewegen können, ohne den Werth des Produttes zu ändern, die 
Fdktorfläche der KugelgrÖsse. 

Wir gehen nun zu dem andern Falle über, wo A' positiv, gleich 
jp^ ist, also 

«(«^ + ^') = „(aä + p^) 

ist. Dann lässt sich a' + p^ nicht in reelle Punktfaktoren zerlegen, 
also hat dann jene Grösse a (a^ + jj^ auch keine reelle .Faktorfläehe. 
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Dagegen lässt sich diese Grösse offenbar als Summe von Pimktquadraten 
oder von vielfachen Punktquadraten mit positiven Koefficienten dar- 
stellen, und am einfachsten in der Form ß (l)^ -|" '^^)- 
Tn der That wird dann und nur dann 

«(«•' + rt-C(!'' + «') 

sein, wenn erstens die Mifctelgrösse beider Seiten gleicb, also 
das heisst 

also a die Mitte zwischen h und c ist, und zweitens die Abweichung 
beider Seiten von irgend einem Punkte, zum Beispiel der Mitte a, 
gleich, gross ist. Die der linken Seite ist ap^, die der rechten 
^((6 — ö)^ + {e — a)^), oder, da ß^^ i^d (& — m)^. da « die Mitte 
ist zwischen & und c, gleich (c — a)^ ist, so ist die Abweichung der 
rechten Seite von a gleich «(6 — «)^, das heisst also: wenn zweitens 
{b — ay = p^ ist. Es lässt sich also jene Grösse a {a^ + p^) in der 
That als eine mit der Hälfte des Koefficienten « multiplicirte Summe 
der Quadrate zweier Punkte b und e darstellen, deren Mitte a, und 
deren quadrirte Entfernui^ von der Mitte gleich p^ ist. Daraus folgt, 
dass man, ohne den Werth des Ausdrucks zu ändern, statt der Punkte 
fio i und c zwei beliebige | andere, i' und c', nehmen kann, welche gleich- 
falls a zu ihrer Mitte haben und von a eben so weit abstehen wie 
jene, oder anders ausgedrückt, welche Endpunkte eines Durchmessers 
derjenigen Kugelfläche sind, die die Linie von 6 nach c zu ibrem 
Durchmesser hat. 

Also auch diese Grösse a(a^-^p^) oder cc{a^~\' A'), wo A' positiv 
ist, bleibt an eine Kugelfläehe geknüpft. Wir nennen daher auch diese 
Grösse eine Kugelgrösse, und wollen die Fläche, auf welcher sich die 
Punkte, als deren vielfache Quadratsumme jene Grösse sich darstellen 
lässt, ohne Werthänderung der Grösse bewegen können, die Miüelfläche 
der Kugelgrösse nennen. 

Um diese Idee der Mittellläche (als einer mittleren) näher ins 
Auge zu fassen, wollen wir eine beliebige Summe von n Punktquadraten 
betrachten, also etwa. 

öl' + «ä' H — 
oder kürzer geschrieben, S«*, so ist die Mittelgrösse dieser Summe 
S« oder Jis, wenn s der Schwerpunkt zwischen den Punkten «j, a^, ,,. 
ist; und die Abweichung von diesem Schwerpunkte s ist § (a — s'f. Das 
arithmetische Älittel sämmtlicher Abweichungen von s ist 
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8 (.-■)■ 

was = ]f gesetzt werden mag. DaDti ist 

weil beide Seiten gleiche Mittelgrösse fö « = «sj und gleiche Ab- 
weichwng von s (S (« — sf = wp'*] haben. Nnn ist aber p der Halb- 
messer der Kugelfiäche, die wir die Mittelfläche genannt haben, und 
ihr Quadrat ist das arithmetische Mittel zwischen den verschiedenen 
Abweichungen der Punktquadrate a^^, a^, . . ., oder, denkt man sieh 
durch jeden der Punkte a^, a^, ... eine Kugelfläche gelegt, welche die 
Mitte s KU ihrem Mittelpunkte hat, so ist die Mittelfläche eine Kugel- 
fiäche mit demselben Mittelpunkt, deren Inhalt (das heisst, da es eine 
Fläche ist, deren Flächeninhalt) das arithmetische Mittel ist zwischen 
denen jener Kiigelflächen, daher der Name der Mittelfläche, 

Wir nennen aomifc die Grosse «a^ + A, wenn a nicht null ist, 
mag nun A negativ oder positiv sein, ja aneh wenn A null ist, eine 
Kugelgrösse; ihre Mittelgrösse ist «a, ihr Mittelpunkt «, ihr 
Gewicht «, ihre Abweichung vom Mittelpunkiie ist A. Wir nennen 
diese Abweichung A den Inhalt oder Gehalt der Kugelgrösse*). 
Das vielfache Punktquadrafc erscheint somit als eine Kugelgrösse, deren 
Inhalt null ist. 

Ehe ich die gewonnenen Resultate in einem Satze zusammenfasse, 
■wül ich noch daran erinnern, dass wir — = ^ setzten, und wenn Ä 
negativ war, j der Halbmesser der Faktorfläche quadrirt — A' (also 5 
einen positiven Werth) Ueferte, hingegen, wenn A' positiv war, der 
Halbmesser der MitteMäche quadrirt A selbst üeferte. Somit erhalten 
wir den Satz: 

(Satz 22.) Es giebt drei Arten innerer Grössen: die inneren 
Streclcenprodukte, welche den Zahlgrossen proportional sind, die inne- 
ren Flangrössen, welche den äusseren Plangrössen p-oportional sind, und 
die Kugelgrossen. Eine Summe innerer Grössen liefert ein inneres 
SireckenprodiM, eine innere Flangrösse oder eine Kugelgrösse, , 



*) Hierbei hat man nicht an den kubischen Inhalt der Kugel au denien, 
uondem, da die Grösse als eine quadratische erscheint, au den Flächeninhalt, 
also an den Inhalt dei Kugelfläfllie. In der Tha,t ist der Inhalt der Kngelgrössen 
dem mit dorn KoetSoienton multiplioii'tcn Jläclieiiinhalt der Kugelflacbe propor- 
tional, wenn man nur noch die Kugeifläche, wenn sie Mittelfläche iat, positiv, 
wenn Faktorfläche, negativ setzt. 
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die Mittelgrosse null, eine SU'ecke oder eine Punlttgrösse ist. Jn dem leisten 
Faüe ist der Inlialt der Kugelffrösse der Abweichung jener Summe von dein 
Mittelpunkte dieser KugelgrÖsse gleich. Wenn dieser Inhalt null ist, so ver- 
wandelt SJCÄ die Kugelgrösse in ein vielfaches oder einfaches Futiktqtiadrat; 
wenn er nicht null ist, so liefert die Summe entweder eine Kugelgrösse 
mit reeller Faktorfläche oder mit reeller Mittelfläche, je nachdem der durch 
das Gewicht dividirte Inhalt der Kugelgrösse negativen oder posiUven 
Werth hat. Beide Flächen sind Kugelflächen, deren MUtelpunkt der Mittel- 
punkt der Kugelgrösse ist; das Quadrat von dem Balbmesser der Mittel- 
fläche ist dem dujrch das Gemcht divtdirten InhiUe gleich, das Quadrat 
von dem Halbmesser der Faktorfläche ist das Entgegengesetzte dieses 



[§ 21. Geometiiöohe Darstellung der Summen innerer Grössen.] 

Es kommt nun nur nocli darauf an, durch möglicliBt bestimmte 
geometrische Anschauungen die Summe zweier Kugelgrössen oder einer 
Kugelgrösse mit einer andern inneren Grösse zn fixiren. 

Zuerst seien zwei innere Grössen mit reellen Faktorflächen (also 
Kugelgrössen dieser Art oder Plangrössen) za addiren, deren Paktor- 
fiäehen sieh trefi'en (schneiden, berühren oder zusammenfallen): ao 
werden sich beide, wenn a ein gemeinschaftlicher Punkt ist, in der 
Form aXb, aXc darstellen lassen, wo h nnd c beliebige Grössen 
erster Stufe sind (Strecken oder Punttgrössen, je nachdem die inneren 
Grössen Plan- oder Kngel-Grössen sein sollen). Da ihre Summe 
ß X (6 + ") ist, so folgt, dasa diese Summe auch eine innere Grösse 
mit reeller Faktorfläche ist, deren Faktorfläche mit denen der Sum- 
manden dieselben Punkte gemeinschaftlich hat, wie diese unter sieh. 
Also; 

(Satz 23a.) Zwei innere Grössen mit reellen, sich treffenden Faktor- 
flächen liefern als Summe wieder eine innere Grösse mit reeller Faktor- 
fläche, deren Faktorfläche mü denen der Summanden alle Pv/nkte gemein- 
schafflich hat, die diese u/nter sich gemeinschaftlich haben, und deren Mittel- 
grosse die Summ^ aus den MittelgrÖssmt der Summanden ist. 

Hieraus folgt eine höchst einfache Konstruktion der Faktorfläche 
der Summe unter den angeführten Bedingungen. Nämlich, man kon- 
struire, wenn die Summe der Gewichte nicht null ist, nach Satz 16 
den Ort der Mittelgrösse , das heisst, die Mitte zwischen den mit den 
zugehörigen Gewichten behafteten Mittelpunkten beider Kugelgrössen, 
und schlage um diesen Punkt als Mittelpunkt eine Kugelfläche, welche 
durch einen der gemeinschaftliehen Punkte beider Faktorflächen geht, 
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SO ist diese die Faktocfiäehe der Summe; und wenn die Summe | der 5 
G-ewichte null ist, so lege man eine Ebene durch die gemeiaschaft- 
liehen Punkte beider Faktorflächen, oder wenn sie sich berühren, eine 
in diesem Berührungspunkte gleichfalls die beiden Faktorfiächen be- 
rührende Ebene, so ist diese Ebene die Faktorfläche der Summe. 

Um auch im allgemeineren Falle die Summation der Kugelgrössen 
auf geometrische Anschauungen zurückzuführen, will i<jh noch eine 
Benennung einführen, durch welche ich die geometrischen Beziehungen 
zwischen Kugelgrössen stets rein geometrisch ausdrücken kaun. Näm- 
lich ich werde die Kugelgrösse o^ — j)^, welche als inneres Produkt 
zweier Punkte (a-\-p)x(a — p) erschien, schlechthin einer Kxigel- 
fläche gleich setzen, deren Mittelpunkt a und deren Halbmesser p ist. 
Dann ist klar, dass «.^ + ^^, da es gleich (f — ()/-— 1 py ist, als Kugel- 
fläehe mit reellem Mittelpunkte a und imaginärem Halbmesser Y— Ip 
erseheint; ich will eine solche eine ideelle Kugelfläche, und die Kugel- 
fläche a^ — p" die ihr entsprechende reelle Kugelfläche nennen. 
Noch will ich bemerken, dass der Gehalt einer Kugelfläche a^- — p^ der 
oben angegebenen Bestimmung gemäss gleich dem negativen Quadrat 
ihres Halbmessers, also gleich — p*, der der ideellen Kugelfläche also 
positiv ist. Hiernach können wir nun den obigeu Satz 23a auch so 
ausdrücken; 

(Satz 231).} Die Vielfachmsiimme zweier Kugelflächen, die sich treffen, 
ist eine vielfache Kugelftäche od^ eine Plangrösse, je nachdem die Koef- 
flßienteitsumme geltenden Werth hat oder null ist; ihre Fläche hat mit 
den gegebenen Kugelflächen dieselben Punkte gemeinschaftlich, tvie diese 
unter sich, und ihre Mittelgrösse ist die ^tt^echende*) Vielfachensumme 
der Mittelpunkte ieider Kugelflächen. 

Namentlich ist die Fläche der Differenz zweier sich schneidender 
Kugelfl'aehen die Ebene des Durchschnittes beider, und die Fläche der 
Differenz zweier sich berührender Kugelflächen die Ebene, welche beide 
in ihrem gemeinschaftlichen Berührimgs punkte gleichfalls berührt. 

Ich betrachte nun zuerst die Differenzebene zw( 
auch im allgemeineren Falle. 



[§ 22. Differenzebene zweier Eugelfläohen.] 
Es ist die Differenz zweier Kugelflächen A und B gleich einer 
deren Mittelworth die Difi'erenz der beiden Mittelwerthe 



*) Dass unter der entsprechenden VielfaclienEnmme die mit tlenselben Koef- 
ficienten rorstanden ist, bedarf wohl katun einer Erwähnung. 
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von A und B, und deren Abweichung von irgend einem beliebigen 
Punkte gleich der Differenz der Abweichungen jener Kugelflächen von 
demselben Punlifce ist. Da nun die Abweichung der Plangrösae von 
einem Punkte ihrer EbenCj aber auch von keinem andern null ist, so 
ist diese Ebene, das heisst die Differenzebene beider Kugelflächeiij der 
Ort eines Punktes c, in Bezug auf welchen die Differenz der Ab- 
weichungen beider Eugelfläehen null ist, das heiast, von dem beide 
Kugelflächen gleich weit abweichen, das heisst, eines Punktes, der, wenn 

A=^a' -\- A, B^^V^ B 
ist, der Grleichung 

(56) {a^cf + Ä^{b~ cf + B 
53 Genüge leistet. 

Sind zuerst beide Kugelflächen reell, also A gleich — p^, B gleich 
— q^, wo p und q Strecken, nämlich die Halbmesser der Kugelfl'ächen 
aind, so folgt: 

(57) (a - cy ~p^ = (h~ cy - 3^ 

Liegt nun c ausserhalb der Kugelfläche A, so ist (m ~ e)^>p^, 
also auch (b — c)' > g^ Dann ist klar (s. Fig. 11), dass die linke 
Seite das Quadrat der von c an A, 
die rechte das der von c an B ge- 
zogenen Tangente ausdrückt; also 
aind beide Tangenten gleich lang. 
Schlägt man daher um c als Mittel- 
punkt eine Kugölfläche, deren Halb- 
messer diesen Tangenten gleich ist, 
so wird diese senkrecht geschnitten 
von den gegebenen Kugelflächen A 
und B. Der ausserhalb der beiden 
Kugelflächen A und B liegende Theil 
der Differenzebene ist also der Ort 
für die Mittelpunkte aller von jenen 
beiden Kugelflächen zugleich senk- 
recht geschnittenen Kugelflächen. 

Liegt f innerhalb A, so ist 
(« — cf kleiner als p^, also auch 
(h — cf kleiner als q^. Dann wird 
man die Gleichung (57) auch schreiben können: 

p" — {a — cf = ^^ — (ö — cy = s^ 
1 Dann ist s (s. Fig. 12) die Hälfte deqenigen Sehne in jeder Kugel- 
fläche, die durch c halbirt wird, und die Oleiehung sf^ aus, dass 
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diesö Hälften für beide Kugelflächen gleich, lang sind. Lege ich also 
um c als Mittelpunkt eine Kugelfiäebe, deren Halbmesser s ist, so 
wird diese durcli jede der l>eiden Kugelfläichen A und B gehälftet, 




und der innerbaib der beiden Kugelüäcben gelegene Theil der Differenz- 
ebene (wenn es einen solchen giebt) ist also der Ort für die Mittelpunkte 
aller durch A nnd Ji zugleich gehälfteten Kugelllächen. Also: 

(Satz 24.) Die Differmz^}ene zweier {reeller] Kugelftächen ist der Ort 
für die Mittelpunkte aller Kugelfiäcken, welche von jenen heiden miffleiek 
entweder senkrecht geschnitten oder gehälftet werden, 

das heisst, sie ist das, was man die Ebene der gleichen Potenzen 
beider Kugelfiächen oder ihre ideelle Durchscbnittsebeue genannt hat. 

Die Konstruktion dieser Differenz ebene kann man, wenn die Kugel- 
fiächen A und ß sich nicht schneiden, dadurch leicht auf den Fall 
zweier sich schneidenden KugeUlächen zurückführen, dass man Kugel- 
flachen zu Hülfe nimmt, welche die beiden gegebenen zugleich sehneiden. 
Die Punkte der geraden Linie, in welcher die Ebenen der beiden 
Durchschnitte einer aolchen Kugelfläche mit A und B sich unterein- 
ander schneiden, weichen von diesen beiden Kugelflächen gleich weit 
ab*); konstmirt man_also durch zwei solche schneidende | Kugelfläehen 5. 

*) Unter der Aliweichung eines Punktes von einer Kugelfläche yerstehen wir 
nämlich dasselbe, was wir unter der Abweichung der letzteren Ton dem erstcrcn 
verstanden. 
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zwei solclie gerade Linien, 
80 ist die durch beide ge- 
legte Ebene die gesuchte 
Differeiizebene (b, B'ig. 13). 
Es seien zweitens beide 
Kugelfläehen A und B 
ideell, und die ihnen zu- 
gehörigen reellen Kugel- 
flächen J.' und B' seien 
durch Konstruktion ge- 
geben, so hat man, wenn 
A = p^ und B = ^, also 
A=a^ + f, B=6H$^ 
j) und q somit die Halb- 
messer der ihnen ent- 
sprechenden reellen Kugel- 
flächen sind, aus (56) 

dann ist v der Halbmesser 
einer Ä und 31' zugleich 
hälftenden Kugelfliiche, 
deren ilittelpunkt c ist 
(s. Kg. 14). 

AJsQ ist die Differenz- 
ebene 0iveier ideeller Kugel- 
flächen der Ort der Mittel- 
punkte aller Kugelflächen, 
welche die jenen ideelXen ent- 
sprechenden reeUen Kugel- 
flächen hälften. 

Die Konstruktion die- 
ser Differenzebene erfolgt 
leicht : nämlich, man ziehe 
von a und b aus die gegen 
die gerade Linie ab senk- 
rechten Halbmesser p und 
q, ziehe eine gerade Linie, 
welche die Verbindungs- 
strecke beider Endpimkte 
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derselben senkrecht hälftet, und durch den Durchschnitt c dieser Ge- 
raden mit ah lege man die gegen ah senkrechte EbenCj so ist dies 
die gesuchte DifFerenzehene, weil nämlich die um c' als Mittelpunkt 
durch die Endpunkte der Halbmesser \ gelegte Kugelfläche die Kugel- ^' 
flächen A' und B' hälftet und die Differenzebene senkrecht gegen 
ab ist. 

Endlich sei die eine Kugelüäche, etwa A, reell, die andere, B, 
ideel! und B' die ihr entsprechende reelle, so hat man, wenn .d = «^ — jf, 
B = h'^ -{■ (f, also ^. = — p^, B = ^ ist, aus (56) 

(a^ c)' -f ~(h~cf + l' -">'■ 
Dann ist v der Halbmesser einer um c als Mittelpunkt gelegten Kugel- 
fläche, von der A senkrecht geschnitten, B' gehälftet wird. Also: 

Der Ort der Mittelpunlite aller Kugelflächm, von welchen eine ge- 
gd>me Kugelfläche Ä senkrecht geschnitten, und mgleich eine andere B' 
gehälftet wird, ist eine Ebene, nmtlich die IHfferensehene zwischen der 
ersteren A und der der letzteren ents^echenden ideellen Kugelßäche B. 

Die Konstruktion dieser Ebene kann man leicht auf eine der 
beiden früheren dadurch zurückführen, dass man die Gehalte — p^ 
und + q^ um gleich viel wachsen oder abnehmen l'ässt, und zwar um 
so viel, dass dadurch beide Kugelflächen entweder ideell oder reell 
werden; die Differenz, also auch die Differenzebene wird dadurch nicht 
geändert, und durch dies Wachsen oder Abnehmen entstehen Kugel- 
fl'ächen, die den gegebenen koncentrisch sind, mid deren Halbmesser- 
quadrate um eben so viel zu- oder abnehmen, die also stets leicht zu 
konstruiven sind. 

Es kann nun noch die umgekehrte Aufgabe entstehen, nämlich, 
wenn von den beiden Kugelflächen A und B die eine A, der Mittel- 
punkt h der andern und die Differenzebene beider (welche dann natür- 
lich, wenn die LBsung möglich sein soll, eine gegen die Verbindungs- 
liiiie der Mittelpunkte senkrechte Lage haben muss) gegeben ist, die 
andere B oder, wenn sie eine ideelle sein sollte, die ihr entsprechende 
reelle Kugelfläche B' durch Konstruktion zu flnden. 

Ist die gegebene Kugelfläche A eine reelle, so ist, wenn sie die Dif- 
ferenzebene schneidet oder berührt, die andere Kugelfläche B dadurch be- 
stimmt, dass sie die Differenzebene in derselben Kreislinie schneidet oder 
in demselben Punkte berührt. Schneidet hingegen die reelle Kugelfläehe Ä 
die gegebene Differenzebene nicht, so hat man nur um den Punkt d, worin 
die Verbindungslinie ah beider Mittelpunkte die Differenzebene schneidet, 
eine die gegebene Kugelfläche A senkrecht schneidende Kugelfläehe F 
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zu legen. Dann ist, wenn l> ausserhalb V liegt, diejenige um b ge- 
legte Kugelfläche B, welche gleichfalls F sentreeht schneidet, die 
gesuchte; wenn aber 6 innerhalb der Kugelfläche F liegt, so ist B 
eine ideelle Kugelfläche, und die ihr entsprechende reelle B' ist dann 
die von F gehälftete Kugelfläche, welche b zum Mittelpunkte hat. 

Ist aber A eine ideelle Kugelfläche, und die ihr entsprechende 
reelle A' ist durch Konstruktion gegeben, so hat man nur den auf 
ab senkrechten Halbmesser p der Kugelfläche A' zu ziehen, und durch 
den Endpunkt dieses Halbmessers eine Kugelfläche F zu legen, welche 
den Durchschnitt d der Verbindun^linie ab und der Differenzebene 
zum Mittelpunkte hat, so ist wieder die gesuchte Kugelfläche B ent- 
weder die, welche von F senkrecht geschnitten wird, oder die gesuchte 
Kugelfläche B ist ideell und die entsprechende reelle B' die, welche 
von F gehälftet wird, 

[§ 23. Vielfaehenaummen von Kugelfläohen.] 

Nachdem ich nun die Eigenschaften der Differenzebene entwickelt 

habe, gehe ich zu der allgemeineren Aufgabe über, die Fläche F einer 

57 Vielfachensumme | aA + ßB zweier Kugelfläehen A und B zu kon- 

struiren, oder, wenn sie ideell sein sollte, die ihr entsprechende reelle J". 

Ist ß -j- j3 = 0, also ß = ^ a, so wird jene Vielfachensumme 

gleich a(A — B) und liefert also eine Plangrösse, deren Ebene der 

Differenzebene A — B identisch und also na«h dem Früheren gefunden 

ist. Wir nehmen also an, a -{- ß sei nicht uuU; dann ist die Summe 

eine Kugelgrösse, deren Gewicht (« -|- ^) ist, die also in der Form 

{a -\- ß^F dargestellt werden kann, wo F die gesuchte Kugelfläche 

ist. Man hat also 

(59) «J + /3ü-(» + fflr. 

Soll diese Gleichung richtig sein, so muss (nach Satz 18) erstens die 
Mittelgrösse beider Seiten gleich sein, das heisat, der Mittelpunkt von 
r muss die Mitte zwischen den mit den Koeffieienten cc und ß be- 
hafteten Mittelpunkten von A und B sein, wodurch also der Mittel- 
punkt von F gefimden ist. Zweitens muss nach demselben Satze die 
Abweichung beider Seiten von jedem beliebigen Punkte r gleich sein; 
es sei diese Abweichung einer Kugelgrösse A von einem Punkte r der 
Kürze wegen mit ^1^ bezeichnet, so muss 

(60) «A, + t>B, - (» + « r, 

sein; und umgekehrt, wenn der Mittelpunkt von F auf die angegebene 
Weise bestimmt ist, und die Abweichungen in (59) von irgend einem 
Punkte gleich sind, so ist die Gleichung (59) richtig, alles dies nach 
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Satz 18. Ist nun e irgend ein Punkt der Differenz ebene zwischen 
Ä und B, so liat man nach dem Obigen A^ = B^:, ■wird also dies in 
(00) aubstituirt, nachdem man c statt r gaaetzt hat, so erhält man 

also, da ß + (5 nicht null ist, 

A, = r,, 

das heisst, dn Funkt, welcher von ewd oder (äa der Sddttss sich auf 
helieUg viele Glieder ausdehnen lässt) von mehreren Kugdflächen gleich 
weit abweicht, loeichi auch von der Kugelftäche jeder Vielfachenmmme 
derselhem, wenn die Koefficientensumme nicht null ist, um eben so viel ah ; 
mid für unsern Fall ergiebt sich, dass, wenn eine Kngelgrösse die 
Summe zweier andern ist, die Differenzebenen zwischen je zwei der 
zu ihnen gehörenden Kugelflächen zusammenfallen, und auch umge- 
kehrt, wenn dies der Fall ist und zugleich die Mittelgrösse der einen 
Kugelgrösse die Summe aus denen der andern beiden ist, so ist auch 
jene Kugelgrösae die Summe dieser beiden. 

Hieraus ergiebt sich die Konstruktion der Summenflächo T sehr 
leicht. Nämlich, man konstruire die Differenz ebene A — B und die 
Mitte zwischen cca und ßh (wo a und 6 die Mittelpunkte von A und B 
sind) und lege um diese Mitte nach der oben angegebenen Kon- 
struktionsweise eine Kugelfläehe, welche mit A gleichfalls die Ebene 
A — B als Differenzebene hat, so ist dies die gesuchte Kugelfläche 
der Summe. 

[Schlussbetraohtungen .] 

Hiermit glaube ich die wichtigsten Gesetze über innere Produkte 
zweier Crrössen erster Stufe abgetban zu haben. Freilich liegt in dem 
Früheren noch unmittelbai ein Keim zu einer vollständigeren Auf- 
fassung des mneien Pioduktes, \ ein Keim, dessen Entfaltung durch 58 
den Gang dei fiuheren Entwickelung gleichsam geboten wird und 
daher zur oigamschen Emheit des Ganzen nothwendig erscheiut. 

Nämlich wir hatten schon in Erklärung 6 und 7 und den daraus 
folgenden Sätzen dif mnfren Pmdukte von zwei Ausdehnungen höherer 
Stufen gewonnen, deien jede .-"Is äusseres Produkt von Strecken er- 
schien ; und andieiaeits hatten wir in dem Uebertragungsgesetze (Satz 12) 
und in dei daianf gebauten Erklärung 8 das Verfahren aufgestellt, 
wie man aus öolthen (jcleithungen, in denen nur Strecken vorkommen, 
die entsprechenden (yleichungeii ableiten kann, m denen statt der 
Strecken Punkte emtreten So erhalten wir dmn atitt der Ausdehuungs- 
gröasen, welche zu mneien Produkten veikmipft wiren, Produkte von 
Punkten, daa heiast Elementai grossen hoheier Stufen (s. Grassmanna 
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!, zweiter Abschnitt). Und wir haben in Satz 13 schon 
dass die sämmtlichen Gesetze, welche für die i 
Produkte der Ausdehnungsgrössen aligemein gelten, auch für ö 
Elementargrössen oder überhaupt für diejenigen Grossen gelten müssen, 
welche hervorgehen, wenn man statt der Strecken, als deren Produkte 
jene Ausdehnungagrössen erschienen, heUehige PunktgrÖssen setzt. 

Es käme also nur noch darauf an, die anschaulichen Begriffe 
dieser Verknüpfungen, deren Gesetze vermöge des angeführten Satzes 
gegeben sind, darzulegen. Da jedoch die Art dieser Darlegung keine 
Schwierigkeit mehr darbietet, indem sie ganz nach der Analogie des 
für die inneren Produkte zweier Punkte ausgefillirten Verfahrens fort- 
schreitet, so glaube ich, dieselbe hier übergehen zu dürfen. Dagegen 
würde die Auffassung des Quotienten, die wir bisher ganz Übergangen 
haben, und namentlich des Quotienten nicht paralleler Strecken zu 
neuen, von allen früheren gänzlich verschiedenen Verknüpfungen, 
namentlich zu den Gesetzen des Potenzirens, Radicirens und Logarifch- 
mirens räumlicher Grössen führen, in denen der Winkel als Potenz- 
exponent oder als Logarithmus erscheint. Doch da dies, wie man 
schon aus den gänzlich neuen Verknüpfungsweisen, die hierbei auf die 
Geometrie übei-tragen werden, abnehmen kann, eine ganz neue Ent- 
wiekelungsreihe gegeben haben würde, deren Hinanfuhrung bis zu 
einem Punkte, von dem aus sich die Einheit des Ganzen übersehen 
Hesse, eine Entwickelung von grösserem umfange als die vorliegende 
herbeigeführt haben würde, und da zugleich diese Entwickelungsreihe 
zwar an die Leibniz'sche Charakteristik sich gleichfalls ansehliessen 
lässt, aber doch nicht so eng mit ihr verkettet ist, wie die hier ge- 
gebene Analyse: so glaubte ich durch sie, wie wichtig und für die 
Anwendung fruchtreich sie auch sein mag, doch den Umfang dieser 
Abhandlung nicht vermehren zu dürfen. Auch glaube ich, dass die 
hier gegebene Entwickelung schon genügen wird, um zu zeigen, wie 
richtig Leibniz die eigenthümlichen Vortheile einer rein geometrischen 
Analyse im Voraus angeschaut habe. 

Leibniz hebt hier hervor, dass die Auflösung einer geometrischen 
Aufgabe durch Hülfe dieser Analyse zugleich die Lösung, die Kon- 
struktion und den Beweis, und zwar auf eine natürliche Weise und 
auf aolchen Wegen, die durch die Analyse selbst mit Nothwendigkeit 
sich ergeben, liefere *). Da nun in der hier dargelegten Analyse jede 
50 Gleichung nur der in | die Form der Analyse gekleidete Ausdruck 



*) Mais cette nowvelle charactenstique . , . ne manquera de dormer en mefi 
teinps la Solution et Ja comtruction et la demonelration geomeMgue, le tout d'iit 
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einer geometriachen Beziehung ist, und diese Bezieliuag in der Glei- 
chung, olme durch willkührliehe Grössen — wie etwa die Koordinaten 
der gewöhnlichen Analyse — verhüllt zu sein, rein und klar sich aus- 
spricht und daher aus ihr ohne Weiteres abgelesen werden kann; und 
da ferner jede Umgestaltung einer solchen Gleichung nur der Aus- 
druck einer ihr zur Seite gehenden Konstruktion ist, so folgt, daas in 
der That diu:ch die angegebene Analyse die analytische Auflösung einer 
geometrischen Aufgabe gleichzeitig mit der Konstruktion und mit dem 
Beweise derselben erfolgt. Da. ferner nichts Willkührliehe s, was mit 
der Natur der Aufgabe in keinem nothwendigen Zusammenhange steht, 
wie die Koordinaten der analytischen Geometrie, eingeführt zu werden 
braucht, so muss die Art der Lösung auch stets die der Natur der 
Aufgabe gemässe sein, und da sie die Form der Analyse hat, auch eine 
nothwendige, bei der von keinem Umhersuchen nach Auflösunga- 
methoden die Rede sein kann. Damit auch in der letzteren Beziehung 
diese Analyse allen Anforderungen genüge, müsste freilich die Theorie 
der Gleichungen, das heisst die Art, wie unbekannte Grössen aus ihnen 
eliminirt werden können, ToUständig entwickelt werden. Aber man 
sieht, wie diese Theorie nach den zu Grunde gelegten Principien 
wenigstens möglich ist. 

Ferner hebt er als einen wesentlichen Vorzug der geometrischen 
Analyse hervor, dass man durch sie die Mechanik fast wie die Geo- 
metrie müsste behandeln können, und überhaupt nur vermittelst ihrer 
hoffen dürfe, in die mathematische Behandlung der Physik tiefer ein- 
zudringen, und zum Beispiel die innere Konstitution der Naturkörper 
zu erforschen*). Nun glaube ich in der oben angeführten Anwendung 
auf die Mechanik gezeigt zu haben, wie sich in der That die Mechanik 
durch diese Analyse auf rein geometrische Weise behandeln lasse, 
woraus dann schon hervorgeht, dass diese Behandlung s weise, auf die 
Physik überhaupt übergetragen, die mathematische Behandlung der 
Physik auf eine ausgezeichnete Weise vereinfachen würde, wovon ich, 

onaniere KalMreUe et par vne analyse, c'est ä dtre par des voyes determinees. Und 
weiteihin sagt er Mais l'uHUte principale consiste dans les consiquences et rai- 
sonnemenb, gut se peuvent faire par les Operations des earaeteres, gu* ne siaurotent 
serpnmer pai des figures . . ., au Ueu gue cetfe methode tneneroit seurement et 
Sans petne 

*) Er sagt Je crois, g» on pourroü manier pai ce inoyeti la mieanigue pi esque 
lOtame la geometrte und Ef^n je n espere pas, qw ow jmmsm dßer assez lotn en 
phystque, avant gtte d'avoir trouvi un tel ahiege Cependant ü y a guelgue 

cspetance dy atnier (nämliPli dazu, die innere Eonstitntion dei zusammenge 
setzten Stofle zu erforachenj, quaiul i.ette lOMli/'^e i mtabli'ment geometrique =f!<i 
etabl%e 
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wenn es der Baum gestattet hätte, noch leicht Beispiele aua der Optik, 
der Akustik, der Elektrodynamik und anderen Zweigen der Physik 
hätte geben können. Auch glaube ich endlich, dass man nicht mehr 
weit davon entfernt ist, die innere Konstitution der Naturkörper, das 
heiast, die Lage ihrer einfachen oder zusammengesetzten Atome gegen 
einander zu ergründen; jedenfalls ist klar, schon aus den Anwendungen, 
welche diese Analyse auf die Krystallgestalten gestattet (vgl. Grass- 
manna Ausdehnungslehre § 171), dass dabei die neue Analyse unent- 
behrlich sein würde, wenn man nicht durch Einführung von Ko- 
ordinaten und anderem die Behandlung störenden Apparate die 
AnaehauHchkeit vernichten und die Methode in onuütze Weitläuftig- 
keiten verwickeln wollte. 
Endlieh findet sieh am Schlüsse j der Leibmz'schen Darstellung 

noch eine merkwürdige Stelle, in welcher er die Anwendbarkeit dieser 
Analyse auch auf Gregeustäude, die nicht räumliühei Natui smd, mit 
deutlichen Worten ausspricht, aber hinzufügt, daos es nicht möglich 
sei, hiervon in wenigen Worten einen klaren Begiift zu geben*}. 

Nun lassen sich in der That, wie dies in Grassmanns Ausdeh- 
nungslehre durchweg geschehen ist, alle Begriffe und Gresetze dei neuen 
Analyse ganz uuabhängig von der räumlichen Anschauung entwickeln, 
indem sie rein an den abstrakten Begriff eines allmaligen (stetigen) 
üeherganges geknüpft werden können; und es ist leicht zu sehen, wenn 
man einmal diese Idee des rein begrifflich gefassten stetigen Üeher- 
ganges in sich aufgenommen hat, dass auch die in dieser Abhandlung 
entwickelten Gesetze dieser von der räumlichen Anschauung gelösten 
Auffassung fähig sind. Dadurch ist dann auch dieser Gedanke Leib- 
uizens verwirklicht, so dass, wie es mir scheint, nun nichts mehr übrig 
bleibt, was wesentlich dazu beitragen könnte, um die Richtigkeit alles 
dessen, was er von der geometrischen Analyse behauptet, abgerechnet 
einzelne Uebertreibungen, die aber mehr im Ausdruck liegen als in 
der Sache, ins Licht zu setzen, und um auch an diesem Gegenstande 
die bewundernswürdige Kraft eines Creiates zu erkennen, der von 
den ersten Anfängen einer unübersehbar grossen EntwickeJungsreihe 
aus, die ganze Wichtigkeit dieser Entwickelungsreihe und die wesent- 
üchen und eigenthümlichen Vortheile, welche sie darbieten müsse, zu 
überschauen vermochte. 

*) Je n'ay gu'une remarqtte ä ajoider, e'est que je vois, ga'U est possible, 
d'Aendre la cavacUriHtigue jwsgit'aux cJwses, qui ne sont pas mjettes ä VimaginiMmi, 
inais cela est trop important et va trop loin, pour gue je me puisse expliguer la- 
deasus en peu de paroie!'. 
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Verzeichniss 

der wichtigsten Stellen, an denen die vorliegende iuagabe der Äj i 
dem Texte der Ausgabe von 1878 abweicht*). 



S. IV, Z. 3 V. u. (8, Z. 2 V. u.): A,' hat irrtijmlich p. 164. — S. V, Z. 16 ¥. u. 
(9, Z. 6 y. o.): A/ hat: „umsetzen". — S.Tin, Z. 15 v. u. (11, Z, 14 t. ii.) „oiiie" 
fehlt in A,'. — S. XI, Z. 7 v. u. (14, Z. 14 t, o.) A/ hat „Halhdui'olimeKser". — 
S. 5XIV, Z. 13 T. u. (2d, Z. 4 Y. o.)r in A,' fehlt „eher". - S. SXIX, Z. 6 t. u. 
(39, Z. 8 y. o.): „Element derselhcn e". — S, XKSI, Z, 10 1 y. o. (30, Z. 9 f. y. c): 
„herrscM - herYor". — S. 1, Z. 2 y. u. (33, Z. 2 y. «.)= .^i"!- Nr. 13". — S. U, 
Z. 9 y, u, (43, Z. 5 y. o.): „der zweite Ausdruck ist nach". — 8. 12, Z. 3 t. u. 
(43, Z. 3 Y. !!.): Aj' hat „Anmerkung". — 

S. 17, Z. 5 Y. u. (48, Z. 12v.u.): „Element desselben Auedehnungsgebildes c". ~ 
S. 18, Z. 18 Y. 0. (49, Z. 11 Y. 0-): A,' hat „Strecken" statt „Elemente". — S. 21, Z. 7 
v.o. (51, Z.Tv.u.): „80 hebt sich".— S. 24, Z.12Y.0. (54, Z.ÖT.u.): „wieder eine Strecke 
bleibt".— S. 25, Z.18— 15y.u. (56, Z.6Y.a.): „indem ich das Bndelement des zweiten 
Gliedes entweder einer anderen Aenderungsweise untei'werfe, oder es in derselben 
Aenderungsweise vor- oder zurückschreiten lasse, bo . . .", was zum Mindesten unklar 
ist. — S. 26, Z. 18 Y. u. (57, Z, 11 y. o,): „a" statt „a". — S, 27 Z. 3 7. o. (67, Z. 16 y. u.): 
„den Aenderungen". — S. 27, Z. 14 u. 10 y. u. (8. 58, Z. 9 n. 13 y. o.): „Es seien 
die beiden Elemente des Systems a nnd p" und: „Aenderungen; es kommt nun 
zunächst". — S, 29, Z. 8 y. n. (60, Z. 9 v. o.) fehlen die Punkte nach (b^ + h,), 
ebenso S 31 Z 13 y. o (61, Z. 9 y. u.) die Punkte nach a, b, e. — S. 31, Z. 8 y. u. 
(62 7 J Y ) Und d statt o s l t tu rt — 32 Z 14 t o (t. Z 12 y ) 

Element des Syatens ß — S36Z3Tii(t.0ZJyu) Qegenlänflgen 

( Ol e ) —SB Z 'S u 17 T o (67 Z 4 17 t o ) von demselben und 

Is n len nl n — 3 Z IOy nl <) Z 1y 6« 7 18 ti 14 y ) 

thtfeia— b4Z Y 8mila (4Zb u 0Z14u3yu) 

*) Unte \ t h b rall 1 e \ sg be yon 8 ö u ye st hen D ersten 
&e ten^ahlen bez eben s ch muner auf A die n Klamme -n e ngeschlosaenen a if 
die Yorl ege io A sgabe Dihmter st jedeamül de Le a t yon \ ajigegeben 
und zwa ohne Beme k ng wenn d e U ginali sgabe y n 1844 m t A uberein 
t mmt Solche Stellen a lenen n le yo 1 egenden Ausgab der T xt der 
Ongnala gäbe w elerhe ^est Ut st mld h em A hat oder A fehlt 
kenntl ch gemacht D e n d y 1 egenden A sg be gema hten Zusätze s nl h er 
n ht m t aufgeführt la e m I xte du h Em hl e se u k ge Kla u nom 
ausgeae huet n 1 
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Abweichungen der TOrliegendcn Ausgabe von den Originalen. 401 

; „Punkte li die Summe {EÄ] -{•■•■ darstelle"; 
■ S. 44, Z, 16 y. o. (74, Z, 10 v. o.): „besser so 

S. 4S, Z. 14 T. u. (73, 2. 9 v, o.): A/ hat „genannten Satze". — S, 50, 
Z. 19 Y. 0. (80, Z. 2 Y. o.): „lagen" statt „liegen". — S. 52, Z. 14 y, o. (Sl, 
Z. 7 T. u.): „eo gilt für sie der B^riff". — S. 58, Z. 8 t. o. u. II t. u. (82, Z, 17 
v.u. u. 83, Z. 2y. o.}; § 20 n. § 10 statt g 19 u. § 9; ebenso auf 8.55, Z. 3 u. 12 
Y. 0. (8i, Z. aSu, 17y. u.). — 8. 56, Z. 6u. 1 v.u. (S6, Z. 3ii.7y.o,) atatt b.(a + 6,) 
und ö.a stellt: o . (6 + a,) und a.d. — S. 59, Z. 1 t. o. (88, Z. 7 y. o.): „nach 
§ 33 das Produkt". — 8. 60, Z. 14 t. h. (89, Z. 7 v. a.}: „gesetzt war". — 8. 61, 
Z. 3 T. u. (91, Z. 2 Y. u.): in A,' fehlt „Seite". — S. 63, Z. 8 y. u. (Ö3, Z. 2 t. o.): 
„ist, und die obige Auflösung ergab". — S. 68, Z. 8 v. o. u. 2 v. u. (97, Z. 6 
Y. o. u. 2 T. Tl.): g 26 n. § 116 statt § 25 u. § 120; ebenso 8. 72, Z. 1 y. o. (100, 
Z. 6 Y. u.): § 31 statt g 32 und auf S. 77, Z. 8 u. 15 y. 0. (106 Z. 5 y. u., IOS, 
Z. 5 T. o.) § 34 statt g 35. — S. 76^ Z. 17 v, u. (105, Z. 13 v. 0.): „Dieser sei 
zwischen A und .ß c, zwischen". — 8. 80, Z. 12 y. o. (109, Z. 1 t. o.): „ia dem 
Systeme vierter Stufe". — S, 83, Z. 13 u. 8 v. u. (112, Z. 14 u. 19 y. o.): § 35 
statt § 34 u, § 36 statt § 35, 36. — S. 88, Z. 17 v. u. (116, Z. 5 y. n.): A,' hat 
„zugleich" statt „sogleich". — S. 93, Z. 9 v. o. (120, Z. 13 y. o.): „jedenfalls 
mflsste dieselbe". — S. 104, Z. 3 y. u. (132,2, 8 v.u.): „von diesen neuen Grössen", — 
S. 124, Z. 17 Y, 11. (161, Z. 8 V, u.}: A,' hat: , Festhalten" — 

S. 133, Z, 9 y. u, (169, Z, II y. u,): A,' hat „man erhält — S 133 Z 31 u, 8 v, u, 
(160, Z. 13 V. o. u, 13 V, «.): an der ersten Stelle hit Äj (rleichung an der zweiten 
haben beide Ausgaben: „Abweichung dieses Elementes [pa] — b 136 Z. 8 u, 10 
Y. o, (161, Z. 7 u. 6v, u,): „angehört" und „daas abei sohou die Grieiohheit der Ele- 
mentargröfisen erfolgt". Für „angehört" ist „angehört gesetzt worden nach S, 148, 
Z. 13 y. o. (174, Z, 12 y. u.). ~ 8. 138, Z, 14 y u md 139 7 11 v u, (165, 
Z. 10 V. o, und 166, Z. 10 v. o,): „Abweichungsweithe und imgekehit gehörea" 
und; „die Gewichte gleich setzt und die Abweichungen yon irgend emera Ele- 
mente". — S. 147, Z, 6 Y, u, (174, Z. 10 y, o.) hat A wip wii ha m der". — 
S. 148, Z. 16 Y, u, (174, Z, 3 y, u,): „ihrer Theile — S 151 Z 1 y, o. (176, 
Z. 8 Y, u.): „Dies Produkt", — S. 164, Z, 14 y o a80 Z 15 y u ) Yielfachen- 
summe". — S. 164, Z. 4 v. u. (190, Z. 9 v. u.): , remen statt stairen — 8. 167, 
Z. 9 u. 6 Y, u. (193, Z. 17 u. 13 y, u,) fehlt in A,' beide Male „drei". — S. 170, 
Z. 8 y. u. (196, Z.20 v. u.); g 89 statt g 88. — S, 172, Z. 2 y. o. (197, Z, 13 y. u.) 
hat A,' „eine" statt „seine". — 

8. 182, Z. 12 Y. o, u. 9 V. u. (207, Z. 14 v. o. u. 11 y, u.) an der ersten Stelle 
§ 47 atatt g 61, an der zweiten „und es überdies". — 8. 186, Z, 2 y. u. (210, Z. 2 
Y. u.) : „Produktes" statt „Systemes". — S. 194, Z, 3 u, 7 v, o. (218, Z. 9 u. 13 y. o.) : 
„welcher, mit D" und „wie das erste"; ebenda Z, 4 y, u. (219, Z. 3 y, o.) feblt 
in Aj' ! „ganzen". — 8. 196, Z. 1 y, u. (220, Z. 2 y. u.) „für die" statt „für beide". — . 
8. 201, Z. 4 V. u. und 202, Z. 2 y. o. (226, Z. 15 u. 12 y. u.) sind „ersten" und 
„zweiten" vertauscht. — S. 203, Z, 8 y, o. (226, Z. 13 y. u,) fehlt in A.,' „hier". ~ 
8. 204, Z. 3 Y, u. und 205, Z. 3 y, O. (329, Z. 22 u, 18 y, u.) fehlt in A/ „ein". — 
8. 207, Z. 7 y. o. (230, Z. 18 v, o.); „gilt, es auch für Beziehungsgrössen, also". — 
S. 308 Z. 10 y, o. (331, Z, 18 y. u.) fehlt in A,': „selbst". — S. 210, Z. 4 y. u. 
(234, Z. 4 y. o,) „der Multiplikation und Division zur Addition und Subtraktion", 
während doch von der Division erst im folgenden Paragraphen gesprochen wird. — 
S. 213, Z, 17 u. 2 v. u, (236, Z, 18 u. 2 y. u.): „«-ter" atatt „ft-ter". ~ 8. 315, 

ÖrHasmann, Werke. L 26 
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402 Äbwöichuiigen der voiljegeadeo. Ausgabe YOn den Origionlen. 

Z. 8 T. o. (238, Z. 4 Y. o.): „iasaen" statt „msst". — S. 218, Z. 10 t. u. (241, 
Z. 11 V. o.): „zuräctgeht"; ebd. Z. 8 t. u (Z, 13 v. o,) hat A,' „Stufenaahlen" 
atatt „Stufenzahl". — S. 231, Z. 8 v. u. (244, Z. 8 v. o.) steht fälschlich „nadb" 
statt „nahd". — 

S 3-8 Z " V n 1 6 T u f 6< , Z. 10 Y. o. und 6 t. u.) stehen A und 

§ 1S8 statt A xnä ;, 136 — S 31 Z. 7 y. o. (253, Z. 9 y. o.): „im zweiten 
Kapitel dieses AI schuittes — b 2^4 Anm. (356 Anm.) überall J) statt S. In 
der gegenw artigen Ausgabe ist S gewtihlt , weil 2) auf der nächsten Seite in 
ganz andeier Bedeutung Torkommt — S. 237, Z, 2 t. n. (259, Z. 1 y. n,) fehlt 
in A awch — S239Z2u1)yo (260, Z. 11 u. 3 y. u.) „Vielfachensumme" 
«nd welcher — S 244 Z 7 y o (266, Z. 18 y. u.) „Abschattimg". — S. 245, 
Z3n7TO(bbZIbnniYo) ,gebildeteii" und „erzeugten". — S. 247, 
Z 14 V o (2b8 Z 5 T n ) steht (nach g 157)". — S. 2B5, Z. 5 t. u. (377, Z. 3 
Y o) das Produkt Q E Ä (nach § 139) ein reines". ~ S. 256, Z. 11 v. o, (277, 
Z 17 T o) hat A, rem statt reine", — S. 258, Z. 3 y. o. (379, Z. 5 Y. o.) 

5 138 statt V, 168 ebl Z 16 v u (lo v. u.) „nach dem ersten Satze des YOrigen 
Paragraphen was niichtig i t — 

S "64 Z 18 Y u ( 85 Z 2 Y o 1 fehlt in A/ das Wort „mehr". — S. 266, 
Z 13 V 11 ( 87 Z 1 \ ) m welchen" statt „in welcher". Auf dieser und auf 
den folgenden -^e ten steht m be den Ausgaben oft PS statt SP, {ab)S statt 
S{al) u 3 w Dieser Wechsp] n dei Sehreibart, der nur störend wirken kann, 
ist in der yo hegendea Au=^^le beseitigt. — S. 269, Z. 7 y. o. (289, Z. 15 y. o.) 
hat A, gleich eins se n wird ~8 271, Z. 11 t.O. (291, Z. 15 y. o.); „welche" 
statt welches — S 274 Z 3 y o ("94, Z. i y. o.) hat A,' „fortgesetzt" atatt 
fpBi^esetzt — S 281 Z 4 y o (300 Z. II y. o.) hat A,'; „Aiifg. 18". — S. 284, 
Z 5 T o (302 Z 1 Y u ) hat Ai § 13— § 20". — 

In dem alj habetisohen Verzeichnisse der gebrauchten Kunetausdrücke A/, 

6 "94 f befinden sich mehrere Fehler die hier (S. 313 f.) yerbessert sind. End- 
lich sind auch in dem InhaltsyeraeichniEse einige kleine Aendeningen angebracht, 
die anauf ihien nicht lehnt bchhcsshch ist noch zu bemerken, dass die Figur 5a 
auf S 5 de yorliegen len Anagabe ursprünglich die Nummer 17 hat. Diese 
Aenderung ist eine Folge d^\on, dass die Figuren jetzt in den Test aufgenommen 
worden smd 



Verzeiclmiss 

der wichtigsten Stellen, an denen die yocliegende Ausgabe der 
trischen Analyse von dem Texte der Originalausgabe abweicht*). 

S. S, Z. 11 Y. u. (334, Z. 2 Y. u.)r „welche an ihr haftet". — S, 14, Z. 9 n. 
17 T. (342 Z 3 u 12 y i) entwickln" und Ue^^n" — S l'' Z 15 v u 

)D ttehndn tnhlub hn h auf d Onginalau gäbe 

der g m tn h An 1 d mg klamm ten a f d 1 g nd A gab 

Hinter d t n ahi n teht i 1 m 1 d W -tla fc 1 mal b D 

Znsätze de hegend n A b 1 n 1 1 t aut n mm n ( 1 d A 

zu S. 400). 
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Abweitinmgen der vorliegenden Ausgabe toh den Originalen. 403 

(344, Z, 5 T. 0.): „welcto von der Art sind". — S, 16 (SU) fehlt die Gleichungs- 
nummer (19). — S. 31, Z. 8 v. o. (350, Z. 10 t. u.): „so bleibt mir zu beweisen": 
ebd. 7,. 18 v. o. (361, Z. 2, 3 ¥. o.): „Aufidehaungslehre g 65 und 56". — S. 22 
Z. 6, 7 Y. 0. (363, Z. 3 T. o.): „so sind nocb". — S. 24, Z. 11 v. o. (354, Z. 14 t. u.) 
„da£ Produkt A.b". — S. 31, Z. 4 y. o. (363, Z. 16f. y. o.): „Veriängermig toi 
pq über p hinaus". — S. 33, Z. 2 y. o. (364, Z. 33 y. o.) hat die Originalausgabe 
„u. 3. w,, 30 gebt durch", dieses „u. s. w." ist aber übetflössig. — S. 34 — 3( 
(367 — 369) sind in der Originalausgabe die Differentialquotienten in fette Klam- 
mem eingeschlossen, die ganz nnnSthig sind und geradezu unschön ausselien. — 

F 
S. 34, Z. 2 Y. u. (367, Z. 3 v. u.): „die Funktion — ". — S. 36 £E. (370 ff.) sind in 

der Originalansgabe die Smnmenz eichen S sehr fett und jedesmal oben noch mit 
wagerechten Strichen versehen. — S. 37 (370) fehlt in allen Gleichungen von (32c) 
bis (32d) bei den 1 der Paktor 2. 

S. 37, 39 und 40 (371, 373, 376) tra.gen im Original drei verschiedene Glei- 
chungen die Nummer (35); in der vorliegenden Ausgabe ist daher die erste mit 
(S4a), die dritte mit (36) bezeichnet nnd dementsprechend die Gleichung (36) 
anf S. 40 (375) mit (S6a). — S. 41, Z. 15 v. o. (376, Z. Iv.o.): „Setzen wir übrigens 
in (36) X gleich r". — S. 43, Z. 16 f. y. o. (377, Z. 11 v. o.): „so hat man nur 
a gleich ßy". — S. 44 (S79) sind in der Originalausgabe die beiden Sätze 13 nnd 18 a 
als Satz 18 bezeichnet. — S. 45 (380) in Gl. (48) steht „r=So" statt „r^S«"- -- 
S. 46, Z. IS T. 0. (S81, Z. 5 y. u.): „ZaMengrössen". — S. 47, Z. 3 y. o. (382, 
Z. 8 V. u.): „dessen einer Faktor der Hälfte ürer Mittelgrösee" ; ebd. Z. 17 v. u. 
(383, Z. 15 Y. 0.): „herTOrgeht"; ebd. Z. 14 u. 11 v. u. (383, Z. 17 U. 14 y. u.): 
„ist, letztere für it^end eine» Punkt r". — S. 48, Z. 18 n. 11 y. n. (384, Z. 12 u. 
2 T. u.): „dessen einer Faktor die Hälfte p" und „welche mit der Hälfte p der 
MittelgrÖBse". — 8. 49, Z. 9 u. II v. o. (385, Z. 19 u. 17 v. u.) fehlen a und — «, — 
S. 49, Z. 8 V, u. (386, Z. 12 v. o.): „«])'" statt „ap"'. — S. 51, Z. 2 y. o. (387, 
Z. 14y. u.); „liefei-t". — S. 61, Z. 14 v.o. (388, Z. 7 v.o.): „positiven oder negativen 
Werth hat"; ebd, Z. 30, 19 v. u. (388, Z. 18 v. u.): „Grössen erster Stufen". — 
S. 5ä, Z. 18 v.o. (389, Z. 19 y.n,); „Satz 23". — S. 63, Z. 1 v.o. (390, Z, 13 v.o.): 
„nuü" statt „reell". — S. 66, Z. 11 v. u. (394, Z. 5 v. O.): „die von F aeokreclit 
gehäJftete Engelfläche". 

Noch ist zu bemerken, dass das Original weder in Paragraphen eingetheüt 
ist, noch EopfCiberacbriften hat, die den Inhalt der einzelnen Seiten angeben. 
Ferner sind im Original die Figuren nicht nummerirt, mit Ausnahme der jetzigen 
Figuren Nr. 5 und 6, die im Original die Nummern 1 und 2 haben; überdies 
sind die Figuren Hr. 3, 4, 5, 6, 7 und 11 der jetzigen Ausgabe im Vergleich mit 
dem Original' etwas verkleinert. Endlich ist im Original die Bezeichnung „Er- 
klärung" und „Sak" jedesmal unter dem Test als Anmerkung beigefügt; um die 
UebersichtlicKkeit zu erhöhen, sind diese Beaeichnnngen jetzt in den Test auf- 
genommen worden. 
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Aüinerkiingeii 

zur Ausdehnungslehre von 1844, 

(Die Seitenzahlen bcaiehen siot auf die vorliegende Ausgabe.) 



S. 19, Z. 3 — 15 V. o. und Z, 4 v. n. — S. 30, Z. 4 y. o. Diese beiden ein- 
geklammerten Stellen rühren Ton V. Schlegel her. Grassmann hatte nämlich, 
als er starb, die Yorrede zur zweiten Auflage erst im Entwürfe ToUendet und 
Y. Schlegel öbernahm es anfWunach der Söhne Grasemanns, die aur Äbrundung 
des Ganzen erforderlich scheinenden Zusätze einzufügen. 

S. 2!, Z. 12—14 ¥. o. Der Sinn dieser Worte ist: Die neuen Gagenatände, 
die in dem nieht erschienenen zweiten Bande der Auedehnuagslehre von 1844 
behajidelt werden sollten, sind in der Vorrede zu dieser AusdehnungBlehre nur 
theilweiac erwähnt. In der Ausdehnungslehre von 1862 sind diese Gegenstände 
behandelt; ganz neu hinzugekommen u. a. w. 

S. 24 — 69. Es erscheint angezeigt, hiorzu einige iiUgemeine Bemerkungen 
zu maehen. 

Es ist bekannt genug, dass die halbphilosophisohe Fassung der Ausdehnungs- 
lehre von 1844 die Ursache gewesen ist, dass dieses merkwürdige Werk so lange 
Zeit nicht zu der ihm gebührenden Anerkennung hat kommen können, Grass- 
manna ausgesprochene Absicht war, alle seine Begriffe womöglich gleich in der 
allgemeinsten Form darzustellen, deren sie fähig sind; er suchte überall daa Ge- 
meinsame zusammenzufassen, die einfachen Grundgedanken hervorleuchten zu 
lassen, das Nebensächliche und Wechselnde in den Hintergrund zu drängen. Bnd- 
lich sollte sein ganzes Qebände von Geomela-ie und Analjsis unabhängig sein, 
nur zur Erläuterung imd Yeransohaulichung seiner allgemeinen Begriffe erlaubte 
er sich die Geometrie heranzuziehen (vgl. S. 46 Anm.). Verdankt nun auch sein 
Werk diesem Bestreben aehr wesentliche Vorzüge, die es in einzelnen seiner Theile 
geradezu ala yorbildlich erscheinen lassen, und ist Grassmann auch auf diesem 
Wege zu äusserst wichtigen Einsichten in die Principien der mathematischen 
Wies ensch allen gelangt — wir erinnern beispielsweise nur an seine Theorie der 
synthetischen und der analytischen Verknüpfungen und an seine allgemeine Auf- 
fassung der Multiplikation — so kann doch nicht geleugnet werden, dass Grass- 
mann in seinem Streben nach Allgemeinheit zuweilen den festen Boden unter 
den Füssen verloren hat. 

Daa gilt namentlich von den Grundbegriffen, auf denen in dem vorliegenden 
Werke die Ausdehnungslehre aufgebaut wird. Diese Grundbegriffe sind viel zu 
unbestimmt, viel zu inhaltlos, als dass sieh solche Polgerungen aus ihnen ziehen 
lassen, wie sie von Grassmann gezogen werden. Man braucht, tmi sich davon 
zu überzeugen, nur zum Beispiel die Definition des Elementes in § 13 mit dem 
zu vergleichen, was alles später mit eben diesen Elementen gemacht wird. 

Das Element soll das Beaondere schlechthin sein, ohne allen realen Inhalt; 
durch eine Aenderung entsteht aus einem Elemente a ein anderes b. Was soll 
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es jiUD heiä«en, wenn gesagt wird, class aus dem Element b durch eme gleiche 
Aendening ein neues Element c entsteht? Wie ist ea fibeihaupt möglich, eine 
Aonderung von a mit einer Aenderung von & zu vergleichen und von gleichen 
Aenderungen eu reden? Was soll endlich der Begriff der stetigen Aenderung be- 
deuten? Alle diese Begriffe und natürlich auch die ans ihnen gezogenen SchläEse 
schwehen in der Luft. 

Nicht minder imbefriedigend iat, was Grassmann über das Parallelenasiom 
sagt und überhaupt über die Grundbegriffe der Geometrie {§ 32). Die Begriffe 
„Rjchtimg" und „gleiche Konstmktioaen" sind genau so unklar, wie die Begriffe 
„stetige Aenderung" und „gleiche Aenderungen". 

Sehen wir von Grassmanas geometrischen Asiomea ab, deren Gehrechen 
allerdings unheilbar za sein scheinen, so liegt die Sache glücklicher Weise nicht 
so schlimm, wie es den Anschein hat. Thatsächhch hat Grassmann mit den 
„Aenderungen", von denen ausgehend er sein System der Ansdehnungslehre be- 
gründet, nichts andres gemeint, als die Parallelverschiebungen: 

^:- = ^, + «; (i = l,2...) 

in einem mehrfach ausgedehnten Räume. Setzt man an die Stelle jener inhalt- 
losen „Aenderungen" diesen konkreten Begriff, den Grassmann nicht aus der 
Analysis herübernehmen wollte, so wird zwar die, doch nur scheinbar vorhandene, 
Unabhängigkeit der Ausdehnungslehre von der übrigen Mathematik eingeschränkt, 
dafür gewinnen aber die Grundvorstellungen einen gi-eifbaren Inhalt*). Die 
weiteren Entwickelungen lassen ohnehin, so viel wir sehen, an Strenge nichts zu 
wünschen übrig. 

Wir wollen gleich noch auf einen andern Punkt aufmerksam machen. 

Grässmann selbst glaubte in seiner Ausdehnungslehre ein Universalinstru- 
ment für die geometrische Forschung geschaffen zu haben, dessen Hauptvorzug 
er in der Vermeidung will karii eher Koordinatensysteme erblickte. Die dieser Auf- 
fassung zu Grunde liegende Vorstellung von dem Wesen der Geometrie können 

*) Man kann übrigens den „Aenderungen" auch noch eine allgemeinere Be- 
deutung nnterlegen. Wenn örassmann sagt, durch dieselbe Aenderung, durch 
die aus a das Element 6 entsteht, entstehe aus ö ein neues Element c, so schwebt 
ihm dabei, allerdings in sehr unklarer Form, der Begriff „Transformation eines 
mehrfach ausgedehnten Raumes" vor, denn eine solche Transformation ordnet 
allerdings jedem Punkte des Raumes eine Aenderung zu und alle diese Aenderungen 
kann man einander gleichsetzen, weil sie sämmtlich aus derselben Transformation 
entspringen. Die Voraussetzungen, die Grassmann übet seine Aenderungen 
macht (vgl. namentlich g 17), kommen nunmehr nach Lies Ausdrucks weise ein- 
fach darauf hinaus, dass in einem m-fach ausgedehnten Räume n eingliedrige 
Gruppen angenommen werden, deren infinitesimale Transformationen einen Punkt 
von allgemeiner Lage nach gerade n unabhängigen Richtungen fortführen und 
deren endliche Transformationen paarweise mit einander vertauschbar sind. 
Diese n eingliedrigen Gruppen bestimmen dann eine M-gliedrige einfach transitive 
Gruppe mit paarweise vertauschbaren Transformationen und diese Gruppe kann 
nach einem Satze von Lie dui-ch eine Punkttransformation in die Gruppe aller 
Translationen des betreffenden Raumes übergeführt werden. Demnach kommen 
wir hier von einem allgemeineren Standpunkte aus auf die Parallel Verschiebungen 



y Google 



406 Anmerkungen zur Aiiedelmungslolire von 1844. 

wir heute*) genauer so auBdrücken, dasa es im. Grunde die Eigenschaften ge- 
wiESCrTransformatiousgruppen waren, die damals ausacUiesalich oder nahezu 
aueachliesslich den Inhalt der geometrischen Forschung hildeten. Allein mit diesen 
Transformationsgruppen ist der Inhalt der Geometrie nocli keineswegs erschöpft. 
Jetzt, wo wir namentlich durch die Arbeiten von Lie Ton der ausserordentlichen 
Mannigfaltigkeit der Gruppen und ¥on der zu einer jeden gehörigen „Geometrie", 
da£ heisst „Inyariantentheorie", eine genauere Vorstellung haben, müssen wir 
sagen, dass es ein solches Univeraalinstrument , wie es Grassmaun in seiner 
Auadehnungslehre zu besitzen glaubte, nicht giebt und nicht geben kann. 

In der That handelt es sich in der Ausdehnungslehre TOn 1844 TOrwiegend 
um gewisse Algorithmen, die zu ganz bestimmten Transformationsgruppen ge- 
hören. Es sind das im Wesentlichen die allgemeine projekÜTC Gruppe und die 
Gruppe der affinen Transformationen**). In der „geometrischen Analyse" und in 
der Ausdehttungslehre von 1862 kommen zu diesen beiden Gruppen noch die 
Gruppe der Drehungen um einen festen Pnnkt und die umfassendere Gruppe der 
Buklidischen Bewegungen. 

Der allgemeinen projektiven Gruppe gegenüber sind die Gleichungen der Ä^ 
invariant, aus denen die Masswerthe der Ausdehnungsgröasen wieder herausfallen, 
also die in § 165—170 behandelten Beziehungen. Zur Gruppe der affinen Trans- 
formationen gehören die übrigen in A, behandelten Gleichungen, in denen der 
Masswerth eine wesentliche Eolle spielt, zum Beispiel die Gleichungen TOn der 
Form: a -{- (j -j- e ^ 0, wenn o, &, c Ausdehnnngsgrössen. sind. In dem ganzen 
Werke kommen von Operationen nur die Addition, sowie die H,u3sere und die ein- 
gewandte Mnltiplikation zur Verwendung. Die in A, noch nicht behandelte innere 
Multiplikation, die in der „geometrischen Analyse" und noch ausfahrlicher in A^ 
entwickelt wird, gehört zu den beiden letzten der oben genannten Gruppen. 

Der hier ausgesprochene Gedanke, daas die wichtigsten Entwickelungen der 
Ausdehnungslehre zu ganz bestimmten Gruppen in Beziehung stehen und dass 
ausserhalb dieses Gebietes der Kalkül der Ausdehnungslehre seine Bedeutung und 
seine Brauchbarkeit verliert, wurde noch deutlicher werden, wenn wir hier die 
Beziehungen der Ausdehnungslehre zu der Inyariantentheorie jener Gruppen dar- 
legen könnten. Das erfordert jedoch umfangreichere Auseinandersetzungen, die 
einer besonderen Darstellung vorbehalten bleiben müssen. (Study imd Engel.) 

Zu.g 3—10. Die hier besprochenen Gesetze: Vei-einbarkeit der Glieder {§ 3), 
Yertauschbarkeit der Glieder (§ 4) und das Gesetz über die Beziehung der Multi- 
plikation znr Addition (§ 9 und 10) bezeichnet man jetzt mit den Hamen: des 
asBOciativen.des commutativen und des distributiven Gesetzes. Diebeiden 
letzten Namen sind nach H. Hankel (Theorie der complexen Zahlensysteme, 
Leipzig 1807, S. 3) bereits von Servois eingeführt worden, der erste wahrsohein- 
iich von Hamilton, bei dem er eich schon 1843 findet. Die ganz allgemeine Auf- 
fassung der Verkniipfungsgesetze ist aber jedenfalls Grassmanns Bigenthum. 



*) Wachdem Lie 1871 den allgemeinen Begiitf dei contmun liehen Trans- 
formationsgruppe aufgestellt hatte, zeigte F. Klein 1873 in seinem Programm: 
„Vergleichende Betraehtungen über neuere geometiisehe l'orbthungen" (wieder- 
abgedruckt in den Math. Ann. Bd. 45), dass sich die versehiPdenen geometrischen 
Theorien in der im Teste angegebenen Weise auffassen lassen 

'") Das Wort „aiSn" im gewöhnlichen Sinne genommen, also nach Lie die allge- 
meine lineare Gruppe. Gras smana braucht dasWort affin mallgemeinererBedeutung. 
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S 39 Das Zeiüien für die indifferente Porni itt hier genau o wiedeige 
geben wie es m 1er Oi gmüausgabe lon 1844 steht 

S 41 Z 15 V u Z i dem Ende — 1 estimmt se n Es i t nicht emzu 
aeheo, warum die eine Verkniipfungsweise durch di andeie be-itunmt aeui mua« 
ledenfalls tragt der Satz zur KUrheit des banzen e rhts hei und könnte ohne 
'khaden weggelai^eu weiden min brauchte dann i ir im Folgenden fii Begriffs 
btetimmuBg zu setzen Beziehung 

S bb Z 14 Y o len partiellen ''iitz ilmbth Ipn le u h duf du, eit 
gtgenge setzte Eichtnng bezieht 

S 67 Z 1 ff ¥ u Man bra.ucht nni an die Kugel zu denken um emzu 
sehen diaa dieser Beweis nicht 'ätich halt 

's 7S ff Grasfimann gebiaucht das Wort Kraft m doppeltem Smne 
nAmlich einmal in dem gewöhnlichen Sinne unl. dmn da wo wir Bewegung* 
grösap sagen wurden "^jäter [ß J7J lagt Giaasmann in demselben Sinne Be 
wegung (Study ) 

S 108 g 51 Die Entwickel in^en die es Pan^i iphen imd nBofem n cht gmz 
yollständi,, als die Enge unerledigt bleibt ob dei m S 4"— SO betrachtete Eil! 
dei einzige i^t in dem die ^umme zweier Ausdehnungen höherer bt f(, viedei 
eine Auadeimung ^lebt Fs la'iat s oh allerdings beweisen disa diese Fra^e zu 
bejihen ist iber weder in A ncch m Aj finlefc min einen Beweia dalur ob 
^ jhl Ejch briBsmann epätei mehrfach daiauf Veruft 

S 11 J erste Anm dieses Versprechen wird m § 105 nicht emgelöst vgl je 
loch die Anm zu i, 105 auf S 174 

5 117 Z 13 T u Momenten dieier Äse» nchtigei wwe in Bezug i if 
drei \3en el d Z 7 t u muss es heissen die duich densellen Punkt geht 
un 1 m deiselbcn Ebene hegt Uebr gens kommen die Satze de § j ' Süh n 1S37 
m der Statik Tun Mob us vor (ges Werke Bl III) unl amd TermutU Ji 
noch alter 

6 122 7 11— ö T u Min Hiinnere ch liss die beiden Produkte unter 
den Vorauasetrungen des Satzes sicher von Null versch eden sind 

S 124 Z Ib T u Vorher wai angen nunen worden diae l £ C von ein 
ander unabhängig seien und das ist gleichl edeutend init dir Vuiaussetj-mg dass 
von A von B unl von dem Produkte AB unabhängig aei (vgl & 113; 

S 126 Z 5 T o alaD auch duii^h Wiederholung derselben Sctluasreihe 
Diese Worte imd unve st^nlbck ea mus« etwi heisaen aho auch wenn min 
auf beiden Seiten die Faktorenieihe d e hinzufügt 

S l-S Z 1- V o nach § 4i vgl die oben zu & 108 gemachte An 
merkung 

S 157 Z 10 — 14 T Jede Zahlengruiho gehört nimb h jelem bebebigen 
Systeme an (vgl fe 147) i t abei nach der Defln t on auf '^ 11' von je 1er Au'^ 
dehnung » ter Stufe uniVhangg A\ aie die Stufenzahl Will betitzt und m + 
mckt > ffl ist 



S 146 Z 6 T Nach also denke min 
von 4 

S 147 Z 3 T von ihnen nHmhch von 


6ich hm?Ti ein geltender Werth 


allen Ausdehnungen des Syatem 


ä 153 Z 6 V nach auf das denke i 


nan sich hinzu zu diesem einen 


EichtstuLk gekCnge 




S 156 f Dieae Elimmatinnsmethode st 


schon 1S40 inn SylvPotei im 


Philofiophical m^azine' augegeben worlen 


aVei lieh die sylveateraobe 
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Methode ist niclit weaeatlich TerscMeden von eiuet, die Jacobi bereits 1836 ent- 
wickelt hat (CreUes Journal Bd 15 S 101—1^1 T-voobis gee Werke Bd. III, 
S. 395 — S20). 

S. 180, Z. 7 Y. u.: Q Süll naturhch diu Gewii-ht i.ina haben 

S. 181, Z. 8 T. o. Hierbei ist ala selbafvei^täadlich angtnumnien , dasa die 
Summe: a + 6 + ■ ■ ■ = 1 ist Dasselbe gilt für S 182 Z 3 v u 

S. 184, Z. 6 V. u. Die Ausdehnung einer starren Elementargröase ist das 
wahre Bild d' El m targ •• 1 Aihanglll Nr 15 (8 a03) 

S. 186, Z JlAIhgcrr ij lim - ß) A 

darstellbar, w IßElmt m(wlitEiii 1 d-lmA 

dehnungBgrÖ D i-p)4= .ä — p4t IthAwhg 

von (a — ^) . 4 d W rth i— i = 

S. 188, Z34 4dP UttUh Ih 

Stufe sein. 

S. 191, 7ff D tb htb lbd4 

merkung zu S 10 

S. 198, Anm 1 t B 1 M q lyt q (^ W k 

Bd. XI) sagt L gl g p tlmtd dl q Oll l 

a donnö, e'e t 1 po 1 p d t d 1 f p te vi t 11 (I i t 

sect. II, HO. ) D Mmtindmjtfcbhh 's b hntLg g 
als „moment Itf 1 tt (Iprtectni ] 

S. 203, ZI BlMlmt gthhii /w 

gleichwirkenl V Kitt 

S. 204, Z. 8—10 V. o. Besondere ÜUe dieses featzes sind scton auf h. 117 
angegeben 

& 20b ff Die Sobwerfalli^keit in dieser Dirstellung dei Theorii- des ein 
gewandten Pioduktes rührt zum groosten Theil von dem Bestiebpn hpr, beide Pro 
dukte, dds äussere und das eingewandte, unter emen Hut zu bimgen, also einen 
Satz /u foimubren, wo ihrer zwei hätten formuliit werden müssen In dei Aus 
deknungalehre von l&b2 ist die Theorie des eingewandten (regressiven) Produktes 
duri-h die Einfithrnng des Begiiffs der Ergänzung wesentlich veieintatiit 

S 208 HiBi und im Folgenden läsat Orassmann bei äusseren Produkten 
immer den Punkt weg, weil ei ihn zur Bezeichnung dei eingewandten Multi 
phkation biaurbt Vgl 8 219 und den Anhang HI, Nr 22, & 310 

S 210, Z 8 — 7 v u Eigentlich. i'Jt ja soeben angenommen worden, dass 
ille m Betracht gezogenen Grosien, also luüi die 1 oiden Faktoren des Produktes 
dem Beziehungs Systeme acgeboiin' 

b iii Unter dpn Vorau-i Setzungen des =; 13b bestellen bleicliun^'eii vi» 

JB = tB , I = T>BA = DfB .1, 

wo J^, ZJ, C, B', A' von einander unabhängig sind. Demnach wird nach S. 218; 

EBÜ .B ^JiDG. CB'= BBCB' . C= Ji'ÜB . C 





== EDCB'A! . BGB' = EA . J)B 




EDG .A = 3£H0.DGB-A' 




= EBGB-A' . DG = EA . BC. 


ä. 228, Z, 


7 V, u,; naeb „grösser" denke man sich hinzu: 


Falle". 
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S. 234, Z. lö ff V o Gleichartige BeziehungegiosBen Bind natürlich Boiche, 
die daaselbe Hauptsy^tem haben und deien „eigenihumbche Werthe ia Bezug auf 
das Hauptmass" (S. 318) gleichartig Bind 

S. 237, Z, 13 T o vgl auch fe 131 

S. 250, Z. 13 V, 0. Nur ist in § 142 die Abschattung gar nicht erwähnt. 

S. 254, Anm. Weil nämlich auf S. 350 ausdröeklich vorauBgesetzt ist, daas 
A dem Byateme LG angehört, 

S. 266, Aam. 1: weü nBialich: AB ^ ^^f''^ = ^^— = M ist. 

S 256, Anm. 2: „im ersten Falle", a. S, 256, Z. 22 ff. ¥. ö. und insbesondere 
Z. 11 T. u. 

S. 357, Z. 12 t. o.: „nach § 153, das h eis st, nach S, 254, Z. 6 v.u. biB S.255, 
Z. 16 T. 0., es ist also: M' = A' B\ jV = B'C 

S. 257 Anm. Der Beweis kann durch siclitiger au geführt werden: M, N 
und B mögen der Eeihe nach die Stufenzahlen fi i und ß haben; dann ist das 
M und JV gemeinschaftliche System Tun. der fatufe fi -]- f — ß. Nun hat C mit B 
nur N gemein, und beide haben als nSchstumta^sende^ SjBfcem das Hauptajstem, 
also hat C die StufenzaJil Ä + v — ß -indrerseits hat C mit M kein andres 
System geuiein als das gemeinschaflbche toh M und A'", also ist die Stufenzahl 
des C und M gemeinschaftlichen Systems gleich ii -{- v — ß und demnach die 
Stufenzahl des Systems, das G und M zunt,ch t umtasat gkich 

S. 272. Jeder der drei AuadrüL.ke luf Z 14 17 i 1 1 t o stellt piu ^e 
wohnliches DoppelverhältniBB von vier Punkten auf einer beri len dir und man 
übersieht in jedem einzelnen Falle leicht zu welchen vier Punkten das betreftende 
Doppelverhältnisa gehört. Neu ist dagegen das auf Z 21 t o angegebene Doppel 
verhältnisB tou vier Geraden im Eaume Di dieses Doppelverhältnise bisher tou 
den Geometern nicht beachtet worden zu i>e»n scheint so ist es wohl nitht ubei 
flüssig, zu zeigen, dass man von diesei fu ^ae einp einfache — aJlerdmgs irratio 
nale — geometrische Deutung geben kann Sie U'iBfc '«ch ujmhch als das Pio 
dukt zweier gewöhnlicher Doppelverhaltnisse darstellen tm.d kann dabei nach 
■V. Staudts Regel konatmirt werden. 

Wir verstehen unter o, b, c, d viei Punkte die m emei ( eiaden d lie^^en 
und benutzen, zur Unterscheidung von len nachhei zu betrachtcndtn r umlichen 
Grössen, die runde Klammer, um die duf das Geb et G lezugliche iusaere Muiti 
plication zu bezeichnen. Wir haben dann 

(a6)(cd) + (ac)(d6) + (ad){bc) = U; 
demnach bestehen zwischen den GröBBen: 

l,at) (cd ) _ (i..)(dt) (ail(be) 

' («<()<<!»)• ■ m(dcr '•-(.c)lM) 
zwei bilineaie Gleichungen, aus denen die Eelation; d,d^d, = ^i folgt. Die 
Grössen (i, und ihre reciprokea Werthe sind die sechs verschiedenen Doppelver- 
hältniaae, die Mch aus den yiei Punkten a ö c d 1 ilden la^ en 

Ebenso nun, wie aus yiei Punkten emer Geraden kann man auch lui vier 
Geraden Ä, B, G, D des Raumes bech' Doj-pelveihaltnisee bilden unter denen 
hii h aliei stiei von eiuandei unabbingige beiindei es 'iinl daf die dr i frt i n 

n ^ -'-g ''^ 7, _ ^^ ^* n - IP LI 

' A f) (,}!' ' 4 7". f)(, ' Ar. TtTi 
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die durcli die Eelation; ly^D^Dg = -\-i mit einander verknüpft sind, und ausser- 
dem, die zugehörigen reciprokea Wertbo. Dasa sich unter diesen sechs Doppel- 
verhiUtaissen zwei von einander unabhängige befinden, das entspricht der Ttat- 
sache, dass vier allgemein gelegene Gerade A, B, G, D im Eaume gegenüber 
den projectiyen Transformationen des Raumes zwei unabhängige invarianten 
haben. Die D. sind oiFenbar solche Invarianten und zwar rationale. 

Um diese beiden Arten von Doppelverhältnisaen in Zusammenhang zu bringen, 
betrachten wir die beiden Geraden G und F, die die vier Geraden A, S, 0, J) 
treffen und die im Allgemeinen von einander Terscbieden sein werden. Sind 
o, b, e, d und a, ß, y, S die zugehörigen Schnittpunkte, so dürfen wir an- 
nehmen, dass 

A = aa, B=öp, =■ ey , D = dS 
ist; dann wird also zum Beispiel AB den Werth: 

AB ^aa.!,ß = - ab. aß 
haben. 

Nun können wir in jedem Ausdruck, der sowohl in Bezug auf a, h, e, il 
als in Bezug auf a, p, y, S homogen ist, die auf den Eaum bozüglichen Pro- 
dukte: ab, aß, ... durch die auf die Geraden ff und T bezüglichen Produkte: 
{ab), (aß), ... ersetzen, wenn wir nur einen geeigneten Proportionahtätefaetor 
hinKufägen, Hieraus folgt, dass drei Gleiuhungen von der Torrn: 

AB.CD = Q.iab)(cd).{aß){y6) 

AC.DB = ^.iac)idb).{<,y){Sß) 

AD.BO=- Q.{ad)ibc).{aS)(ßy) 

bestehen, wo q eine Zahl bedeutet, um deren Werth wir uns niicht weiter za 

kftmmeni brauchen. Bezeichnen wir daher jetzt noch die den d^ entsprechenden 

Doppel Verhältnisse der Punkte a, ß, y, S mit ö., so wird einfach; 

B, =^ di3,, Dä = i?ji*j, Z)3 = Ä3*a, 

1^ D, — D,D., = d,-j-di, ... 
folgt 

Die Grössen d und S smd hiermit nach der modernen Ausdru kiweise als 
iriitionaie Invarianten der vier Geraden A B C D gegenüber den projectiven 
Transformat onen les Eaumet definirt unt durch die rationalen Invaiiinten D 
aus gedruckt 

Betra ht^t miu statt der Schnittp mkto von J, JS C 7) mit G unl T iie 
Verbindungsebenen so wird mm auf dieielbeu Groastn gelührt nur wechseln 
dann die d und dse 3, ihre Eollen 

Sollen vier gegebene Gerale durch irojective (oder auch dualistische) Pians 
ffrmatiouen m viei andere gegebene Geiade iberfuhrbat sein so iit nithwendig 
und im Allgemfinen. auch hmrci hent da s die symmetrischen Functionen 

SD^^S:^ und SD..S-~ 

für du eilten vier Geraden den entaprechenden Funktionen für die zweiten vier 
Geraden gleith sind Dagegen wild die gegeneeibge Lage von vier Geraden durch 
die genannten beiden Grossen nicht mehi vollständig charakterisirt, wenn diese 
Grössen unendlith werden, das heisst wenn zwei der Geraden sich schneiden. 
Ebenso verhält es suh noch in einem weiteien Falle. Dieser ist durch das Be- 
stehen einei Gleichung von der Foim 
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k ItD Cl Id fwd r eiriEigen 

1 t£f d Uihldht gh entweder 

g p 11 Im C ngr te An g d tc Klasse an, 

d hg f Fll teGdunld dlich -vielen 

lia C -n tl It In b 1 r&ll wi d d ö maBnsche 

Dipl hlfciagl tdmQ Itm g hlh Dppl hältnisaes von 

P Jvt 1 Bb (Study.) 

S ^13 E tl li m t d Gl 1 g f lg d massen ge- 

h b 1 

P 

8 -71 Z 1j T Tl n imli h d e i w kn c iieit gedr« Wen "^ t^i, luf & „ 8 
u 27q Ist pÄ em äusseres Piodnkt 'O kommt der Sdtz auf <^ 278 in Betra'-bt 
denn dann sind lucb SÄ £B liussere Pridukte und haben das "irstem E 

gtiuein Iit abpr QE em emgewaadtes Produkt so aind au h BA SB, ein 
gewT,nlte Produkte das System mediigstei Stute das alle diese barmonisclien 
Systeme SA SB umtaaet — es möge S heissen — ist daher dem B untei 

geordnet und infoI(,L dessen hiben Q und S dasselbe '^yBtem gemeinschaftlich 
wie (IS, and ? demna, h tiitt jct^t der Satz anf fe 271 Z 7-10 vom Kiaft 

7u § 171 (^ 281 Ö) Dei allgememe Satz aber die Kryatdllgestilten Un 
Crassminn in die 'Spitze BHinei Betrat ttiingen itellt ist natürlith nur eini 
eigenttiunhche Fassung des des taea der ri-fcionalen Indioea unl zwdr ergielt 'ich 
die-e Fa^iE mg ehr len,lit ■ftenn min dit bias-^mannschen KcgLlu. über die 
Multiphkation von Stiecken und FlaLhemiumci mit dem Gesetz dei Zonen in 
Verbindung «etzt 

In seiner Dissertation De 1 ge aonarum pnnc j lo evolutioras ayatematiim 
erystallmorum Berlm 1836, hatte F Neumann ''chon auf den Z isammenhang 
zwischen dem Zonengesetze und dem Gesetze dai lationalen Ind ces hm^ewieb n*) 
Andrerseits hatte Mlbius 1S27 m s mem b iryi,entnachen tulcul im r h.a].itel 
des 11 Ab'chn tts Aai geometrische Net/ m der Fbene betrachtet em System 
vm Punkten und Geraden 1er Bleue das a,us viel semei Geraden ebenso ab 
Icitbar ist w e die rltchen und Kmten einer Krjat'Sillgeatalt aus Tier Fliehen 
unter ihnen Aber Möbius hatte nicht bemerkt dass ur damit im Grunde eine 
Ableitung des Gesetzes der rati nalen Indiees au? dem Zonengesetze gegeben 
hatte las bemeikt zu hiben lat da« Verdienst Grassmanns Mobiua sagt 
selbst in simtr Arbeit Uebei das Gesttz ler Symmetrie der i-ijstalle ^Lpipzi^ 
1841 gea Werke Bd 11 & 343 — oiO) bei der Abfassung semes b irycentnschen 
Cilculs habe er die ünterauchungon über geomefnsclie Netze für rem geometrische 

*) Diese geaehichtlichen Mitthoilungen sind wesentlich der geometrischen 
Krystallographie von Liebieoh entnommen (Leipzig 1881); vgl. da insbesondere 
S. 30, Bei Liebisch wird jedoch Grassmann gar nicht erwähnt, und in der 
That tritt Grassmanns Leistung neben denen von F. Neumann und Mo- 
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Spekulationen gehalten, ohao im Entferntesten den engen Zusamnicnhang bu 
ahnen, in welcher sie zu einer Haupteigenschaft der Krystalie stehen. Zuerst 
habe Graaemann darauf aufmerksam gemacM (eben in der Ausdehnung elehre 
von 1844). 

Eb ist vieUeieht nicht überflüBsig, wenn hier die Sätze, die Grassniann 
auf S. 281 ff, ohne Beweis ausspricht, durch die Grassmannschen Methoden ab- 
geleitet werden. 

Bei den Krjstaligestalten koninit ea nur auf die Eichtungen der Flächen und 
der Kanten au, nicht auf ihre Lage im Eaum; die Ausdehuui^sgebilde erster und 
/weiter Stufe, das heisst also die Strecken und die Plächenräume Ton bestimmter 
Ebenenrichtung, sind daher selic geeignet, um die Krjstallgeatalten analytisch zu 
behandeln. Das Zonengeseta sagt nun aus, dass jede Schnittlinie zweier Erjstall- 
flftchen die Eichtuug einer möglichen Krystallkante liefert und dass jede Ebene, 
die zwei Krjstallkantea parallel ist, die Eichtung einer möglichen Krystallftäche 
liefert; ausserdem besagt das Gesetz noch, dass auf Grund dieses Friacips aus vier 
Krystaüfläcken,' von denen keine drei derselben Geraden parallel sind, oder aus 
vier Erystallkauten, von denen keine drei derselben Ebene parallel sind, alle 
möglichen Kanten und Flächen des Krjstalls abgeleitet werden können. 

Denken wir uns daher ein Tetraeder ABCB, das von vier Krjstallflächen ge- 
bildet wird und bezeichnen wir die Strecken, die mit den Eanten DA, DB und 
DC gleich lang und gleichgerichtet sind, mit: a, 6, c, so sind ah, &c, ca Flächen- 
lüume, die den Flächenräumen BAB, BBC, DOA proportional umd mit ihnen 
gleichgerichtet sind. Femer werden die Kanten AB, BC, GA ürer Länge und 
Eichtung nach diffch: b — a, e — b, a — c dargestellt und ebenso die Fläche ABO 
ihrer Richtung nach durch: ab -i-bc-{-ca. 

Eine zu den beiden Kanten BA und BG paraUele Ebene wird nun ihrer 
Richtung nach durch das äussere Piodukt a{c — i) dargpstellt, ilso ist ae~ab 
eine mögliche Ery stallfläche und eben&o natutlii.h ba — &c und i.b^ca Die 
Verbiudung einer dieser drei Ebenen mit den viei Auogingtebenen liefeit keine 
neue ErystaUkante, dagegen erhält man duith i larweise Veibmdung diesei drei 
Ebenen drei neue Kry st allkanten. Um sie zu finden mu'<SPn wii t,1so zum Bei 
spiel den Schnitt der beiden Ebenen ac — ab und ba — hi aufsuchen Dieau 
Schnitt wird dm'ch das eingewandte Produkt: 

(ac- <.S).(S«-it) 
dargestellt, das wegen: 

ac-ab = a(c^b — a), ba-bc ^ {c — b - a)b 
nach S. Ü18 den Wertb : 

a{c~b — a)h.{C — b — a)=~abc.{c — h~a) 
besitzt. liier ist abc ein Theil des Hauptsystems (ein Körperraum), also wird 
die bewusste Kante durch «-[-6 — c dargestellt, und die beiden andern durch r 

Durch Fortsetzung dieses Yerfahrena erkennt man, dass jede mögliche Erystall- 
.fläche in der Form; lab -\- fibc -j- nca darstellbar ist und jede mögliche Krystall- 
kante in der Form: X'a -f fib -f- v'c, wo l, fi, v und X', fi', v' positive oder 
negative ganae Zahlen sind. Das aber ist eben der Inhalt der beiden Sätae S. 381, 
Z. 9-5 V. u. und S. 383, Z. 19—15 v. u. 

Denkt man sich andrerseits vier Krystallkanten, von denen keine drei einer 
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Ebene parallel sind, so kann man immer vier diesen Kanten parallele Strecken 
so auswählen, dass wenn a, h, c drei von diesen Strecken sind, die vierte durch 
a-\-l?-\-c dargestellt wird. Das Zonengesetz zeigt dann wieder, dass ab, l)c, 
ca Krystallfläehen sind und dass jede mögliche Krystallfläche in der Form 
Xah-\-ixbii-^vca darstellbar ist nnd jede mögliche Erystallkante in der Form: 
l'a 4-(t'& -|- v'c, unter X, p,, v, l', fi', v ganze Zahlen verstanden. Auf diesen 
Standpunkt, wo man von vier Krystallkanten ausgeht, stellt sich Grassniann 
auf S. 284, Z, 10—16 v. o., wahrend er vorher immer von vier Krystallf lachen 
ausgeht. 

Noch ist za bemerken, dass die beiden SH,tze auf S. 284 etwas eingeschränkt 
werden müssen. Bei dem ersten ist nämlich die Darstellung als harmonische 
Yielfachensumme nm; für solche Kanten mOglich, die nicht der heteeffenden Ebene 
parallel sind, nnd bei dem zweiten nnr für solche Flächen, die nicht der be- 
treffenden Kante pai'allel sind. 

8. 281 ff., § 172. In der Ausdehnungslehre von I86ä ist die Theorie der 
offaen (lückenhaltigen) Produkte viel ausführlicher und viel klarer dargestellt; 
dort ündet man auch Anwendungen dieser Theorie. 

S. 291, Z. 18 V. o. : „zu finden", nämlich, ohne den Ausdruck vorher auf eine 
Summe von drei Quadraten zurückzuführen, 

S. 291, Z. 15 — 10 V. u. Aus g 144 wird man das nicht sofort herauslesen, 
zur Erleichterung des Verständnisses sei daher Folgendes bemerkt: 

Es sei M ein Punkt — der Ursprung der Träger — und u, b, c seien drei 
von einander unabhängige Strecken, dann lässt sich jede nicht durch u gehende 
Ebene in dei- Form: 

P^xubc + yuca + ,uab + abc 
darstellen und jeder im Endlichen gelegene Pimkt in der Form: 

wo X, y, s, a;', y', / Zahlen sind. Soll dieser Punkt « auf der Ebene i' liegen, 

sein, das heisst: 

Die Abweichung der Ebene 1' von u ist nun nach S, 186 gleich der Ausweichung 
des Produktes 

mP^mo&c, 
also ist diese Abweichung gleich atc, das heisst, sie wird =1, wenn man 
abc = l setzt. Wird Q =• xbc-\-yca-\- zab gesetzt, was ein mit der Ebene P 
paralleler FKchenraum ist, und femer: p =^ x'a + !/'& + ^'e, was eine mit der 
LiniengrÖsse uv parallele Strecke ist, so lässt sich die besprochene Abweichung 
auch in der Form: pQ darstellen, denn es wird: ^Q ■= abc. 

S. 29S f. Anhang I. Es ist nicht recht einzusehen, was Biemann und 
Helmholtz für ihre Zwecke aus den Entwiikelnngen der gg 16 — 23 hatten ent- 
nehmen sollen. Mit mehr Recht hätte sich Giassmann dariibei beklagen können, 
dass ihn Riemann bei der Einführung des Begriffs der k fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit nicht erwähnt hat; aber Eieminn kannte wahrtchemhch die 
Ausdelinungslehre von 1844 gar nicht. Uebrigens hiitGrat^imann die betieffenden 
Arbeiten von Riemann und Helmholtz eist kuiz vor meinem Tode kennen ge- 
lernt und ist nicht mehr dazu gekommen sie Hingehend zu atudiien 

S. 295 f. Anhang II, Die AuBdrücke legrctsiv ' und , ui8prui%hche Ein- 
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beten die her \ orknmmen kpnut die Ausdehnungbleliie von 1844 noch nicht 
(jr"* BS mann tat 'je Pret Bjdter m der Ausdehnungslehre TOn 186 e ngeffihrt 

'^ 16 Z 1 V u nach ^61 C emeint ist au h hier wie 1er he mVe 
wiespne Eegel nach d i l e fcum iip zwe er A i dehnungen glei her Stufe nur lann 
wieder eine emfeche A clehnun,^ dereeUen Stufe ist wenn lede in demsell en 
Gebiete nuchsth terer Stufe enthalten sinl (Study) 

S ^9b 7 11t y ' i'it nicht laa gemomBaine Cehiet von A md B 
SOI dern es lot diesem gememaamen bchiete untergeordnet Dagegen ist C aller 
dings dd,B gemein dme Cehiet tou 1 und B -\- B Man kwn narali h setzen 



"WO ttj , «j , , . . , M und V unahhäjigigo Grössen erster Stufe sind und wo I) keinen 
Paktor erster Stufe mit B gemein hat. Dann wird; 

und es sind auch a^, a^ . . . «;_!. m + ^ ''^on einander unabhängig, demnach hat 
A mit B -\- B, ausser den c Paktüren von C keinen Faktor ersiter Stufe gemein. 

S. 296, Z. 7 V. Tl. A . E^ ist liier als äusseres Produkt aufaufassen. 

Zu Anhang III. Dieser Aufsatz stammt aae dem Jahre 1845 und steht in 
Grunerts Archiv Bd. VI auf S. 337 — 3Ö0; diese Seitenzailen sind am Eande in 
eckigen Klammem beigefügt. Noch- ist zu bemerken, dasa die Ausdrücke „Kom- 
hinatotisehes Produkt" und „Kombinatorische Paktoren erster Ordnung" (S. 301 f.) 
in der Ausdehnungelehre von 1844 noch nickt Totkommen, 

Im letzten Bande dieser Auagahe, wo die wiasonachaflliehen Leistungen 
Graaamanns im Zusammenhange gewürdigt werden sollen, wird sich auch Ge- 
legenheit finden, auf die Beziehungen zwiechen dem Grassmannschen Kalkül 
und den Hamiltonschen Quatemionen genauer einKUgehen. Ea dürfte jedoch 
nicht unangebracht sein, schon hier mitzutheilen, was Hamilton über die Aus- 
dehnuEgsIehre geäussert hat. 

In Hamiltons Lecturos on Quatemions, Dublin 1853, liest man auf S. (63) 
der Vorrede in einer Anmerkung Folgendes: „It is propre to etate here, that a 
species of no-n^comTmitative muUiplication for inclined lines (äussere Multiplikation) 
occurs in a very original and remarkable wurk bj Prof. H. Grassmann (Ans- 
dchnungslehre , Leipzig 1844), which I did not meet with tiU after years had 
elapsed &om the invention and communication of the quatemions: in which work 
I haTC also noticed (when too late to aoknowledge it elsewhere) an employment 
of the Symbol ^ — a, to denote the dirtcted line (Strecke), drawn from the point 
a to the point ß. Nothwithstanding tbose, and perhaps some otker coincidenees 
of view, Prof. Grassmann's System and mine appcar to be perfeetly distinct and 
independent of each other, in tioir conceptions, methods, and resnlts. Ät leaat, 
that the profound and philosophioal author of the Ausdehnungslehre was not, at 
tho time of its publioation, in possession of the theory of the quaternions, which 
had in the preceding year (1843) been applied by me as a sort of organ or 
calculus fw spkerical triyonometry , seema clear ftom a passage of his Prefaoe 
(Vorrede, p. XIV), in which he atates (under date of June 28th, 1844), that he had 
not thea aucceeded in extenäing the use of imaginaries from Hie plarw to space; 



y Google 



Anmerkungen Bur geometrischen Analyse. 415 

and generally that unsurmounted difficulties had opposed themaelvea to liis at- 
tempts to constnict, on üb principles, a tteory of angles in space (hiugegen ist 
es nicht mehr möglieh, Termittelst des Imaginären auch, die Gesetze für den 
Eaum abzuleiten. Auch stellen sich üherhaupt der Betrachtung der Winkel im 
Ranme Schwierigkeiten entgegen, zu deien allseitiger Lösung mir noch nicht hin- 
reichende Müsse geworden ist)." 

Diese Aenssernng Hamiltons wird in bemerkenswerther Weiae ergi,nzt 
durch eine Mittheilung, die ich der Güte des Herrn Professor 0, Henrici in 
London verdanke. Dieser schrieb mir nämlich unterm 18. Januar 1893 Polgendea : 
In der Grayes Lihrary im UniTCrsity College befinde sich ein Exemplar der Ori- 
ginalausgabe der 18i4er Ausdehnungslehre. Dieses Exemplar sei mit dem bary- 
centrischen Calcul von Möbius zusammengebunden und sei augenscheinlich von 
einem Engländer sehr gründlich studirt worden, üeberall seien Bleistiftstriche 
am Rande oder Stellen im Texte unterstrichen. Hamiltons Name komme zwar 
nicht vor, aber es sei unzweifelhaft, dass die Bemerkungen von Hamilton her- 
rühren. Herr Prof. Henrici theilte mir zugleich die wichtigsten dieser Be- 
merkungen mit. Hier sind sie; 

Vorrede S. SU. „Grassraann thus seems to have reinvented Double Algebra". 

8. 71 gegenüber der 3-ten bis S-ten Zeile (S. 100, Z. 1 — 6 v. o. der gegen- 
wärtigen Ausgabe): „Not seen tili 1853"*). 

S. 102. His Zahlongrössen are my acalars **). He doea not seem to intro- 
duce the conception of equal angles into bis proportion of liaes. His aiigles are 
identical (see fig. 13). See also p. 111. 

8. 130. Consider tMs! 

S. 145, He thinks that h.e first iatroduced the conception of directed lines 
. . the „Strecke". 

S. 172. His line-magnitudes are ou lines fixed in space. 

Dass ich von Henrici gewisse Kittheilungen erhalten könne, die für die 
Grasamannausgabe von Werth seien, daranf hatte mich seinerzeit Gordan auf- 
merksam gemacht. 



Anmerkimgeii 

geometrischen Analyse. 



Die „geometrische Analyse" ist die Beani^wortung einer Preisaufgabe, die 
von der Fürstlich Jablonowsbi'schen Gesellschaft zu Leipzig gestellt worden 
war. Die Aufgabe wurde im Prühjahr 1844 für das Jahr 1845 gestellt und 
lautete folgendermassen ***) : 

„Es sind nocli einige Bruchstücke einer von LeibnitE erfimdnen geometri- 
schen Charakteristik übrig (s. Christi. Hugenii aliorumque seculi XTll. viromm 

*) Das Jahr, in dem die Lectures erschienen sind. 

**) Die Worte „my scalars" deuten, wie Herr Henrici bemerkt, klar auf 
Hamilton. 

***) Leipziger Zeitung vom 9. März 1844, S. 877. 
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celebrium esercitationea mathematieae et philo sophicae. Ed. Uylenbroek. Htigae 
comitum 1833. fasc. 11, p. 6*), in welcher die gegenseitigen Lagen der Orte, 
ohne die Grösse von Linien und Winkeln zu Hülfe au ziehen, unmittelbar durch 
einfache Symbole bezeichnet und durch deren Verbindung bestimmt werden, und 
die daiier von ünarer algebraisckea und analytischen Geometrie gänzlich ver- 
schieden ist. Es fra^ sich, ob nicht dieser Calcul wieder beigestellt und weiter 
ausgebildet, oder ein ihm ähnlicher angegeben werden kann, was keineswegs un- 
möglich zu sein scheint (TgL Göttinger gelehrte Anzeigen 1834, S. 1940)" **). 

Die Bewerbungsschrifteu sollten bis Ende November 1845 eingereicht werden. 
Im Frühjahr 1845 fasste jedoch die Gesellschaft einen andern Besehluss **') : 

„Die beiden far das Jahr 1845 aufgegebenen Preisiragen 
1. Aus der Geschichte . . . 
II. Aus der Pbysit und Mathematik . . . ■]■) 
wiederholt die Gesellschaft, und indem sie dieselben mit der zweihundertjährigen 
Geburtstagsfeier Leibuitz's, eines gebornen Leipzigers, welche in. die letzte Woche 
des Monats Juni 1846 fallen wird, in BeBiehnng setzt, dem gemäss also auch auf 
das Jahr 1846 ansdehnt und die EinsenduEgsfrist der unter I. und II. bezeichneten 
Preisschriften vom Ende d, M. November 1845 li 7iui Enle de M Jläi^ lS4b 
verlängert, verdoppelt sie den dort angegebenen Pipiö erl cM ihn ils a if 
48 Ducaten in Goid." 

Ueber die oben mitgetheilte Pre'iaufgabe ging nur eine Aibeit ein eben 
Grassmanns geometrische Analvse und diese erhielt den Preis Am 1 Juli 1S4G 
bei der ersten Sitzung der neu begnindeten Könighch Säciisischen Gesell 'icliaft 
der Wissenschaften hielt Drobi^ch ais^et semer eigentlichen Festrede auch noch 
als Sekretär der Jablonowski sehen GeseHschaft eine Bede in der er dai Ei 
gebniss der Preisbewerbung verkündete nnd auf Grund de« wahrscheinlich von 
Möbins verfassten Gutachteni der Jablonowski sehen Gesellschaft über Griss 
manus Arbeit berichtete ft) Im Jahie 1S47 er ohien dann die geometiische 
Analyse als Nummer I ttt) der Pieisschnften gekrönt und heran-igegeben vtn der 
Fürstlich Jahlonowski'schen Gesellschaft zu Leipzig Bpgleitet wir sie von emei 
erläutemden Abhandlung: „Die Liaa^mannsdie lelire von Pi nktgrosien und den 
davon abhängige» Grössenform^n dargestellt von A 1 Mul lus a des en gc 
sammelte Werke Bd. I, S. 613~b 3 



*) Hier 1 est man u \ Folgendes Jajouteiai lOi un essai qui me paraJt 
consid^rable et [i siftiit au moins ä rendre mon dessein plus cnoyable et plus 
aisä ä concevoir ahn qie i quelque hazard en empeche la perfectiun 'i pre 
sent, cecj serve de monument i li postönte et donne heu ■% quelque autre den 
venir k bout 

**) Es Ist dis eine Stelle aus einer von Stein hcnnh enlen BLfcpiecliin^ 
des Uylenbroek sehen Werkes und ?war wn 1 la kurz i) ei \ e Lfib iiz hr 
Charakteristik berichtet 

***) Leipziger Zeitung vom 5. April 1845, 8. 1.^01. 

f) s. oben, 
tt) Die Eede Drobisch teht m le ii 1 ßanle le B 1 1^ 1 i-„! Ge , 
d. Wiss. zu Leipzig (1846, S 15— 4S; 

ttt) Yorher waren die Preisschnften e ne Be he v n TahiP 1 I i nter 
dem Titel: „Acta societatis Jahlon v anie nov HrschiPuen 
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Dftss die geometriGcte Analyse in der gegenwärtigen Ausgabe wieder abge- 
dructt werden kann, ist dem Entgegenkommen der Förstlict Jablonowakisclien 
Gesellschaft au danken, die den Wiedei-ab druck bereitwilligst gestattet bat. 

Die Aeusserungen Leibnizens über die Vorzüge einer eolcben geometriscben 
Charakteristik, wie sie ihm in Gedanken vorschwebte, und die Andeutungen über 
die Ausfabrbarkeit dieses äusserst merwiirdigen Gedankens, befinden sich in einer 
Beilage au einem Briefe, den Leibniz am 3. September 1679 aua Hannover au 
EujgenB geschrieben hat. Er sagt in diesem Briefe (s. das oben angefahrte 
Werk von Uylenbroek, faso. I, p. 9): 

„Mais apres tous les progres C[ne j'ay faits en ces matierea (nämlich in der 
Theorie gewisser Gleichungen), je ne suis pas eneor content de l'Algebre, en ce 
qu'elle ae donne ny lee plus courtea vojea, ny les plus helles conatructiona de 
Geometrie. C'esfc pourquoy lorsqu'il s'agit de cela, je croy qu'il noua faut encor 
une autre aualyse proprement geometriciue ou lineaire, qui nous esprime directe- 
meut sitmii, comme l'Algebre eiprime maffnitudinem. Et je croy d'en voir le 
moyen, et qu'on pourroit representer des flgurea et uiesnie dea machiues et mou- 
Tementfi eu cavaoteres , comme l'Algebre repreaente les nombres ou graudeurs: et 
je vous envoye un essoy qui me paroist oonsiderable. II n'y a personne qui en 
puisse mieux juger que tous, Mousieur, et Tostre seutiment me tiendra lieu de 
celuy de beaueoup d'autres," Dieser essay ist eben die vorhin erwähnte Beilage, 
die a, a. 0. fasc. 11, S. 6 — ^13 abgedruckt ist. In „Leibnizens mathematiseheu 
Schriftea", herausgegeben von Gerhardt, findet man den essay in Bd. H, S. 20ff. 
und auf 8. 27 f. aach die Antwort Yon Huygens, die nicht gerade sehr günstig 
lautet. In Bd. V der eben genannten Ausgabe findet man überdies auf S. 141—178 
aus dem Nachlasse von Leibnia noch zwei latfliuiaeh geschriebene Abhandlungen 
über die Charakteristik, die aber nichts wesentlich neues eathalten. 

Das Beste ist wohl, gleich den ganzen „essay" wörtlich nach der Uylen- 
broek'sohen Ausgabe hier abzudruckea, jedoch unter "Weglasaung der Figuren, 
da sich die jeder Leser ohne Weiteres selbst zeichnen kana, wenn er es über- 
haupt aöthig fiadet. Der „easay" lautet so*); 

J'ay trouTÖ quelques ^lömens d'nne nouvelle eharacteristique, tout ä fait Q 
differente de l'Algebre, et qui aura des grands avantages pour repreaenter ä 
Tesprit esactement et an natnrcl, quoyque sana figures, tout ce qui depead de 
l'imagination. 

L'algebre n'esfc autre ehose que la oharaoteriatique des aombres indetermin^s, 
ou des graudeurs. Mais eile n'esprime pas directement la situatioa, lee angles 
et le mouvement, d'oü vieut qu'il est aouvent difficile de reduire dana un calcul 
ce qui est dons la figure, et qu'il est eacor plus difflcÜe de trouver des deraon- 
strations et des constructions göometriqnes assez commodea lora meme que le 
calcul d'Algebre est tout fait. Mais cette nouvelle eharacteristique suivant des 
figures de vue, ne peut manquer de doaner en meme temps la aolutioa et la eon- 
struetion et la demonstration göometrique, le tout d'une maniere naturelle et par 
une analyse. C'eat ä dire par des voyes determinöee. 

L'algebre est obligöe de supposer les elementa de geometrie, au lieu que 
cette caracteriatique pouaae I'analyae j'uaqu'au bout. Si eile estoit achev^e de la 

*) Graesmann selbst besass nur den „esaay", in einer Abschrift; er erzählt 
das in einem an H, Hankel gerichteten Briefe Tom 3. Pcbruar 1867. 
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7 maniere que je la 00119015, on pourrait faire | en caraeterea, qiii ne seront que 
des lettres de l'AIphabet, la deBcription d'ime machiae quelque composee qu'eUe 
pourtoifc esfre, ce qiii donneroit moyen ä l'eBprit de la connoiatre distincteiaent 
et facilement ayee tontes lea pieces et meme avec lenr usage et moiiyement aans 
ee servir de flgiires ny de modellea et sane gener rimagination, et on ae laiseeroit 
pas d'en avoir la flgui-e pröeente dans l'esprit autant que l'on se voudroit faire 
l'interpi-etation dea caraoteres. On poiirroit faire ausai par ce moyea des de- 
soriptions exactes dee choses naturelles, Cflnune par ei. des plantes et de la 
etructure des animaus, et ceux qni n'ont paa la eommoditö de faire des figures, 
pourvQu qu'ils ayent La cliose prösente devant eux ou dans l'esprit, se pourront 
expliquer parfaitement et transmettre leurs penaöes ou experiences ä la posterite, 
ce qui ne se acanroit faire aujonrdliuy, car les paroles de noe langues ne eoat 
pas aas^s arrestöes ny asae's proprea poor ae bien espliquer sans figares. 

Mais c'est la moiadre atilitö de cette caraeteriatique , car a'il ae s'agit qne 
de la descripfcioa, il vaadra mieus, quand on en peat et veut laire la d^pease, 
d'avoir lea ßgares et mesme les modeUes, oa plnatost les originaux des choaes. 
Mais Futititö principale eoaaiste daae les consequences et raisonnemens, qai ae 
penvent faire par lea Operations dea caracteres, qui ne se scauroienfc exprimer pav 
des figures (et encor moins par dea modelles) sans les trop multiplier, oa saas 
les broailler par an trop grand nombre de poiats et de lignes, d'autant qa'on 
seroit obligö de faire aae infinite de tentatives inutiles: au lieu qae cette me- 
tiiode meneroit seurement et aana peine. 

Je oroy qu'on pourroifc maaier par ce moyen la möcanique presque comme la 
göometrie, et qu'oa poarroit mesme venir juaqu'a examiner les qualit^a des ma- 
teriaus, par ce que cela dopend ordinairemeat de certainea Agares, de lears 
parties sensibles. Enfln je n'espere pas qu'on puisae aller assez loin en ph.jsique, 

8 ayant qae d'avoir trouvö ua tel abrege pour aoulagor | l'imagination. Car nous 
TOjona par exemple quelle suite de raäaonnemens gäomötriques est ncceasaire poar 
expliqaer aeulement l'arc ea ciel, qui est un des plus simples effecta de la nature, 
par oü noas pouvous juger eombien de consequences seroient aöcessairee pour 
penetrer daae Tiaterieur des mistea, doat la compoaition est si aubtile que le 
microscope, qui en decouTre bien plus que la cent-millieme partie, ne l'expliqae 
pas encor asses poar nous aider beaucoup. Cependant il y a quelque esperance 
d'y arriyer en partie, quand cette analyae veritablement göometrique aera stabile. 

Mais comme je ne remarque pas que quelque autre ait jamais ea la meme 
penaöe, ce qui me fait eraiadre qu'elle ne ae perde, si je n'ai pas le tenia de 
l'achever; j'adjouteraj- iei aa essay, qui me paroiat considerable, et qui sufflra 
aa moina ä rendre mon dessein plus croyable et plus aieö ä concCTOir, afin que, 
si quelque hazard en empeclie la perfectioa ä present, ce^y serre de monuraent 
ä, la posterite, et donne lieu ä quelque autre d'en venir ä bout. 

Or, il est consiant qu'il n'y a rien de plus important dana ta g^ometrie qae 
la consideration des lieus; e'est poarquoy j'en eiprimeray un des plus simples 
par cette maniere de caracteres. 

Les lettres de l'alpbabet eignifieront ordinairement les poiats des flgures. 
Les premieres lettres, comme A, B, exprimeroat les points donnäs; les derniers, 
comme X, y, les points demandiSs. Et aa lieu qa'on se sert des ögalitös ou 
equationa dans l'algebre, je me sers ioy des congruit^a qae j'exprime par le 
caiactöre a, Par ex. dana la premiere figurn ABO a DilF veut dire qu'il y a 
de la coagruitö eatre les deux trianglea ABC et DEF suivant l'ordve dea poiats. 
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qu'ils peuvent occuper esactemeßt la meme place, et qu'on peut appliqiier ou 
mettre l'un Biir l'anta-e sans neu changoc dans cea deux figures quo la place. 
Äinsi en appliquant D aur A et E snr £ et F sur 0, les deux triangles (estans 
poBÖB egaus et aemblables) seront manifestement | coincidenta. Mais sana patlet 9 
des tiiangles, on en peut dire autaut e» quelque fa^on des points, scavoiv ABC 
a BEF, dans la seconde figure, (flg. 2) c'est k dire, on pourra metke en mesme 
temps A sur D, et B sur E, et aur F, saus que la Situation dea troia points 
ABC entre eus, nj des troie poinfce BEF entre eux, soit changöe; aupposant 
les trois premiers joints par quelques Jignee inflexibles (droites ou courbes n'im- 
porte) et les trois autrea de meme. Apres cette esplication dea caracteres, voicy 
les lieux ; 

Soit A B Y {dans la fig. 3) c'est ä dire, soit un point donn^ A. On de- 
mande le lieu de tous les points Y on lY) etc. qui ont de la congruitö aveo le 
point A. Je die qne le lieu de tona les Y sera Vespace inßni de tons cotös. 
Gar toua les points du monde ont de la oongruitä entre enx, c'eet h, dire Tun se 
peat toasjours mettre ä la place de l'autre. Or tous les points du monde sont 
dana un meme eapace. On peut aussi esprimer ce lieu ainsi y « (Y). Tout oela 
est trop manifeste, maia il falloit commencer par le commencement. 

Soit (dans la flg. 4) AY H A (T). Le lieu de tous lea Y sera la surfaee 
de la sphere, dont le centve eafc A, et le tajon A Y, tousjours le meme en gran- 
deur, ou egal ä la donnö AB oa CB. C'est pouiquoi on peut aussi exprimer le 
meame lieu ainsy: AB 8 AY im CB H AY. 

Soit (dans la 6". flg.) AX a BX; le lieu de tous lea X sera le plan. Dens 
poini« A <it B estant donnÖs, on demande nn troiaifeme X, qni ait la mesme Si- 
tuation ä l'egard du point A, qu'U a ä l'ögatd du point B, [c'est ä dire que AX 
soit ßgale on (parce que toutes ies droites Egales sont congruentes) eongruente ä 
BX, ou que le point B se puisae appliquer au point A, gardant la meame 
Situation qu'il avoit ä I'ögard du point X| je die que tous les points X (X) d'un 
certain plan seul, Contimit ä l'infini, satisferont ä la queetion. Car comme 
AY e BY ie mesme A(Y) a B{Y)- \ Mais il n'y en auxa point qui b " 
tora de ce plan, C'est pourquoj- ce plan oontinuö ä l'infini sera le lieu 
de toua les points du monde, qui aont eituea k l'ögard de Ä, comme ä l'^gard 
de B. [II s'ensuit que ce plan passera par le milieu de la droite AB, qui luy 
est perpendiculaire.] 

Soit (dans la 6«. flg.) ABC 8 ABY; le lieu de tous les Y sera la circu- 
laire. C'est ä dire, il j a troia points donnös A, B, 0, on demande un qua- 
trieme Y, qui a la meme Situation que G ä l'egard de AB. Je dis qu'il y a 
une infinite de points qui peuvent eatisfaire, et le lieu de tous ces points est la 
circulaire. Cette deacription ou deflnition de la ligne ciroulaire ne prösuppose 
paa le plan (comme eelle d'Euclide) ny mSmes la droite. Gependant il eat mani- 
feste que floa centre est B, au milieu entre Ä et B. On pourroit aussi dire 
ainsi; ABY ü ÄB{Y), car alors le lieu aeroit un eercle, mais qui ne seroit pas 
donne. C'est pourquoy il faut adjouter un point donne. L'on se peut imaginer 
que les points AS demeurant fixes, et que le point C attaehö k eus par quelques 
lignes inflexibles (droites ou courbes) et par conaequent gardant la meme Situation 
ä leur ßgard, soit toumd ä l'entour de A, B, pour deorire la circulaire CY(T). 
On peut juger par 1^ que la Situation d'un point ä l'egard d'un autre peut eatre 
con^ue aans exprimer la ligne droite, pourveu on les congoive joints par quelque 
ligne que ce soit. Et si la ligne est posee inflexible, la Situation des deus points 
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entre eus sera immutable. Et deiis points penvent cstre con^us avoix la mesme 
Situation entre eus que dens autrea points, si les uns peuvent estre joints par 
une ligne qui piiisee estte oongrue aTec la ligne qui Joint les autrea. Je dis cecy, 
ä fin qu'on voje que ce que j'aj dit jusqn'ici ne depend pas encor de la ligne 
droite (dornt je vay donner la deflnition), et qu'ii y a difference entre A, 0, 
aifcuatioii de .d et C entre eux et la droite A 0. 

1 Seit (dans 3a flg. 7) AY nBYnCY; le Ueu de tous lee Y sera la droiie. 
C'est ä dire, troia points estant donnöa, on demande un point Y, qni a la meme 
Situation ä l'ögard de A, qu'il a ä l'egard de B, et qu'il a ä l'ögard de C. Je 
dis que tous cea points tomberont dans la droite iaflni Y{Y). Si tout estoit dans 
un m@me plan, deus points donn^s anffiroient pour detetminer ainsi la droite. 

Seit enfin (dans la 8". fig.) AY fiBY ö GY nBY; le lieu sera un seul 
point; car on demande un point Y, qui ait la mesme Situation ä l'ögard de quatre 
points donnea A,B, C,B\ c'est ä dire que les droites AY, BY, CY, DY soient 
Egales entre elles; et il n'y a qu'un seul qui pmsae satisfaixe. 

Cea mesmes lieus se peuvent exprimer en pluaieurs autre fa^ns, mais 
cellea-cy aont des plus simples et des plus Kcondes et peuvent passer pour des 
definitions. Et pour faire voir que ces expressions servent au raisonnement, je 
monstreray par les caracteres, avant que de flnir, ce qui est produit par l'inter- 
aection de ees lieus. 

Premiferement: Vintersection de deux swfaces spheriqwes est wne ligne eir- 
evluire. Car puisque Texpression de la circulaire est ABC n ABY, nous auiona 
AC H AY et BO hBY, dont les lieux sont cleus surfaees spheriques, l'une ayant 
le centre A et le rayon AG, l'autre le centre B et le rayon BC. 

De meame: l'intersection d'ttft plan et de la spherigue est une ligne circulaire. 
Car l'expresaion d'une spheriqne est ACüAY, et celle d'un plan est AY aSY, 
et par consequent AC üBC, parce que le point G est un des points Y. Or "BC 
estant üAG, et ACüÄY; nous aurons BCaAY, et J.r estant tBY, nous 
aurons BOäBY. Jo^nons ces congruitöa, et nous aurons A.B.G üA. B.Y, 
c'est ä dire 

ABhAB, BGhBY, AGuAY. 
Or ABG H ABY est k la circulaire, donc rinterseetion d'iin plan et d'une sur- 
face apherique donne la circulaire. Ce qu'il falloit domontrer par cette sorte 
de calcul. — 

2 De la mSme fafon il paroit que | l'intersection de deux plana est une droite. 
Car soyent deux congruitöa, l'une AY sBY pour un plan, l'autre AY H GY pour 
l'autre plan nous aurons AY n BY n CY, dont le lieux est la droite. Enfin, 
1 ter tM d leu d t est j (C tAl Bl Gl t BJ Gl Dl 

n. ^r Bl GY Dl 
J yi mqä,adjte stqj qltpbl 

dtdil ttliq t 1 tpsijtt Imgi 

t m 1 t t p mi tant t 'll P <1JD11 

1 hq 1 i. p d par 1 

Wkh )tt mtntAnl rukl^wraSm 
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kann sich daliet ein Bild macben, in welcber "Weise ungeiUhr Grassmann die 
genannten Theorien in dieseni aweiten TlieÜe behandelt hahen würde. Allerdings 
ist ein beträchtlicher Theil der geometrischen Analjse (von g 11 an) offenbar 
sehr Bclmell niedergeachrieben und entbehrt noch sehr der Feile, ein Umstand, 
der das Verständniss erheblich erschwert. 

Die erläuternde Abhandlung von Möbius hier mit abzudrucken, erschien 
tmn5thig. Ea wird genügen, wenn nachher in einer Anmerkung kurz die Art and 
Weise auseinandergesetzt wird, wie Möbins die innere Multiplikation der Punkt- 
grössen der Anschauung zugänglich zu machen sucht. Doch jetzt zu den ein- 
zelnen Stellen der geometrischen Analyse, bei denen Bemerkungen wiLnachens- 
werth. erscheinen. 

S. 329, Z. 16 ff. y. o. Der Leibniz sehe Gedanke, Alles auf die Kugel zurück- 
BTiführen, tritt in den neueren Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie 
öfter auf, allerdings ohne dass auf Leibniz Bezug genommen wird. So zum Beispiel 
bei Lobatechewskij und Bolyay, die freilich damals den Leibniaechen Auf- 
satz noch gar nicht kennen konnten. Femer steJlt sich Helmholta in seiaer be- 
kannten Abhandlung, die schon auf S. 293 erwähnt ist, im Grunde geradezu die 
Aufgabe, alle Geometrien des gewöhnlichen Baumes zu finden, zu denen man von 
dem Begriff der Kugel aus gelangen kann. Einen abnlichen Weg hat dann später 
auch de Tilly eingeschlagen. Allerdings bat weder Helmbolta noch de Tilly 
das Problem erledigt und erst Die hat mit Hülfe seiner Qruppentbeorie nach- 
gewiesen, dass man wirkhch nur zu der Euklidischen Geometrie oder zu einer 
der beiden nickt Euklidischen Geometrien gelangt, dabei vorausgesetzt, dass die 
Punkte des Baumes durch Koordinaten bestimmt werden können und daas die 
Kugeln durch Gleichungen dargestellt werden, die eine gewisse Anzahl TOn Diffe- 
rentiationen gestatten (vgl. Lies Theorie der Transformationsgruppen, bearbeitet 
unter Mitwirkung TOn F. Engel, Bd. III, S. S93 ff,, Leipzig 1893). 

S. 331, Z. 1 T. o. Dem „zuerst" entsprechend erwartet man später ein „zwei- 
tens", aber dieses „zweitens" kommt nicht. 

S. 340 f. {§ 5). Unter abc ist natürlich das äussere Produkt der drei Punkte 
o, I>, c zu Teratehen. Die beiden Verhältnisse, durch die die Kollinearfunktion 
in der Ebene bestimmt wird, sind Doppelverhältnisse im gewöhnlichen Sinne des 
Worts. Der Quotient: 

ieab) (eed) 

{ead:){ecb) 

zum Beispiel ündert seinen Werth nicht, wenn man c und d durch: e' = c — ■ ie, 

d' ^A — (le ersetzt. Wählt man insbesondere X und ji so, dass u' und d' in die 

Gerade ah fallen, das heiest; 

_ ^«6^ _ {ald) 

[abty ^ (a&^)' 
so reducirt sich jener Quotient auf das Doppelverbältniss der Tier Punkte: 
a', h\ c', ä', er stellt somit nichts andres dar, als das DoppelTCrhältniss der vier 
Strahlen: ea, eb, ee, ed. 

S, 350. Der Begriff „des senkrecht proportionalen" ist ia der Ausdehnungs- 
lehre von 1862 durch den bestimmteren der „Ergänzung" ersetzt. Dadurch wird 
eine ganz allgemeine Definition des inneren Produktes ermöglicht, bei der es 
nicht mehr, wie hier auf S, 362 f., nöthig ist, für jeden einzelnen Fall eine be- 
sondere Definition aufzustellen. Auch das Zeichen X für die innere Multiplikation 
wird durch die Einführung des Zeichens für die Ergänzung überflüssig. 



y Google 



422 Anmerkungen Kiir geometrisnhec Analyse. 

S. 356, Z. 9v. o.: „fortschreitend", das hoisst, die drei Seiten werden ak 
Strecken au^efasst tuiA zwar so, dass die eine die Summe der beiden andern 
ist, also, wenn ABO das Dreieck ist, so sind B — A, C~B und C—A die 
drei Seiten. 

S. 364,. Z. 1 T. u.: a^, fi^ c* sind innere Quadrate. 

S. 365, Z. 9 y, o. Das alles wird wesentlich einfaoter, wenn man, wie Grasa- 
mann es in der AuadelmungBlelii-e yon 1862 wirklich thut, den Ausdruck a^f 
direkt als Funktion der Punkte; ^, , p^, ... darstellt. Es ist ja: 



^ (Pi - g) X » _ (P':^S]^_^ 



also wird: 



F(j,,,p,,.,,)_aY(- 



"'-{'ni + Oji+'-Ki^'-- 



und demnach: 

S. 368, Z. 12 Y. o,: „zweiter Dimension" im Sinne Ton S. S64, Z. 6—8 t. 0, 

S. 372—374. Die hier aiifgestellten Sätze und Erklärungen sind, wie sie ge- 
fasst sind, kaum yoUständig zu yerstehen. Der Gedankengang, der Grassmann 
zu ihnen geführt hat, scheint folgender gewesen zu sein: 

Jede Gleichung zwischen äusseren Produkten von Punkten; p,, Pi, ... hat 
die Eigenschaft, auch dann noch bestehen zu bleiben, wenn man für die Punkte 
ihre Abweichungen; p^ — »', J^s — *■. ■ ■ ■ ^"^ einem beliebigen Punkte )' setat. Jede 
solche Gleichung lässt sich nämlich auf die Form; 

p .A + B = 
bringen, wo p ein Punkt ist und A und B Summen von Auadehnungsgrössen, also 
yon äUBseren Sfcreckenprodukten, in denen nur die Differenzen der Punkte vor- 
konunen. Setzt man nun statt aller in dieser Gleichung vorkommenden Punkte 
ihre Abweichungen von irgend einem Punkte r, so ändera sich A und B nicht 
und die Gleichung geht über in: 

(p-r).A + B^O, 
diese aber sagt nichts andres aus, als dass die Abweichung der Grösse p .A -\- B 
von dem Punkte r verschwindet, was nach S. 186 f. der Fall ist, sobald p . Ä -i~ B 
verschwindet. Hierin liegt zugleich, dass eine Gleichung zwischen äusseren Pro- 
dukten von Punkten dann und nur dann richtig ist — um Grassmanns Aus- 
druck zu gebrauchen — , wenn auch die Gleichung richtig ist, die entsteht, sobald 
man statt aller Punkte ihre Abweichungen von einem ganz beliebigen Punkte 
setzt. Demnach lassen sich alle Gleichungen zwischen äusseren Produkten yon 
Punkten durch Gleichungen zwischen äusseren Produkten von Strecken eraetzen. 

Diesen Satz über äussere Produkte von Punkten benutzt nun Grassmann 
als ein Princip, von dem er verlangt, dass es auch für die inneren Produkte 
gelten soll. Wenn er eine Gleichung zwischen inneren Produkten von Punkten 
hat, so setzt er fest, dass diese Gleichung tmx dann richtig sein soll, wenn die 
Gleichung zwischen inneren Streckenprodukten richtig ist, die entsteht, sobald 
man für jeden Punkt seine Abweichung von einem beliebigen Punkte setzt. Hier- 
durch hat er den Tortheil, dass alle die „Gesetze", das heisst, die Bechnungs- 
regeln, die früher für innere Streckenpro dufcte abgeleitet worden sindj unmittelbar 
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auf die Punkte angewendet werden können. Es sind das die Gesetze, die ia den 
Gleichungen: 

axb ^bxa 
ax(& + e)-=ax6 + axc, (b + c)xa^bxa + cxa 
ausgesprochen sind, unter a, b, C Strecken reratanden; diese Rechnungsregeln. 
gelten nun auch sofort, wenn a, b, e Punkte sind. 

Allerdinga ist damit nur die Mögliclikeit gegehcn, formell mit inneren Pro- 
dukten yon Punkten und Punktgröesen zu rechnen, es iat aber noch nicht erklärt, 
was nun eigentlich unter dem. inneren Produkte zweier Punkte zu verstehen ist. 

S. 376 ff. Es ist wohl nicht zu heaweifeln, dass Grassmann das innere 
Produkt eines Punktes in eine Strecke und das zweier Punkte rein formell anf- 
gefasst hat. Diese Produkte sind für ihn Grössen in demselben Sinne, wie die 
formelle Summe oder Summengrösae. Man erinnere sich nur an das, was er 
auf S. 108 Aber die formelle Summe sagt: „Um ihre konkrete Bedeutung zu ge- 
winnen, müBsten wir . . , aufsuchen, wie sich die Form der Summe, die in dem 
Werth der Stücke besteht, ändern könne, ohne dass der Werth der Summe selbst 
sich ändere. Dadurch erhalten wir eine Eeihe von konkreten Darstellungen jener 
formellen Summe, und die öeeammtheit dieser mögliche» Darstellungen in Eins 
zusammengeschaut, wie die Arten einer Gattung (nicht wie die TheUe eines Ganzen), 
würde uns den konkreten Begriff vor Augen legen". Und nun Tergleiohe mau, 
was er auf 8. 382 über die Bedeutung des inneren Produktes TOn Punkt und 
Strecke sagt: „diese Bedeutung hängt von der Beantwortung der Präge ab, wann 
zwei solche Produkte . . . gleichgesetzt werden können" und kurz darauf: „so be- 
stimmt jene Strecke und diese Ebene den Begriif jenes inneren Produktes", 

Ea ist nicht zu verkennen, dass diese Aiiffassung der Begriffe Summe nnd 
Produkt etwas fremdartiges hat, ja sie steht sogar mit der ursprünglich von 
Grassmann eingeführten Auffassung dieser Begriffe in Widerspruch, denn eine 
Summe oder ein Produkt ist nach dieser Auffassung das Brgebniss einer Ver- 
knüpfung von zwei Gliedern und ist daher durch diese beiden Glieder vollständig 
bestimmt. Die Betrachtung aller der Werthe der Faktoren, für die das Produkt 
denselben Werth behält, hat mit dem Begriffe des Produktes au sieh nicht das 
Geringste zu thun. Andrerseits ist es aber auch wünaohenswerth, sich unter dem 
inneren Produkte zweier Punktgrösaen etwas voratellen zu können, was dem ge- 
wShnlichen Begriffe des Produktes entspricht und was doch der geometrischen 
Anschauung zugänglich ist. 

Eine derartige Auffassung des inneren Produktes zweier Punktgrüssen hat 
Möbiua in der oben erwähnten Abhandlung entwickelt, die er der geometrischen 
Analyse zur Erläuterung beifügte. Möbius denkt sich nämlich die ,JPunkte" und 
,J^nklgrösaen", von denen auf S. 376 ff. die Rede ist, nicht etwa als mit Ge- 
wichten behaftete Punkte, im. Sinne des barycentrischen Kalküls oder der Aus- 
dehnungslehre von 1844, sondern er denkt sie sich als Strecken, die von einem 
festen Punkte (dem Ort der Punktgrösse) und von einem veränderlichen Punkte 
begränzt sind. Für diese Auffassung erscheinen also die Grassmannschen Sym- 
bole a und aa nur als Abkürzungen für die einfachen und vielfachen Strecken: 
a — X und a(a — x), unter se einen veräaderliohen Punkt verstanden. Das innere 
Produkt axb bekommt dadurch eine anschauliche Bedeutung, denn es ist nur 
eine Abkürzung für das innere Streckenprodukt: (n — x)x.{b — x). Eine Glei- 
chung zwischen solchen Produkten wird richtig gesetzt, wenn sie richtig ist fnr 
jede Lage des veränderlichen Punktes x. Die Differenz zweier „Punkte" a und ü 
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ist natürlich auch bei dieser Begriffabestinunung die Strecke a ~ b, da der ver- 
änderliche Punkt X aus dem Ausdruck; {a — x) — {b — cc) hei-ansiUllt. 

Zum Beiepiel sind die von Grassmann auf Seite 376 f. geschriebenen G!ei- 



a' — p'= (i+P) X i« — P) 
für diese Auffassung weiter nichts als Ablriirzungen der folgenden Gleichungen, 
die richtig sind für jede Lage des verä.nderlichen Punktes x: 

(a - xy - {b - xr =- (^^ ~xjx2 [a - h) 

(„^xr~p'^ia + p-x)xia-p-x). 
Der Leser wird hiernach keine Schwierigkeit haben, sich die Grasamannsohen 
Bntwiokelungen ia diesem Sinne znrecht zn legen. 

Es maes aber ausdrücklich betont werden, dass der Wortlant der Grass- 
mannschen Ausführungen nirgends erkennen lässt, dsies Graesmann eich die 
PunktgrBssen hier in der von MObins angegebenen Weise gedacht hat. Es wäre 
auch geradezu unerhört, wenn Grassmann in der zweiten HHlfte seiner Ai'beit 
imter Punktgrössen plötzlich etwas andres verstanden hätte, als in der ersten, 
ohne auch nur ein Wort darüber zu sagen. Die Möbiussche Auffassung kann 
daher nur als ein Versuch gelten, die Grassmannschen Begriffe der Anechaunng 
näier zu bringen, sie bringt aber nicht das zum Ausdruck, was sich Graesmann 
selbst gedacht hat. 

Dass Möbius selbst die Sache so aufgefasst hat, das zeigt nicht nur der 
Anfang seiner erläuternden Abhandlung, sondern es bestätigt sich auch noch auf 
andre Weise. In dem Nachlasse TOn Möbius, der von Herrn Reinhardt in 
musterhafter Weise geordnet worden ist und der jetzt als Möbiusarchiv auf der 
Leipziger Sternwarte aufbewahrt wird, befinden sieh auch eine Keihe von Notizen 
über die geometrische Analyse. Es sind das jedenfalls die Entwürfe zu einem 
Gutachten, das Möbius für die Jablonowskische Gesellaohafl abgefasst hat*). 
Da heisst es unter Anderm: 

„Niemaud wird sich unter dem inneren Produkt aus einem Punkt in eine 
gerade Linie, was hier eine PlangrÖsse heisst, oder unter dem innem Produkt 
zweier Punkte, einer Kugelgrösse, etwas anschauliches denken können. Die Ein- 
führnng solcher Seheingrössen erschwerte mir besonders das Studium des letzten 
Theiles der Abhandlung und es wurde dieser erst dann mir verständlich und 
geniessbar, als ich fand, dass alle jene Seheingrössen als abgekürzte Auedrücke 
gewisser wirklicher Grössen angesehen werden können, und dass man letztere 
bloss für die ersteren zu substituiren hat, um von der Bedeutung der betreffenden 
Formeln eine vollkommene klare Vorstellung au erhalten." 

XTebrigens hebt Möbius auch noch mit Recht hervor, dass Grassmann 
gar keine Anwendungen seiner inneren Grössen giebt, und erwähnt, dass er selbst, 

*) Die betreffenden Manuskripte findet man in dem Möbiusai-chiv unter III, 
B, 8; vgl, die Mittheilungen über dieses Archiv in den Leipziger Berichten von 
1889, S. Uff. 
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Im vierten Baade der geaammelten Werke von Möbius ist auf S, 663—697 
aas dem Möbiasschen Nachlasse eine Abhandlung abgedruckt, die aus dem 
Jahre 1862 stanunt und den Titel trägt; „lieber geoiaetrische Addition und Malti- 
plikatioa". Möbius giebt bierin eine zusammenhängende Darstellung seiner 
eigenen und der GraBsmannachen Untersucbtiagen über dieaea Gegeastaad, 
Eatetaaden ist dieae Arbeit offenbar deabalb, weil sich Möbias von der Grasa- 
mannachen Darstellung nicht befriedigt fühlte (Ygl. a. a, 0. S, 720 f.). 
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zur A usdehnungslehre von 1844 und zur geometrischen 
Analyse. *) 



Abhängig, s. Ausdehnung n.Elementai- 
grösee, Grad. — 

Abhängigkeit, lineala 336. 

Ableiten (numerisch) = als Vielfachen- 
eumrae daratellen [293 f.]. — . Durch 
lineale Eonstruktion ableiten 53 i. 

Ableituugszahlen [294]. 

Abschibttnng I.) (äusaere) Absch. einer 
AusdehnungagrÖBse i. B. auf einörund- 
system nach einem Leitayatem 145, — 
Möglichkeit u.Yersohwinden der Absch. 
146. — Abecli. einer Summe 145, e, 
ZahleugrBase 147, e. Produktes 147, 
e, Quotienten 143, — Analjt. Ausdruck 
d. Absch., wenn Grundsyst. u, Leitsyst, 
TOn gleicher St. sind; 1481 — Ab- 
schattiing in der Ebene u. im Baume 
153 f. II.) Allg. Begriff der (änsseren 
oder eingewandten) Abach. e. reinen 
Grösse 250, ihre analyt. Darstellung 
S51. — AbEch. einer BeaiehungsgrÜsse 
251, e. Summe 353, e. Produktes 254 
—358. — Sinn der Abach. 254, 259. — 
Absch. alabeeond.Fall der Affinität 266. 

Abweichung eines Punktes von e. an- 
dern 70, eines Elementes t, e, andern 
160, einer Strecke y. e. Elemente 165, 
einer Elementargriisse t, e. and. 186, 
einer Ausdehnung t. e. Elem. 186. — 
Abweichung eines vielfachen (inneren) 



Punktquadratea v. e. Punkte 378. Abw. 
e. inneren Sfreckenproduktea v. e, 
Punkte 379, Abw. e. Summe von sol- 
chen Grössen 379. Abw. e. inneren 
Prod. aus Punkt u. Strecke 381. Abw. 
e, inneren Punktproduktes 385, einer 
Kugelgröaae 387. Abw. e. Kugelfläche 
V. e. Punkte 390 u. e. Punktes v. e, 
Kugelfläche 391 Änm. 

Addition u. Siabtrakt on allg. Be- 
griff 38 (vgl. Punkt Stie ke A sdeh- 
nung). Add. der Fhchen aume 113 f., 
(309 f.), der Kurperraumo 114 (vgl. 
Summe). Add, von Bpz ehungsgröesen 
232 ff. Add. d Punktgrus en u. d. 
Liniengröasen 337 f., 375 f. 

Aehnliohe u. ähnlich liegende Fi- 
guren 141. 

Aenderung, stetige 28, 48. Aend. c. 
Elementes 47. Entgegengesetzte Aend. 
48. Unabhängige Aend. 53. Addition 
ungleichartiger Aenderungen 53 — 56. 

Aeusaeres Produkt, a. Prod.; äuss.Di- 
viaion, g. Div.; äuss. Faktor 208. 

Affine Vei-eme von Grössen 259, ihre 
Bildung 260, — Beziehung zwischen 
don Produkten bei affinen Vereinen 
261 f. — Auagezeichnete Stellung der 
äuss. u. d, eicgew. Mult. 263, — Direkt 
äff. u, reciprok äff. Vereine 263. — 



*) Die cureiv gedruckten Seitenzahlen beziehen sich auf die geometrische 
Analyse; in runde Klammem eingeschlossen aind die Seitenzahlen, die sich auf 
den Anhang III kti A, beliehen (S. 397 — 312), die Seitenzahlen in eckigen Elam- 
mern beziehen sich auf die beiden Anhänge I und II zu Aj (S. 293—296). 
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Wtbnn ist von zwei äff. Ver. der eine 
die Abschatt. d. andern 266 f. — Äff. 
Vereine in d. Ebene 266. — Sind zwei 
Vereine v. Grössen affin, so sind ihre 
Systeme ioOinear oder reciprok ver- 
wandt 267—270. — Aifine Punktver- 
eiue (affin im gewöhnl. Sinn) 270 f. 

Algebraische Gleichung 344, algebr. 
Funktionen s. Fkt. 

Analytische Verlmiipfung 36, analjfc, 
i'orm 39. 

Anfangeelement 48, 

Ausdehnung od. AuBdehnungsform 26, 
28, einfache 28. — Ausd. od. Ausdeh- 
nungsgrösse 1. Stufe (Strecke) 49. — 
AuBd. höherer Stufen ala Produkte 81 
—83. — Gleichartige Ausd. höh. Stufe 
u. ihre Addition; ebd. — Addit. un- 
gleichartiger Ausd. 102 ff. — Elemen- 
tare Darstellung einer Aned. lllÄnm. 

— Unabkängige Auad. 112, vgl. 206. — 
Auad. e. starren Elementargrösae 184. 

— Ausd. von ergänzender Stufe 143. 

Ausdehnnngsgebiet, einfaches [393]. 

AuBdehnungsgebilde I.Stufe 48, ein- 
faches A.: ebd. 

AusdehnungBgrÖBse 47, 108. 

Ausdehnungslehve, ihr Begriff 28 f., 
(297). 

Ausdeknungssyatera., ein Blementar- 
syatem, das ins Unendliche fällt, 273 
(»gl. Sj.tom). 

Ausweichung e. Btarren ISlomentar- 
grösae 179, e. Elementargr. 1. St. 185, 
Ausw. einer Summe von Elemgr., die 
ein Element als Paktor enthalten 185. 
Die Ausw. e. Ausdehmingsgrösse ist 
null 186. 

Axe des Gleichgewichts 169 f, Ase e. 
Pnnktvereina 169. 

Baryeentrische Richtsysteme 193 f. 

Behauptende Kräfte 56U ' 

Beschleunigung 113,361. ~ Beachleu- 
nigende Kdlfte, ihr Maas u. ihre Ad- 
dition 36 S. 

Bewegung im Sinne ■ 



gross, 



.ngBlehre (reine) 361. 
ungsgröseen 226 (vgl. Ad- 



dition), — Verallgomeinerimg des Be- 
gi'iffea 234 (s. Grad). — .Bczgr. i. B. 
auf ein DoppelByeteni 242. 

Beziehnngssjstem (Hauptsyatem) 
eines eingewandten Produktes 210, 
eines E,u3serea 211. 

Beziehungszahl eines eingewandten 
Produktes 210. 

Bezüglich, s. Produkt (eingewandtes). 

Charakteristik, die Leibnizsche. All- 
gemeines 325- 33S, 396 — 39S. Ihre 
Anwendung auf die analytische Dar- 
stellung von Kugel, Ebene und Gerade 
338—330. Ihre Mängel 330 f. 

Denkform, s. Form. 

Differenzebene zweier Kugelflächen 

389, wenn die Kugelflächen reell sind 

390, ihre Bedeutung in diesem Fall eSÖJ, 
Sats 24, ihre Konstruktion 391 f. Das- 
selbe bei ideellen Kugelfläohen .393 f. 
und, wenn die eine reell, die andre 
ideell ist 393. Ana einer Kugeifläche, 
dem Mittelpunkt einer zweiten und 
der Differenzebene die zweite zu finden 
393 f. Bedeutung der Differenzebene 
für Vielfachensummen von Kugel- 
flächen 395. 

Differenzialrecknung, Anwendung 
der Ausdehnungslehre auf dieD, 17af,, 
359-368. Geometrische Differential- 
rechnung 363 (s. Funktion). 

Division, ihre allgemeinen Gesetze 
43 f., arithmetische D. 39 Anm. — 
Aeusaere D, 118 f. (b. Cjuotient). — 
Eingewandte D, 234. 

Doppelc|uotient, der (im Sinne von 
Doppelverhältniss), ändert sich bei 
KoUineation und Projektion nicht 271 f. 

Doppelsystem 242. 

Ebene, ihre Definition 64, 68. Ihre 
Gleichung 195 ff. 

Ebenengrösse oder (äussere) Plan- 
grösse 189 , sie ist ein bestimmter 
Theil einer bestimmten Ebene (305). — 
Summe zweier Ebenengröseen (309 f.). 
^ Summe e. Ebenengrösse u. e. Körper- 
raums (310). 

Ebenenrichtung (303). 

Eckgebilde 180. Vergleiohung des E, 
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mit dem SfcreckenproAukte 182 — 184. 
Gleichheit vom E. 183 f. Berechnung 
des E. 184. 

Eigenttümlichei' Werth od. Faktor, 
s. Prodakt (eingewandtea). 

Eindeutigkeit der Analyse 38. 

Einfache Ausdehnuugsform 28. — E. 
Verknüpfung 36. ~ B. Ausdehnirngs- 
gebilde 48. — E. Paktoren 87. ~ E. 
Ausdehnungsgehiet imd Elementar- 
gebiet [293]. 

Eingeordnet, einander eing, Grössea 
235. 

Eingewandt, s. Prodiikt, — Eingew. 
Faktoren 216. 

Einheiten, nrEprüngliclie [29G]. 

Element, erzeugendes 28. — Begriff 
des B, 47, (298 f.). — Unabhängige 
E. 176. 

Elementare (konkrete) DarBtellung 
einer Ausdehnung 111. 

Elementargehiet, einfaches [293]. 

Elementargrössen, auch „räumliehe 
Grössen" genannt (303 ff.). Begriff der 
E. (1. Stufe) 161; Abweichung u. Ge- 
wicht einei- solchen E. 161; ihre Ad- 
dition 162, (305 f.), (307); DarsteUung 
als Vielfachensnmme von Elementen 
163; Multiplikation mit e. Zahlengrösse 
(s. gleichartig) 163; die E. dargestellt 
als vielfaches Element od. ala Strecke 
164 f; E. erster Stufe 166; abhängige 
n. unahh. E. 1. Stufe 175. — Produkt 
youhE. l.Stnfe 177 f.; E. n-ter Stufe 
179, (303), starre E. 179 '(^'gl- Aus- 
weickung, Ausdehnung). — Bedingung 
für die Gleichheit von B. 187, — Wann 
ist e. B. eine Ausdehnungsgröase? 187. 
— Wann ist die Summe e. starren E. 
u. e. Äüsdgr. eine starre E.? 188. — 
Kichtmasse für E. 101 f. — E. im 
Eaume alsVielfacKensummevonEicM- 
massen 192 f 

Elementarsystem w-ter Stufe 175, 
seine Beziehung zum Avisdehnungs- 
system (w — l)-ter Stufe 176. — Gleich- 
heit zweier Theile ein 
Systems 183 f — E. im Eaume 



Elimination einev Unbekannten aus 

Gleichungen höherer Grade 156 f. 
Endelement 48. 
Endliche Grösse 236. 
Ergänzende Stufe 143. — E. Eioht- 

maase 151. 
Ergänzzahl e. Grösse i B, auf e. Be- 

ziehungSBjstem 21!) (vgl. Produlct). 
Ergebnisa einer Verknüpfung 34. 
Ersetzen, zwei Vereine von Gleichungen 

ersetzen sich gegenseitig 149 Anm. 
Esponentialgrösse, geometrische 

12—14. 
EstensiveGrösse 26 (s. Ausdehnung). 
Ealttor, kombinatorischer Faktor 1.0. 

(301); erkannv.ersterod.v.(»— l)-ter 

St. sein (308), (310) (s. äusserer F. u. 

Produkt). 
Faktorfläche einer inneren Plangrösse 



383, • 



ä 385. 



Elei 



jl 160. 



Flächenräume von bestimmter Grösse 
und Ebenenrichtung (Äusdehnunga- 
gröseen 2 '^t) (305) ihre Addition 
(309), 

Form od D nkf -m die verschie- 

denen Alt n n l m J. 24 — 26. 

Formale P 1 kt P odukt. 

Formell S mm S mme. 

Formenl li Urne 33-45, 

PovtBchre t nl mt ner Kcibe von 
Grössenmltpl n( knnpfen)I31. 
— Die S ten n Dreiecks fort- 
schreitend gen mm n 356. ■ 

Funktion n alg bra hc und homo- 
gene 344 m t h 360. - Alge- 
braische Punkt P nkten 36 "^ 
363 /. D pa t 11 n D fferenz al^ o 
ticnten 1 h n Fkt na h le 
Punkten c,65. Unabhan^igke t Lese 
Diffcia. von der Wahl ler recl twmkl 
Koordinaten 366 f — Dedrhene 
aolche^Fkt. bestimmten 1 sohleumgen 
den Kräfte 362. Best mmung d eser 
Kräfte nach Grösse un 1 1 ehtu g o6 
—366. 

Gebiet 28, 49, (2381) s System 

Gefolgsaahl aus Eleme ten 1S4 

Gegenläufig 49 Anm 

Gehalt (Inhalt) emer Kugelgrosse 3ö 
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Sachresister kii A, und zu 
Geltender Werth, Grössen ¥0n g, W. 

83, 3sa. 

Gemeinschaftliches System zweier 
Systeme 207. — Aus dem gem. das 
näohstumfassende zu flnden 208. 
■ GemischteB Produkt, s. ProduM. 

Geometrie, die, kein Zweig der reinen 
Mathematik 23 f. — Unhaltbarkeit der 
bisherigen Grundlagen der Geom. 63 
— 65. — Tersuch einer neuen Grund- 
legung 65—69; Tgl. [393 f.]. 

Geometrische Esponentialgrösse 12, 
Summe 114, Punktion 360. 

Gerade 66 ff., ihre Gleichung 195. 

Gesammtabweiolinng eines Punlrtes 
Ton einer Punktreihe und einer Punkt- 
reihe Ton e. Punkte 70; S&tzo tlarühcr 
71 f. — Ges. eines Elementarvererns 
von 0. Elemente 160. — Ges. einer 
Keihe Ton Punktgrüssen von einem 
Punkte 375. 

Geaammthewegung oder Gesammt- 
kraft 75. 

Oesamtgewicht einer Beihe von 
Punktgrösaen 375. 

Gesammmtmoment mehrerer Kräfte 
»6 f. — G. T. Bewegungen 97. — All- 
gemeiner Begriff des Ö. 114 f. — Das 
G., wenn keine änseeren Kräfte wirken 
{auveränderliche Ebene) 116. — Ab- 
hängigkeit des G. vom Beziehung«, 
punkt 116 i. — G. paralleler Kräfte 
169. 

Geschwindigkeit eines Punktes 173, 
SÖ8 f. — G, der Projektion 359. — 
Die G. ist die Summe der G. der Pro- 
jektionen 359. — Die G. als Differential- 
quotient einer geomefcr. Punktion 360. 

Gewicht (vgl. harmonisch) eines Ele- 
mentarvereins 160. — G. einer Punkt- 
grösse 375. — Das G. einer Strecke 
ist null 166, 376. — G. einer Summe 
yoa Grassen 1. Stufe 376. — G. einer 
Kugelgrösse 3S7 

öleiehartige Grosaen i^Foimen) 40 — 
Gl. Strecken 49—51 — Gl Ausdeh 
nungen 81. — Gl Element argiosaen 
163. — Gl. Beziehungsgröa^en ..34 — 
Gl. räumliche Glossen "i3 



t geometrischan Analyse. 
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hnete GrÖaaen (SOa). - 
Q Linien, Ebenen u, s.i 



Gleichbezei 

Gl, Theile v 

(304). 
Gleichgewicht, Bedingung dafür 98 f. 

— Gl. eiaes Körpers, der in einer 
Flüssigkeit schwebt 170. ^ Bedingung 
für das Gleichgewicht von Kräften im 
Räume 202 f. ~ Gl. einea Systems 
fest verbundener Punkte, auf die be- 
eckleunigende Kräfte wbken 369— 37g. 

Gleichheit und Verschiedenheit. Bo- 
griff der CtI E6 33 f 9"i 

Gleichläufig 49 Anm 

Gleichungen ersten Grades und ihre 
Auflösung 100 ä — Gl m ter '^tnfe 
Bwiechen Ansdelmungagröasen 142 f ; 
wann ein Faktor weggelassen werden 
daif 144, 253; Abschattung einer sol- 
chen Gl. 145, 147, 264; Ableitung eines 
eraetzenden Vereins von Gl. 149 f., 151. 

— Gl. zwiacten Eichtstücken oder Zei- 
gern 152 f. — Gl. Bwisehen Elementar- 
grössan höherer Stufe 186, 187. ~ Gl. 
zwischen Ansdehnungegrössen, deren 
Glieder gemischte Produkte sind (vgl. 
Kurven) 245. — Gl., die vom Mass- 
werthe unabhängig sind (a. harmo- 
nisch) 271 ff. — Gl. zwischen inneren 
Produkten von Strecken und ihre Ver- 
wandlung in Zahlgl. 3ÖJ, 358. — Gl. 
zwischen inneren Grössen 379. — Gl. 
zwischen inneren Produkten v. Grössen 
1. Stufe S8S (vgl. Grösse), 

Glieder einer Verknüpfung 34. 

Grad der Abhängigkeit zwischen Syste- 
men u. zwischen realen Grössen 207. 
-— Grad der Multiplikation (vgl. Prod.) 
211. — Grad einer BeziehungsgrÖsae 
SS4. 

Gränzelemente eines Eekgebildes 180. 

Grossen (räumliche) = Elementar- 
grösaen, von 1, Stufe (302), von m-ter 
Stufe (303), — Die sieben Arten räum- 
licher Grösaen (305) — Produkt einer 
räumlichen Grosse m eme Zahl 3i3 
Anm — Algpbraisohe homogene Glei- 
chungen zwischen rlnml Gl 3JJ — 
\ eil nupfungen rT,uinl Grossen die 
■ügebi Veikn nt peil ci "äi — 
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Örüsaen 1. Stufe (Strecken u. Punkte) 
376. — Innere GrÖHsen 379. — Wann 
zwei innere Gr. gleich aind 373 (vgl. 
Summe). — Die drei Arten innerer 
Qröesen 387, Safe 23. 

ßrundänderuag 48 ; unahiiiingige 
Gr. 52. 

Brundmasae oder Eich tmasse I.Stufe 
eines Systems «-ter Stufe: für Aus- 
dehnimgsgrössen 151, für Elementar- 



gröas 



1 191. 



ndsystem, s. Abachatlung. 

Grundverknüpfnngen 148. 

Harmonische Gleichungen, Koefäeien- 
ten (Gewichte), Systeme 274. — H. 
Gleichungen von reiner Form 274. — 
Die Summe der harmon. Eoeff. 275. — 
H. Mitte 275, Sätze darüber 380. — 
H. Summe 275. — Umwandlung dea 
Polsjstems einer reinen h. Gleichnng 

276 {., 278 f. — DaiateUung einer un- 
reinen h. Gleichung in reiner Form 

277 f. — Umwandlung einer reinen 
harmon. Gleichung ohne Aenderung 
des Polsyatems 279. 

Hanptmasa eines Systems w-ter Stufe 
161, 218. 

Haupt System einer Gleichung zwischen 
Äusdehnungsgrössen 14S. — H. eines 
eingewandten Produktes 210 f. 

Höhenseite eines Spathecks 91. 

Ideelle Eagelfläche und die ihr ent- 
sprechende reeUe 389. 

Indifferente Form S9, 

Inhalt (Gehalt) einer Ewgelgröase 387. 

Innere Kräfte 97; ihr Gesamnitmoment 
ifit i. B. auf jeden Punkt und jede 
Aseniill97f. Beseitigung einer dahei 
eingeführten Beschränkung 114 f. — 
Innei-e Elemente eines Eckgebildes 180 
(vgl. Zwischenelemeat). — vgl. Pro- 
dukt und Grösse. — Inneres Quadrat 
einer Strecke 345, eines Punktes 376. 

Innerlich multipliciren 368. 

Intensive Grösse 26. 

Kegelschnitt, seine geometrische Glei- 
chnng 248, (300). — Kachn. durch fünf 
gegebene Punkte 348. 



r geometrischen Analyse. 

Klammern, Eegel über das Seiaen von 
Kl. 84. 

Kollinear vei-wandte Systeme 267 (vgl. 
Affin und metrische Relationen). 

Kollinearfunktion, die, in der Ebene 
340 f., im Räume 341. 

Kollineation und ihr Unterschied von 
der Kongruenz 33ä~ä3d. 

Kollineationsgieiehung 334. 

Körperräume als Elementargrössen 
dritter oder vierter Stufe (305). 

Kombination, ihr Begriff 26. — Kom- 
bination zweier Systeme 251, -— E. von 
Punktgvössen imd Liniengrössen (vor- 
läufige Bezeichnung für das Produkt) 
3S5; wann die K. null wird 335 f.; 
Eomhinationsgleichtmgen 336; die K. 
als Multiplikation 337, 340- M-isawerth 
der K. 33S. 

Kombinatorischer Fakt r ■< Piktor 
— K. Produkt (301), 340 ea umfasat 
das äussere Produkt (?03j und das 
eingewandte (SlO), 

Eombinirtea (zusammengesetztes) Sy 
stem 146, 250, 251, 

Kongruenz 331 f.; ihr Unters heW n 
der Kollineation 333 t 

Konstruktionen 66; luiPale K 247 
249,35^; lineare K. 268 enfsj rechende 
K. 334. 

Koordinaten, s. Richtaysteme ; Ter- 
wandlung der K. für Parallelkoord. 
154 ff., allgemein 194, vgl. 282. 

Kräftepaare 201. 

Kraft 73, Snmroirung der Kräfte 74 

Die Kraft als Liniengrösse 197. — 
Gleichwirkende Kräfte 199. — Kräfte 
in einer Ebene 139 — 201, im Eaume 
201 f. — Eeduktion einer Summe von 
Kräften 202. — Bedingung für die 
Aequivalenz zweier Vereine vonKräften 
203, 206. — Mehrere Erä,fte sind ihrer 
Snmme gleichwirkend 303. — Wann 
ist ein Verein von Kr. einer Kraft 
oder einem Momente (s. Moment) gleich- 
wirkend? 205.— B es chleonigende Kraft 
363. — Definition gewisser beschl. Kr. 
363 (vgl. Funktion). — Behauptende 
Kräfte 369. 
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Krystallgestalten, Daistelluag dei 
Ebenen (Kanten) einer Kr durth viei 
unter ihnen 281, 283 — Harmom^iclie 
Beziehungen bei Kr 284 

Kugelgrössen, ihr Begriff 385—387. 

— Kgr. mit reeller Faktorfläche als 
Tielfaehe innere Punttprodukte 385. 
— - Kgr. mit imaginärer Faktorfläclie 
als Sniamen von inneren Punktqua- 
draten 386. — Summe zweier Kngel- 
gröBsen 38S f. (Tgl. Summe). 

Kurven m-ter Ordnung nnd Klirren 
in-ter Klasse in cler Ebene, ihre Kon- 
struktion u. ihre geometriBchen Glei- 
chungen 247 f. 

Leitajstem, a. Ahschattting. 

Linear, lineal, s. Konstruktion, Ab- 
hängigkeit, Gleichungen. — Lineare 
Verwandtschaften 264. — Linear ver- 
wandte Systeme SSI. 

Liniengröaeen (bestimmte Theile be- 
stimmter gerader Linien) 189, (305). 

(308f.). — Unterschied iwiachenLinien- 
grösse und Strecke 359 Anm., 843 
(vgl. Addition, Kombinatioc). 

Lücke 285. 

Magnetische Axe 171. 

Masse 74. 

Masswerth 244, S34. 

Mathematik, Begriff und Eintheüung 
der reinen M. 23— 2S, 

Mechanik, Grundgesetze der M. 73— 7ö. 

— DifferentialgleichnngenderM, 368 f. 
Mehrfaches einer Grösse 152 Anm. 
Metrische Eelationen bei kollinearen 

Pnnktgebildcn 271 f — Metrischer 
Werth, s. Masswerth. 
Mitte einer PnBktreihe 72, 1671— Mitte 
eines Vereins von Punkten mit Ge- 
wichten 168; die Mitte wird zur Ase 
- Mitte zwischen PunktgrÖssen 



376. 



Issen 386; 



Mittelfläehe 1 

Grund der Benennung 387. 

Mittelgrösse eines inneren Pnnktqua- 
dratos und eines inneren Streokenpro- 
duitos 378; M. einer Summe von aol- 



chm Gruasen 3-9. — M. eines inneren 
Piod ans Punkt und Strecke 381. — 
Gl und der Benennung 385. 

Mittelpunkt einer Kngelgrösse 387. 

Moment einer Kraft i. B. auf e. Punkt 
96, i. B. auf eine Ase 96. — Moment 
der Bewegung 97. — Abhlngigkeit 
zwischen den M. i. B. auf Aien durch 
einen Punkt 117. — Summe dei Mt 
mente paralleler Kräfte 169 ivjiJ ( e 
sammtmoment). — Das M ils Au'j 
weichung eines Produktes 19'" 1 odt,r 
als Abweichung der Kraft vom Be 
Ziehungselemente 198, — Das Moment 
als KraflgrÖsse 201. — Allgemfinei 
Satz über die Beziehungen zwisehto 
Momenten 204. 

Multipliciren, mit einer Grosse wild 
muH. und eine Grösse wird mult 221 

Multiplikation, ihr allgemeinei Be 
griff 41 f.j ihre allgemeinen Gesetze 
42 f. ; realer Begriff der M. 44 f — Anth 
metisohe M. 39 Anm. (vgl. Proiukt) 

Multiplikative Beziehung zur Addi- 
tion 88. 

Nächst umfassendes System zweier 
Systeme oder Grössen 208. — Beziehung 
zwischen dem i^chstumf und dem ge- 
meinschaftlichen Systeme 209. 

Null, die indifferente Form bei der Ad- 
dition 40; sie ist immer abhängig 83. 

Numerisch ableiten [293]. 

Oberaystem 242. 

Offen, B. Produkt. — Offties Quadrat, 
Simime von solchen 291; Gleichung 
des zugehörigen ElHpsoids 291 f. 

Ort einer Punktgröase 376, Safö 13. 

Parallel, das Ziehenkönnen von Paral- 
lelen zu einer gegebenen Geraden als 
unentbehrliche Forderung 69 f. 

Parallelogramm, s. Spatheok. 

Parallelepipednm, s. Späth. 

Perspektivisohe Vereine 273; wann 
zwei kollineare Vereine persp. sind 273. 

Plangrösse (äussere) 189 (s. Ebenen- 
grösse). ^ Innere Plangrösse, d. h. 
inneres Produkt von Punkt u. Strecke, 
383 (vgl. Summe). — Vergleichung der 
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